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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè,
L(G) � ðåøåòêà âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G è σ = {σi | i ∈ I} � íåêîòîðîå
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë P, ò.å. P =

⋃
i∈I σi è σi∩σj = ∅ äëÿ

âñåõ i ̸= j. Ñèìâîë π(n) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äåëÿùèõ
÷èñëî n; σ(n) = {σi|σi ∩ π(n) ̸= ∅}; σ(G) = σ(|G|). Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ
σ-ïîëíîé, åñëè G èìååò õîëëîâó σi-ïîäãðóïïó äëÿ âñåõ i ∈ I.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ: U-íîðìàëüíîé 1 èëè ñòðîãî

U-ñóáíîðìàëüíîé 2 â G, åñëè êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G ìåæäó AG

è AG ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì; σ-ñóáíîðìàëüíîé 3 â G, åñëè â G èìååòñÿ öåïü
ïîäãðóïï

A = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ At = G,

ãäå ëèáî Ai−1 ⊴ Ai, ëèáî Ai/(Ai−1)Ai
ÿâëÿåòñÿ σk-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðî-

ãî k = k(i) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t; σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé 3 â G, åñëè ãðóïïà G

σ-ïîëíà è A ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè õîëëîâûìè σi-ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G

äëÿ âñåõ i ∈ I. Â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïà íàçûâàåòñÿ S-ïåðåñòàíîâî÷íîé èëè
ñèëîâñêè ïåðåñòàíîâî÷íîé â G, åñëè A ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè ñèëîâñêèìè
ïîäãðóïïàìè P ýòîé ãðóïïû, ò.å. AP = PA.

Áóäåì ãîâîðèòü, ñëåäóÿ 4, ÷òî ïîäãðóïïàH ãðóïïûG óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Îðå 5, åñëè G èìååò òàêèå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû T è S, ÷òî G = HT ,
S ≤ H è H ∩T ≤ S. ßñíî, ÷òî H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Îðå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà H/HG èìååò íîðìàëüíîå äîïîëíåíèå â G/HG. Â ðàáîòå Âàíãà 6

ïîäãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Îðå, áûëè íàçâàíû c-íîðìàëüíûìè.
Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîãèå êëàññû ãðóïï, âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé

(íàïðèìåð, êëàññû âñåõ ðàçðåøèìûõ, ñâåðõðàçðåøèìûõ, íèëüïîòåíòíûõ,
p-íèëüïîòåíòíûõ, ìåòàíèëüïîòåíòíûõ, äèñïåðñèâíûõ â ñìûñëå Îðå 5 ãðóïï),
ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü â òåðìèíàõ óñëîâèÿ Îðå. Ýòî ïîñëóæèëî îñíîâíûì
ìîòèâîì äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ, à òàêæå äëÿ ââåäåíèÿ,

1 Hu, B. Finite groups with only F-normal and F-abnormal subgroups / B. Hu, J. Huang, A.N. Skiba //
J. Group Theory. � 2019. � Vol. 22, � 5. � P. 915-926.

2 Skiba, A.N. On sublattices of the subgroup lattice de�ned by formation Fitting sets / A.N. Skiba //
J. Algebra. � 2020. � Vol. 550. � P. 69�85.

3 Skiba, A.N. On σ-subnormal and σ-permutable subgroups of �nite groups / A.N. Skiba // J. Algebra. �
2015. � Vol. 436. � Ð. 1�16.

4 Guo, W. Finite groups with generalized Ore supplement conditions for primary subgroups / W. Guo,
A.N. Skiba // J. Algebra. � 2015. � Vol. 432. � P. 205�227.

5 Ore, O. Contributions to the theory of groups of �nite order / O. Ore // Duke Math. � 1939. � Vol. 5. �
P. 431�460.

6 Wang, Y. C-normality of groups and its properties / Y. Wang // J. Agebra. � 1996. � Vol. 180. �
P. 954�965.
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èçó÷åíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îáîáùåííûõ óñëîâèé Îðå (ñì., â
÷àñòíîñòè, ãëàâó 3 êíèãè 7).

Ìíîãèå íåäàâíèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè èññëåäîâàíèé ôàêòè-
÷åñêè îñíîâàíû íà èäåÿõ ñòàòåé Áàëëèñòåðà-Áîëèí÷åñ, ß. Âàíãà è ß. Ãî 8,
À.Í. Ñêèáû 9, Ë.À. Øåìåòêîâà è À.Í. Ñêèáû 10 è ñòàòüè À.Í. Ñêèáû è Â. Ãî 4,
â êîòîðûõ àâòîðû ââåëè è ðàññìîòðåëè ïðèëîæåíèÿ íåêîòîðûõ íàèáîëåå ôóí-
äàìåíòàëüíûõ îáîáùåíèé óñëîâèÿ Îðå. Íî íàèáîëåå ïîëåçíûìè îêàçàëèñü
ìåòîäû ðàáîòû 9, íà ÷òî óêàçûâàåò áîëüøîå ÷èñëî åå öèòèðîâàíèé â (áîëåå
÷åì 400) ïóáëèêàöèÿõ ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ è, â ÷àñòíîñòè, â ïóáëèêàöèÿõ
ß. Ãî è Àéçåêñà 11, Àñààäà 12, Á. Ëè 13, Ë.À. Øåìåòêîâà è À.Í. Ñêèáû 10 è
Â. Ãî è À.Í. Ñêèáû 14.

Ãëàâíàÿ èäåÿ ðàáîòû À.Í. Ñêèáû 9 ñîñòîèò â çàìåíå â óñëîâèè Îðå äëÿ
ïîäãðóïïû H åå ÿäðà HG â ãðóïïå G íà S-ÿäðî HsG, ÿâëÿþùååñÿ ïîðîæäå-
íèåì âñåõ òåõ ñèëîâñêè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, êîòîðûå ñîäåð-
æàòñÿ â H. Ýòî ïîçâîëèëî àâòîðó îáîáùèòü ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîãèå
äîêàçàííûå íåçàâèñèìî ðåçóëüòàòû î c-íîðìàëüíûõ è ñèëîâñêè ïåðåñòàíîâî÷-
íûõ ïîäãðóïïàõ. Ýôåêòèâíîñòü ýòîé ðàáîòû îñíîâûâàåòñÿ íà òîì çàìå÷àòåëü-
íîì ðåçóëüòàòå Êåãåëÿ 15, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèëîâñêè ïåðåñòàíîâî÷íûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû ôîðìèðóåò â íåé ïîäðåøåòêó ðåøåòêè âñåõ ïîäãðóïï ýòîé
ãðóïïû L(G). Â äàëüíåéøåì, íàðÿäó ñ S-ÿäðîì HsG, â îáîáùåííûõ óñëîâèÿõ
Îðå ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ ïîäãðóïïû S, ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðûì äðóãèì
ïîäðåøåòêàì è ÷àñòè÷íûì ïîäðåøåòêàì ðåøåòêè L(G). È ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè íàõîæäåíèÿ è èçó÷åíèÿ íîâûõ ïîäðåøåòîê è
÷àñòè÷íûõ ïîäðåøåòîê â L(G).

Â ïîñëåäíèå ãîäû íà ýòîì ïóòè áûëè íàéäåíû è ïîëó÷èëè èíòåðåñíûå
ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè ãðóïï ñ (îáîáùåííûì) óñëîâèåì Îðå äëÿ ïîäãðóïï ìíî-

7Guo, W. Structure Theory for Canonical Classes of Finite Groups / W. Guo. � Heidelberg-New York-
Dordrecht-London: Springer, 2015. � 359 p.

8 Ballester-Bolinches, A. c-Supplemented subgroups of �nite groups / A. Ballester-Bolinches, Y. Wang,
X. Guo // Glasgow Math. J. � 2000. � Vol. 42. � P. 383�389.

9 Skiba, A.N. On weakly s-permutable subgroups of �nite groups / A.N. Skiba // J. Algebra. � 2007. �
Vol. 315. � P. 192�209.

10 Shemetkov, L.A. On the XΦ-hypercentre of �nite groups / L.A. Shemetkov, A.N. Skiba // J. Algebra. �
2009. � Vol. 322. � P. 2106�2117.

11 Guo, Y. Conditions on p-subgroups implying p-nilpotence or p-supersolvability / Y. Guo, I.M. Isaacs //
Arch. Math. � 2015. � Vol. 105. � P. 215�222.

12 Asaad, M. Finite groups with certain subgroups of Sylow subgroups complemented / M. Asaad //
J. Algebra. � 2010. � Vol. 323. � P. 1958�1965.

13 Li, B. On Π-property and Π-normality of subgroups of �nite groups / B. Li // J. Algebra. � 2011. �
Vol. 334, � 1. � P. 321�337.

14 Guo, W. Finite groups with given s-embedded and n-embedded subgroups / W. Guo, A.N. Skiba //
J. Algebra. � 2009. � Vol. 321, � 10. � P. 2843�2860.

15 Kegel, O.H. Sylow-Gruppen and Subnormalteiler endlicher Gruppen / O.H. Kegel // Math. Z. � 1962. �
Vol. 78. � P. 205�221.
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ãèå íîâûå (÷àñòè÷íûå) ïîäðåøåòêè â L(G) (â ýòîé ñâÿçè ñì., â ÷àñòíîñòè,
ðàáîòû 2, 3, 16, 17, 18, 19, 20).

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ãðóïï ñ çàäàííûìè ñèñòåìàìè ïîäãðóïï, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ (îáîáùåííîìó) óñëîâèþ Îðå, è (÷àñòè÷íûõ) ïîäðåøåòîê ðå-
øåòêè L(G) ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé è âïîëíå àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Öåëüþ äèñ-
ñåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèé àíàëèç òàêîé çàäà÷è.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîé öåëè â äèññåðòàöèè ââåäåíû ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.
Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíîé (ñîîòâåò-

ñòâåííî, ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé) â G, åñëè H = ⟨L, T ⟩, ãäå L ÿâëÿåòñÿ
U-íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé è T ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî,
σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé) ïîäãðóïïîé â G.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò 2, 20 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ U-íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï ãðóïïû îáðàçóåò ïîäðåøåòêó ðåøåòêè âñåõ åå ïîäãðóïï. Ýòîò âåñü-
ìà íåòðèâèàëüíûé ôàêò ëåæèò â îñíîâå ïðèìåíåíèé òàêèõ ïîäãðóïï â äàí-
íîé äèññåðòàöèè è ãëàâíîé öåëüþ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òåîðèé ñëàáî
σ-ïåðåñòàíîâî÷íûõ, (U,σ)-âëîæåííûõ è u∨sp-âëîæåííûõ ïîäãðóïï â ñìûñëå
ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ:
(i) ñëàáî σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G, åñëè â G èìåþòñÿ σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ

ïîäãðóïïà S è σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T òàêèå, ÷òî G = HT è H ∩T ≤
≤ S ≤ H.

(ii) (U,σ)-âëîæåííîé â G, åñëè â G èìåþòñÿ ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ
ïîäãðóïïà S è σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T òàêèå, ÷òî G = HT è H ∩ T ≤
≤ S ≤ H.

(iii) u∨sp-âëîæåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè â G èìååòñÿ ñóáíîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K è ÷àñòè÷íî S-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà S òàêèå, ÷òî
G = HK, HG ≤ S ≤ H ∩ K è èíäåêñ | H ∩ K : S | ÿâëÿåòñÿ p′-÷èñëîì
(p � ïðîñòîå ÷èñëî).

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíûå è ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íûå
ïîäãðóïïû ôîðìèðóþò ÷àñòè÷íûå ïîäðåøåòêè ðåøåòêè L(G), à óñëîâèÿ (i),
(ii) è (iii) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè óñëîâèÿìè Îðå.

16 Murashka, V.I. On a generalization of the concept of S-permutable subgroup of a �nite group /
V.I. Murashka // Acta Math. Hung. � 2018. � Vol. 155, � 2. � P. 221�227.

17 Hu, B. On strongly Π-permutable subgroups of a �nite group / B. Hu, J. Huang, A.N. Skiba // Ñèá.
ìàòåì. æóðí. � 2019. � Ò. 60, � 4. � Ñ. 922�931.

18 Chi, Z. On two sublattices of the subgroup lattice of a �nite group / Z. Chi, A.N. Skiba // J. Group
Theory. � 2019. � Vol. 30. � P. 1035�1047.

19 Liu, A-M. A generalization of subnormality / A-M. Liu, W. Guo, I.N. Safonova, A.N. Skiba //
Mediterr. J. Math. � 2022. � Vol. 19, � 3. � P. 826-838.

20 Skiba, A.N. On some classes of sublattices of the subgroup lattice / A.N. Skiba //Æóðí. Áåëîðóñ. ãîñ. óí�
òà. Ìàòåì. Èíô. � 2019. � Ò. 3. � Ñ. 35�47.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ââèäó òåîðåìû 5.2.5 êíèãè 21, ìîäóëÿðíûå ýëå-
ìåíòû â ñìûñëå Êóðîøà ðåøåòêè L(G) ÿâëÿþòñÿ U-íîðìàëüíûìè ïîäãðóï-
ïàìè â G. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî âñÿêàÿ U-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è âñÿ-
êàÿ σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíûìè â
ãðóïïå; âñÿêàÿ ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî
σ-ñóáíîðìàëüíîé, à âñÿêàÿ σ-ïåðåñòàíîâî÷àÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî
σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé.

Ýòè íàáëþäåíèÿ ëåæàò â îñíîâå ïðèëîæåíèé ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â
äàííîé äèññåðòàöèè, è ñëåäñòâèÿìè òåîðåì, äîêàçàííûõ â äèññåðòàöèè, ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ìíîãèõ àâòîðîâ è, â ÷àñò-
íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû Àãðàâàëÿ, Í.Ì. Àäàð÷åíêî, Ì. Àñààäà,
È.Â. Áëèçíåöà, ß. Âàíãà, ×. Âó, Â. Ãî, Â.Í. Êíÿãèíîé, Í.Ñ. Êîñåíêà, Â. Êñè-
àíáàî, ß. Ëè, Â.Ñ. Ìîíàõîâà, Ì. Ðàìàäàíà, Â.Í. Ðûæèê, Â.Ì. Ñåëüêèíà,
Â.Í. Ñåìåí÷óêà, À.Í. Ñêèáû, Ñïåíñåðà, Á. Õó, Äæ. Õóàíã, Õóïïåðòà, Öèì-
ìåðìàíí, ×. ×æàíãà, Ë. ×æó, Ê.Ï. Øàìà, Ð. Øìèäòà, Ë. Þáî è äð.

21 Schmidt, R. Subgroup lattices of groups / R. Schmidt. � Berlin-New York: Walter de Gruyter, 1994. �
572 p.
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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè (ïðîåêòàìè), òåìàìè
Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà íà êàôåäðå àëãåáðû è ãåîìåòðèè ó÷ðåæäåíèÿ

îáðàçîâàíèÿ ¾Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ôðàíöèñêà
Ñêîðèíû¿ â ïåðèîä ñ 2019 ïî 2023 ãîä â ðàìêàõ ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ òåì
è ïðîãðàìì:

� Ðàçðàáîòêà è ïðèìåíåíèå ôóíêòîðíûõ è ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäî-
âàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ê ðåøåíèþ îáùåé ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ãðóïï ïî
ñâîéñòâàì èõ ïîäãðóïï, íîìåð ãîñ. ðåãèñòðàöèè � 20161015. Òåìà âõîäèëà â
ãîñóäàðñòâåííóþ ïðîãðàììó íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü íà
2016�2020 ãîäû ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2020¿, ïîäïðîãðàììà ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì¿;

� Ðåøåòî÷íûå è àðèôìåòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ãðóïï è ìóëü-
òèêîëåö, îáëàäàþùèõ êîìïîçèöèîííûìè ðÿäàìè � 20211778. Òåìà âõîäèò â
ãîñóäàðñòâåííóþ ïðîãðàììó íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü íà
2021�2025 ãîäû ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2025¿, ïîäïðîãðàììà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-
ëè è ìåòîäû¿.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ
Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï ñ îáîáùåííûì

óñëîâèåì Îðå, îïðåäåëÿåìûì çàäàííîé ðåøåòêîé ïîäãðóïï. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîñòàâëåííîé öåëè â äèññåðòàöèè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� äîêàçàòü σ-ðàçðåøèìîñòü êîíå÷íûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ öåïü äëèíû 3 ñîäåðæèò ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó;

� ïîëó÷èòü íîâûå êðèòåðèèè σ-ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï;
� íàéòè íîâûå õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï;
� ïîëó÷èòü íîâûå êðèòåðèè ìåòà-σ-íèëüïîòåíòíîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï;
� äîêàçàòü íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó u∨sp-âëîæåííîñòüþ ïîäãðóïï êîíå÷íîé

ãðóïïû è åå p-ðàçðåøèìîñòüþ.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ãðóïïû ñ îáîáùåííûì óñëî-

âèåì Îðå, îïðåäåëÿåìûì çàäàííîé ðåøåòêîé ïîäãðóïï. Ïðåäìåòîì èññëåäî-
âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå òàêîãî óñëîâèÿ íà ñòðîåíèå ãðóïïû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.
Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è âïåðâûå ïîëó÷åíû ñî-

èñêàòåëåì. Äîêàçàíà σ-ðàçðåøèìîñòü êîíå÷íûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ
ìàêñèìàëüíàÿ öåïü äëèíû 3 ñîäåðæèò ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíóþ ïîäãðóï-
ïó. Ïîëó÷åíû íîâûå êðèòåðèèè σ-ðàçðåøèìîñòè è ìåòà-σ-íèëüïîòåíòíîñòè.
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Íàéäåíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï. Óñòà-
íîâëåíî íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó u∨sp-âëîæåííîñòüþ ïîäãðóïï ãðóïïû è åå
p-ðàçðåøèìîñòüþ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Òåîðåìà î σ-ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï, âñå òðåòüè ìàêñèìàëüíûå

ïîäãðóïïû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíûìè.
2. Íîâûå õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï.
3. Êðèòåðèé σ-ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï.
4. Òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó u∨sp-âëîæåííîñòüþ ïîäãðóïï êîíå÷íîé ãðóïïû

è åå p-ðàçðåøèìîñòüþ.
5. Íîâûå êðèòåðèè ìåòà-σ-íèëüïîòåíòíîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ñîèñêàòåëåì ëè÷íî ïîä ðóêîâîäñòâîì

äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè-
÷à Ñêèáû. Íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áûëè ïîñòàâëåíû çàäà÷è è öåëü èññëå-
äîâàíèÿ. Ðàáîòà [3] âûïîëíåíà è îïóáëèêîâàíà ñîâìåñòíî ñ êàíäèäàòàìè
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòàìè Â.Ì. Ñåëüêèíûì è È.Â. Áëèçíå-
öîì, ðàáîòà [6] âûïîëíåíà è îïóáëèêîâàíà ñîâìåñòíî ñ êàíäèäàòàìè ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíòàìè Â.Ì. Ñåëüêèíûì è Í.Ñ. Êîñåíêîì, ðåçóëü-
òàòû ïðèíàäëåæàò àâòîðàì íà ïàðèòåòíûõ óñëîâèÿõ. Áåç ñîàâòîðñòâà âûïîë-
íåíû ðàáîòû [1, 2, 4, 5].

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè è èíôîðìàöèÿ îá èñïîëü-
çîâàíèè åå ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè àïðîáèðîâàíû íà:
� Ãîìåëüñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå è íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû

àëãåáðû è ãåîìåòðèè ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè Ô. Ñêîðèíû¿;

� XXIII Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ
¾Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â ïðîåêòèðîâà-
íèè, ïðîèçâîäñòâå è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ¿ (Ãîìåëü, 23�25 ìàðòà 2020 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé XIII øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ãðóïï, ïîñâÿùåí-
íîé 85-ëåòèþ Â.À. Áåëîíîãîâà (Åêàòåðèíáóðã, 3�7 àâãóñòà 2020 ã.);

�Þáèëåéíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ
Ãîìåëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ôðàíöèñêà Ñêîðèíû (Ãî-
ìåëü, 19�20 íîÿáðÿ 2020 ã.);

� Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾XIII Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ¿ (Ìèíñê, 22�25 íîÿáðÿ 2021 ã.);
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� XXIV Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ
¾Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â ïðîåêòèðîâà-
íèè, ïðîèçâîäñòâå è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ¿ (Ãîìåëü, 22�24 ìàðòà 2021 ã.).

Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè âíåäðåíû â ó÷åáíûé ïðîöåññ ó÷ðå-
æäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ôðàí-
öèñêà Ñêîðèíû¿, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ àêòàìè î âíåäðåíèè îò 20.01.2021 è
16.12.2021.

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû 6 ñòàòåé â ðå-

öåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóíêòó 19 Ïîëîæåíèÿ î
ïðèñóæäåíèè ó÷åíûõ ñòåïåíåé è ïðèñâîåíèè ó÷åíûõ çâàíèé â Ðåñïóáëèêå Áå-
ëàðóñü, 3 ñòàòüè â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé è 2 òåçèñà
äîêëàäîâ. Îáùèé îáúåì îïóáëèêîâàííûõ ìàòåðèàëîâ ñîñòàâëÿåò 4,11 àâòîð-
ñêîãî ëèñòà, â òîì ÷èñëå ñòàòüè â íàó÷íûõ æóðíàëàõ � 3,9 àâòîðñêîãî ëèñòà,
ìàòåðèàëû è òåçèñû äîêëàäîâ êîíôåðåíöèé � 0,21 àâòîðñêîãî ëèñòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ îïðåäåëåíèé è óñëîâíûõ îáîçíà÷åíèé,

ââåäåíèÿ, îáùåé õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, ÷åòûðåõ ãëàâ îñíîâíîé ÷àñòè, çà-
êëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà â êîëè÷åñòâå 108 íàèìåíîâàíèé èñ-
ïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ è 11 íàèìåíîâàíèé ïóáëèêàöèé ñîèñêàòåëÿ. Ïîë-
íûé îáúåì äèññåðòàöèè � 99 ñòðàíèö, èç íèõ 9 ñòðàíèö çàíèìàåò áèáëèîãðà-
ôè÷åñêèé ñïèñîê.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü è èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü
ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ � äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Íèêîëàåâè÷ó Ñêèáå çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïî-
ìîùü, îêàçàííûå èì ïðè íàïèñàíèè äàííîé äèññåðòàöèè.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè.
Çäåñü òàêæå ñôîðìóëèðîâàí ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûìè â
äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ãëàâû 2, 3 è 4.

Ãëàâà 2 ÿâëÿåòñÿ áàçèñíîé. Çäåñü ðàçâèòà òåõíèêà è ìåòîäû ïðèìåíå-
íèÿ ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíûõ è ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîäãðóïï. Â
ðàçäåëå 2.1 äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðèìåðû è èññëåäóþòñÿ íàèáîëåå
âàæíûå ñâîéñòâà ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.

Ïîãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ U-íîðìàëüíîé 1 â G, åñëè êàæäûé
ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G ìåæäó HG è HG ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ: σ-ïðèìàðíîé 3, åñëè G � σi-ãðóïïà (äëÿ íåêî-
òîðîãî i); σ-ðàçðåøèìîé 3, åñëè êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G ÿâ-
ëÿåòñÿ σ-ïðèìàðíûì; σ-íèëüïîòåíòíîé 3, åñëè G � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
σ-ïðèìàðíûõ ãðóïï.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî

σ-ñóáíîðìàëüíîé [1] â G, åñëè A = ⟨L, T ⟩, ãäå L ÿâëÿåòñÿ U-íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé, à T ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

ßñíî, ÷òî âñå U-íîðìàëüíûå è âñå σ-ñóáíîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ÷àñòè÷íî
σ-ñóáíîðìàëüíû.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî åñëè

Mn < Mn−1 < . . . < M1 < M0 = G,

ãäå Mi � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Mi−1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, òî òàêàÿ
öåïü íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé öåïüþ ãðóïïû G äëèíû n è Mn (n > 0) ÿâëÿ-
åòñÿ n-ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Îòìåòèì, ÷òî 2-ìàêñèìàëüíûå
ïîäãðóïïû íàçûâàþòñÿ òàêæå âòîðûìè ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè.

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî ðàçäåëà ãëàâû 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1.15 [1]. Åñëè â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ÷àñòè÷íî

σ-ñóáíîðìàëüíà â G, òî G σ-ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 2.1.16 (Â. Ãî, À.Í. Ñêèáà 22). Åñëè â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé

22 Guo, W. Finite groups whose n-maximal subgroups are σ-subnormal / W. Guo, A.N. Skiba //
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öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ÿâëÿåòñÿ

σ-ñóáíîðìàëüíîé â G, òî G σ-ðàçðåøèìà.

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàâíûé ôàêòîð H/K ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïî÷òè öåí-

òðàëüíûì 23 â G, åñëè |H/K||G/CG(H/K)| äåëèò pq äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ
÷èñåë p è q; ïîäãðóïïàH ãðóïïûG ïî÷òè ìîäóëÿðíà 23 âG, åñëè ëèáîH ⊴ G,
ëèáî HG ̸= HG è êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû G ìåæäó HG è HG ïî÷òè
öåíòðàëåí â G.

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïî÷òè σ-ñóáíîðìàëüíîé 23 (ñîîòâåò-
ñòâåííî ïî÷òè σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé) â G, åñëè H = ⟨L, T ⟩, ãäå L ÿâëÿåòñÿ ïî-
÷òè ìîäóëÿðíîé ïîäãðóïïîé è T ÿâëÿåòñÿ σ-ñóáíîðìàëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî
σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé) ïîäãðóïïîé â G.

Êàæäàÿ ïî÷òè σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî
σ-ñóáíîðìàëüíîé. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì èç òåîðåìû 2.1.15 ñëåäóþùèé èç-
âåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.1.17 (Í.Ì. Àäàð÷åíêî, À.Í. Ñêèáà 23). Åñëè â êàæäîé ìàê-
ñèìàëüíîé öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ïî÷òè

σ-ñóáíîðìàëüíà â G, òî G σ-ðàçðåøèìà.

Íà îñíîâå ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé ìû ïîëó÷èì åùå íåñêîëüêî ïðèìåíå-
íèé òåîðåìû 2.1.15.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ π, π′-ñóáíîðìàëüíîé â G (π ⊆ P, π′ =

= P \ π) 24, åñëè â G èìååòñÿ öåïü ïîäãðóïï

A = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ At = G

òàêàÿ, ÷òî ëèáî Ai−1 ⊴ Ai, ëèáî Ai/(Ai−1)Ai
ÿâëÿåòñÿ π-ãðóïïîé, ëèáî

Ai/(Ai−1)Ai
ÿâëÿåòñÿ π′-ãðóïïîé äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî

π, π′-ñóáíîðìàëüíîé â G, åñëè A = ⟨L, T ⟩, ãäå L ÿâëÿåòñÿ U-íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé, à T ÿâëÿåòñÿ π, π′-ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Â ñëó÷àå, êîãäà σπ = {π, π′} èç òåîðåìû 2.1.15 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé

Sci. China Math. � 2019. � Vol. 60, � 12. � P. 1355�1372.
23 Adarchenko, N.Ì. Finite groups with generalized σ-subnormal and σ-permutable subgroups /

N.M. Adarchenko, A.N. Skiba // Ïðîáëåìû ôèçèêè, ìàòåìàòèêè è òåõíèêè. � 2020. � � 1 (42). � C. 65�73.
24 A Robinson description of �nite PσT-groups / X.F. Zhang [et al.] // J. Algebra. � Ïðåäñòàâëåíî â

æóðíàë.
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íîâûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2.1.18 [4]. Åñëè â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ÷àñòè÷íî

π, π′-ñóáíîðìàëüíà â G, òî G π-îòäåëèìà.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ 1π-ñóáíîðìàëüíîé â G (π ⊆ P) 24,
åñëè â G èìååòñÿ öåïü ïîäãðóïï

A = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ At = G

òàêàÿ, ÷òî ëèáî Ai−1 ⊴ Ai, ëèáî Ai/(Ai−1)Ai
ÿâëÿåòñÿ π′-ãðóïïîé äëÿ âñåõ

i = 1, . . . , t.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî

1π-ñóáíîðìàëüíîé â G, åñëè A = ⟨L, T ⟩, ãäå L ÿâëÿåòñÿ U-íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé, à T ÿâëÿåòñÿ 1π-ñóáíîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Â ñëó÷àå, êîãäà σ = σ1π = {{p1}, {p2}, . . . , {pn}, π′}, ìû ïîëó÷àåì èç
òåîðåìû 2.1.15 ñëåäóþùèé íîâûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1.19 [4]. Åñëè â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ÷àñòè÷íî

1π-ñóáíîðìàëüíà â G, òî G π-ðàçðåøèìà.

Â ñëó÷àå, êîãäà π = P, èç òåîðåìû 2.1.19 âûòåêàþò ñëåäóþùèå èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.1.20 (Ñïåíñåð 25). Åñëè â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ÿâëÿåòñÿ ñóá-

íîðìàëüíîé â G, òî G ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 2.1.21 (Õóïïåðò 26). Åñëè êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-

ïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â G, òî G ðàçðåøèìà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïàM ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé ïîäãðóï-
ïîé âG, åñëèM ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíûì ýëåìåíòîì (â ñìûñëå Êóðîøà (ñì. ñ. 43

25 Spencer, A.E. Maximal nonnormal chains in �nite groups / A.E. Spencer // Paci�c J. Math. � 1968. �
Vol. 27, � 1. � P. 167�173.

26 Huppert, B. Normalteiler und maximal Untergruppen endlicher gruppen / B. Huppert // Math. Z. �
1954. � Vol. 60. � P. 409�434.
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â êíèãå 21)) ðåøåòêè L(G) âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:

(i)
⟨X,M ∩ Z⟩ = ⟨X,M⟩ ∩ Z

äëÿ âñåõ òàêèõ ïîäãðóïï X,Z èç G, ÷òî X ≤ Z;
(ii)

⟨M,Y ∩ Z⟩ = ⟨M,Y ⟩ ∩ Z

äëÿ âñåõ òàêèõ ïîäãðóïï Y, Z èç G, ÷òî M ≤ Z.
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, êàæäàÿ ìîäóëÿðíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ

U-íîðìàëüíîé, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì èç òåîðåìû 2.1.19 òàêæå ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå 2.1.23 (Øìèäò 27). Åñëè êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G ìîäóëÿðíà â G, òî G ðàçðåøèìà.

Â ðàçäåëå 2.2 èññëåäóþòñÿ ãðóïïû, çàäàííûå ñèñòåìû ïîäãðóïï êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íûìè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ:
(i) ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé [2] â G, åñëè â ãðóïïå G èìåþòñÿ

U-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà A è σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà B òàêèå, ÷òî
H = ⟨A,B⟩;

(ii) (U,σ)-âëîæåííîé [2] â G, åñëè â ãðóïïå G èìåþòñÿ ÷àñòè÷íî
σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà S è σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T òàêèå, ÷òî
G = HT è H ∩ T ≤ S ≤ H.

Íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ïðèìåðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ
ââåäåííûõ ïîíÿòèé.

Ïðèìåð 2.2.2.
(i) Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñëàáî σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé 28 èëè

ñëàáî σ-êâàçèíîðìàëüíîé 29 â G, åñëè ñóùåñòâóþò σ-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà T è σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà S ãðóïïû G òàêèå, ÷òî G = HT è
H ∩ T ≤ S ≤ H. Êàæäàÿ ñëàáî σ-êâàçèíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
(U,σ)-âëîæåííîé â ãðóïïó.

(ii) Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñëàáî S-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G 9,
åñëè ñóùåñòâóþò S-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà S è ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
T ãðóïïû G òàêèå, ÷òî G = HT è H ∩ T ≤ S ≤ H. Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäàÿ
ñëàáî S-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ (U,σ)-âëîæåííîé äëÿ êàæäîãî

27 Schmidt, R. Endliche Gruppen mit vielen modularen Untergruppen / R. Schmidt // Abhandl. Math.
Semin. Univ. Hamburg. � 1969. � Vol. 34, � 12. � P. 115�125.

28 Zhang, C. On weakly σ-permutable subgroups of �nite groups / C. Zhang, Z. Wu, W. Guo //
Publ. Math. Debrecen. � 2017. � Vol. 91, � 3-4. � P. 489-502.

29 Hu, B. On weakly σ-quasinormal subgroups of �nite groups / B. Hu, J. Huang, A.N. Skiba //
Publ. Math. Debrecen. � 2018. � Vol. 92, � 1-2. � P. 201�216.
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ðàçáèåíèÿ σ-ìíîæåñòâà P.
(iii) Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ m-σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G 30, åñ-

ëè ñóùåñòâóþò ìîäóëÿðíàÿ ïîäãðóïïà A è σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà B

ãðóïïû G òàêèå, ÷òî H = ⟨A,B⟩. Êàæäàÿ ìîäóëÿðíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåò-
ñÿ U-íîðìàëüíîé â ãðóïïå. Ïîýòîìó êàæäàÿ m-σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà
÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íà.

(iv) Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñëàáî m-σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé â
G 30, åñëè ñóùåñòâóþò m-σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà S è σ-ñóáíîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà T ãðóïïû G òàêèå, ÷òî G = HT è H ∩ T ≤ S ≤ H. ßñíî, ÷òî
êàæäàÿ ñëàáî m-σ-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ (U,σ)-âëîæåííîé.

(v) Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ c-íîðìàëüíîé â G 6, åñëè äëÿ
íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû T ãðóïïû G èìååò ìåñòî HT = G è H ∩
∩ T ≤ HG. Êàæäàÿ c-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ (U,σ)-âëîæåííîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî H ïîäãðóïï ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîëíûì

õîëëîâûì σ-ìíîæåñòâîì ãðóïïû G, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ̸= 1 èç H ÿâëÿåòñÿ
õîëëîâîé σi-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ I èH ñîäåðæèò â òî÷-
íîñòè îäíó õîëëîâó σi-ïîäãðóïïó ãðóïïû G äëÿ âñåõ i òàêèõ, ÷òî σi ∈ σ(G).

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ: Dπ-ãðóïïîé, åñëè G îáëà-
äàåò õîëëîâîé π-ïîäãðóïïîé E è êàæäàÿ π-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñîäåðæèò-
ñÿ â íåêîòîðîé ñîïðÿæåííîé ñ E ïîäãðóïïå; σ-ïîëíîé ãðóïïîé ñèëîâñêîãî

òèïà 3, åñëè êàæäàÿ ïîäãðóïïà E èç G ÿâëÿåòñÿ Dσi
-ãðóïïîé äëÿ êàæäîãî

σi ∈ σ(E).
Òåîðåìà 2.2.6 [2]. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ σ-ïîëíîé ãðóïïîé ñèëîâñêîãî òèïà.
(i) Åñëè êàæäàÿ íåíèëüïîòåíòíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G

ÿâëÿåòñÿ (U,σ)-âëîæåííîé â G, òî G ÿâëÿåòñÿ σ-ðàçðåøèìîé.

(ii) Ãðóïïà G ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ìàêñèìàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ (U,σ)-âëîæåííîé â G è G îáëàäàåò ïîë-

íûì õîëëîâûì σ-ìíîæåñòâîì H, ýëåìåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè

ãðóïïàìè.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðèìåð 2.2.2(iv), ìû ïîëó÷àåì òàêæå èç òåîðåìû
2.2.6(i) ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.2.7 (Â. Êñèàíáàî 30). Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ σ-ïîëíîé ãðóï-

ïîé ñèëîâñêîãî òèïà. Åñëè êàæäàÿ íåíèëüïîòåíòíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóï-

ïà ãðóïïû G ñëàáî m-σ-ïåðåñòàíîâî÷íà â G, òî G ÿâëÿåòñÿ σ-ðàçðåøèìîé.

Â ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, {5}, . . .}, èç òåîðåìû 2.2.6(ii) âûòåêàåò
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

30 Xianbiao, W. On weakly m-σ-permutable subgroups of �nite groups / W. Xianbiao // Comm. Algebra. �
2019. � Vol. 47, � 3. � P. 1�12.
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Ñëåäñòâèå 2.2.8 (ß. Âàíã 6). Åñëè êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ c-íîðìàëüíîé â G, òî G ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Àãðàâàëÿ î
ñâåðõðàçðåøèìîñòè ãðóïï ñ S-ïåðåñòàíîâî÷íûìè 2-ìàêñèìàëüíûìè ïîäãðóï-
ïàìè.

Òåîðåìà 2.2.11 [2]. Ïóñòü G � σ-ïîëíàÿ ãðóïïà ñèëîâñêîãî òèïà. Åñ-

ëè êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íà

â G è G îáëàäàåò ïîëíûì õîëëîâûì σ-ìíîæåñòâîì H, ýëåìåíòû êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ñâåðõðàçðåøèìûìè, òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé.

Â ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, {5}, . . .}, ìû ïîëó÷àåì èç òåîðåìû 2.2.11
ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.2.13 (ñì. Àãðàâàë 31 èëè òåîðåìó 6.5 â ãëàâå 1 êíèãè 32). Åñ-
ëè êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ S-ïåðåñòàíîâî÷íîé

â G, òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé.

Ñëåäñòâèå 2.2.14 (Øìèäò 27). Åñëè êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé â G, òî G ÿâëÿåòñÿ ñâåðõðàçðåøèìîé.

Íàïîìíèì, ÷òî G íàçûâàåòñÿ ìåòà-σ-íèëüïîòåíòíîé 33, åñëè G ÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåíèåì σ-íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ïðè ïîìîùè σ-íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íîâóþ õàðàêòåðèçàöèþ ìåòà-σ-íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï.

Òåîðåìà 2.2.18 [2]. (i) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ãðóïïà G îáëàäàåò ïîëíûì õîëëîâûì σ-ìíîæåñòâîì H, ýëåìåíòû êî-

òîðîãî ÿâëÿþòñÿ (U, σ)-âëîæåííûìè â G;

(b) ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìåòà-σ-íèëüïîòåíòíîé;

(c) ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ σ-ðàçðåøèìîé, è êàæäàÿ õîëëîâà σ-ïîäãðóïïà H

ãðóïïû G c-íîðìàëüíà â G.

(ii) Åñëè G îáëàäàåò ïîëíûì õîëëîâûì σ-ìíîæåñòâîì H, ýëåìåíòû êîòî-

ðîãî ÷àñòè÷íî σ-ïåðåñòàíîâî÷íû â G, òî ïðîèçâîäíàÿ ïîäãðóïïà G′ ãðóïïû

G ÿâëÿåòñÿ σ-íèëüïîòåíòíîé.

Ñ ó÷åòîì ïðèìåðà 2.2.2(i) èç òåîðåìû 2.2.18 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Ñëåäñòâèå 2.2.19 (×. ×æàíã, ×. Âó, Â. Ãî 28). Ïóñòü G ÿâëÿåò-

ñÿ σ-ïîëíîé ãðóïïîé ñèëîâñêîãî òèïà. Åñëè êàæäàÿ õîëëîâà σi-ïîäãðóïïà

31 Agrawal, R.K. Generalized center and hypercenter of a �nite group / R.K. Agrawal // Proc. Amer. Math.
Soc. � 1976. � Vol. 58, � 1. � P. 13�21.

32 Weinstein, M. Between Nilpotent and Solvable / M. Weinstein (ed.), etc. � Passaic N.J.: Polygonal
Publishing House, 1982. � 231 p.

33 Skiba, A.N. On some results in the theory of �nite partially soluble groups / A.N. Skiba //
Commun. Math. Stat. � 2016. �Vol. 4, � 3. � P. 281�309.



16

ãðóïïû G ñëàáî σ-ïåðåñòàíîâî÷íà â G äëÿ âñåõ σi, òîãäà G ÿâëÿåòñÿ

σ-ðàçðåøèìîé.

Â ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, {5}, . . .}, ìû ïîëó÷àåì èç òåîðåìû 2.2.18
ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2.2.20 (ñì. òåîðåìó 3.49 ðàçäåëà I êíèãè 7). Ãðóïïà G ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåòàíèëüïîòåíòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ñèëîâñêàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ c-íîðìàëüíîé â G.

Íà îñíîâå ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé ìû ïîëó÷èì åùå äâà âàæíûõ ïðèìå-
íåíèÿ òåîðåìû 2.2.18.

Ïóñòü òåïåðü σπ = {π, π′}. Òîãäà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ: σπ-íèëüïîòåíòíîé

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà π-ðàçëîæèìà, òî åñòü G = Oπ(G) ×
×Oπ′(G); ìåòà-π-ðàçëîæèìîé, åñëè G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì π-ðàçëîæèìîé
ãðóïïû ïðè ïîìîùè π-ðàçëîæèìîé ãðóïïû.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ σπ-ïåðåñòàíîâî÷íîé â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà G èìååò õîëëîâó π-ïîäãðóïïó è õîëëîâó π′-ïîäãðóïïó, è A ïåðå-
ñòàíîâî÷íà ñî âñåìè òàêèìè ïîäãðóïïàìè ãðóïïûG. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà
A íàçûâàåòñÿ π, π′-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G 24.

Êðîìå òîãî, ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ (U, σπ)-âëîæåííîé â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè â ãðóïïå G èìåþòñÿ U-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà A,
π, π′-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà B è π, π′-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T òàêèå,
÷òîG = HT èH∩T ≤ ⟨A,B⟩ ≤ H. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîäãðóïïà
H (U, π, π′)-âëîæåíà â G.

Â ñëó÷àå, êîãäà σπ = {π, π′}, èç òåîðåìû 2.2.18 ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
íîâûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.2.21. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ãðóïïà G èìååò õîëëîâû π-ïîäãðóïïó è π′-ïîäãðóïïó, è âñå òàêèå

ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ (U, π, π′)-âëîæåííûìè â G;

(b) ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìåòà-π-ðàçëîæèìîé;

(c) ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ π-îòäåëèìîé, è êàæäàÿ õîëëîâà π-ïîäãðóïïà è

êàæäàÿ õîëëîâà π′-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ ñ-íîðìàëüíûìè â G.

Ñëåäñòâèå 2.2.22. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìåòà-π-ðàçëîæèìîé â òîì è òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà π-îòäåëèìà, è âñå åå õîëëîâû π-ïîäãðóïïû è

π′-ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ c-íîðìàëüíûìè â G.

Ïóñòü òåïåðü σ = σ1π = {{p1}, {p2}, . . . , {pn}, π′}. Òîãäà ãðóïïà G ÿâëÿåò-
ñÿ: σ1π-íèëüïîòåíòíîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà
π-ñïåöèàëüíà 34,35, ò.å. G = Op1(G)× . . . Opn(G)×Oπ′(G); ìåòà-π-ñïåöèàëüíîé,

34 Skiba, A.N. Some characterizations of �nite σ-soluble PσT-groups / A.N. Skiba // J. Algebra. � 2018. �
Vol. 495. � P. 114�129.

35 Guo, W. On σ-supersoluble groups and one generalization of CLT-groups /W. Guo, C. Zhang, A.N. Skiba //
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åñëè G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì π-ñïåöèàëüíîé ãðóïïû ïðè ïîìîùè
π-ñïåöèàëüíîé ãðóïïû.

Ïîäãðóïïà A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ σ1π-ïåðåñòàíîâî÷íîé â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà G èìååò õîëëîâó π′-ïîäãðóïïó, è A ïåðåñòàíîâî÷íà ñî âñåìè
õîëëîâûìè π′-ïîäãðóïïàìè è ñî âñåìè ñèëîâñêèìè p-ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G

äëÿ âñåõ p ∈ π. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà A íàçûâàåòñÿ 1π-ïåðåñòàíîâî÷íîé

â G 24.
Êðîìå òîãî, ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ (U, σ1π)-âëîæåííîé â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè â ãðóïïå G èìåþòñÿ U-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà A,
1π-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà B è 1π-ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T òàêèå, ÷òî
G = HT è H ∩ T ≤ ⟨A,B⟩ ≤ H. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ïîäãðóïïà
H (U, 1π)-âëîæåíà â G.

Â ñëó÷àå, êîãäà σ = σ1π = {{p1}, {p2}, . . . , {pn}, π′}, ìû ïîëó÷àåì èç
òåîðåìû 2.2.18 ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.2.23. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ãðóïïà G èìååò õîëëîâó π′-ïîäãðóïïó, è âñå åå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû

äëÿ âñåõ p ∈ π è õîëëîâû π′-ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ (U, 1π)-âëîæåííûìè â G;

(b) ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìåòà-π-ñïåöèàëüíîé;

(c) ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ π-îòäåëèìîé, è êàæäàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà äëÿ

âñåõ p ∈ π è êàæäàÿ õîëëîâà π′-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ ñ-íîðìàëü-

íûìè â G.

Ñëåäñòâèå 2.2.24. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ìåòà-π-ñïåöèàëüíîé â òîì è òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà π-îòäåëèìà, è âñå åå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû äëÿ

âñåõ p ∈ π è õîëëîâû π′-ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ c-íîðìàëüíûìè â G.

Â ðàçäåëå 2.3 äàíî îáîáùåíèå îäíîé èçâåñòíîé òåîðåìû Öèììåðìàíí.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé 36 â G,

åñëè â G ñóùåñòâóåò öåïü ïîäãðóïï

A = A0 ≤ A1 ≤ · · ·At−1 ≤ At = G

òàêàÿ, ÷òî Ai ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé â Ai+1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t− 1.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 2.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.3.2 [3]. Åñëè â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ÿâëÿåòñÿ ëèáî

J. Algebra. � 2018. � Vol. 512. � P. 92�108.
36 Zimmermann, I. Submodular subgroups in �nite groups / I. Zimmermann // Math. Z. � 1989. � Vol. 202. �

P. 545�557.
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ñóáìîäóëÿðíîé, ëèáî ñëàáî σ-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G, òî G σ-ðàçðåøèìà.

Â ñëó÷àå, êîãäà σ = {{2}, {3}, {5}, . . .}, èç òåîðåìû 2.3.2 ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 2.3.3 (Öèììåðìàíí 36). Åñëè â êàæäîé ìàêñèìàëüíîé öåïè

M3 < M2 < M1 < M0 = G

ãðóïïû G äëèíû 3 õîòÿ áû îäíà èç ïîäãðóïï M3, M2 èëè M1 ÿâëÿåòñÿ ñóá-

ìîäóëÿðíîé, òî G ðàçðåøèìà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà A ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî

S-ïåðåñòàíîâî÷íîé [2] â G, åñëè A = ⟨L, T ⟩, ãäå L ÿâëÿåòñÿ U-íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé è T ÿâëÿåòñÿ S-ïåðåñòàíîâî÷íîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíî ñëåäóþùåå íîâîå îáîáùåííîå óñëîâèå Îðå äëÿ
ïîäãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3 [5]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G

ÿâëÿåòñÿ u∨sp-âëîæåííîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè â G èìååòñÿ ñóáíîð-

ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà K è ÷àñòè÷íî S-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ïîäãðóïïà S òàêèå, ÷òî

G = HK,HG ≤ S ≤ H ∩K

è èíäåêñ | H ∩K : S | ÿâëÿåòñÿ p′-÷èñëîì (p � ïðîñòîå ÷èñëî).

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîçâîëÿò äàòü ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ.
Ïðèìåð 3.1.4. (1) Åñëè G � p-ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà, òî êàæäàÿ åå ìàê-

ñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà u∨sp-âëîæåíà â G (ñì. òåîðåìó 3.1.18 íèæå).
(2) Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ñëàáî

c-íîðìàëüíîé 37 â G, åñëè â G èìååòñÿ òàêàÿ ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T ,
÷òî G = HT è H ∩ T ≤ HG. Êàæäàÿ c-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà è êàæäàÿ ñëà-
áî c-íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿþòñÿ u∨sp-âëîæåííûìè äëÿ âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë p.

(3) Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ cp-íîðìàëüíîé 38 â G, åñëè â G

èìååòñÿ òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T , ÷òî G = HT , HG ≤ T è |H ∩T : HG|
ÿâëÿåòñÿ p′-÷èñëîì (p � ïðîñòîå ÷èñëî). Êàæäàÿ cp-íîðìàëüíàÿ â G ïîäãðóï-
ïà H ÿâëÿåòñÿ u∨sp-âëîæåíîé â G.

(4) Íàïîìíèì, ÷òîH íàçûâàåòñÿ ñëàáî Sp-ïåðåñòàíîâî÷íîé
39 ïîäãðóïïîé

ãðóïïû G, åñëè â G èìååòñÿ ñóáíîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T òàêàÿ, ÷òî G = HT,

37 Guo, W. Weakly c-normal subgroups of �nite groups and their properties / W. Guo, Ê.P. Shum, L. Zhu //
Comm. Algebra. � 2002. � Vol. 30, � 10. � P. 5505-5512.

38 Lv, Y. On cp-normal subgroups of �nite groups / Y. Lv, Y. Li // Comm. Algebra. � 2021. � Vol. 49. �
P. 1405�1414.

39 Asaad, M. On weakly sp-permutable subgroups of �nite groups / M. Asaad, M. Ramadan //
Comm. Algebra. � 2023. � P. 1�9.
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HsG ≤ T è èíäåêñ | H ∩T : HsG | ÿâëÿåòñÿ p′-÷èñëîì (p � ïðîñòîå ÷èñëî), ãäå
HsG îáîçíà÷àåò ïîäãðóïïó ãðóïïû H, ïîðîæäåííóþ âñåìè òåìè åå ïîä-
ãðóïïàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ S-ïåðåñòàíîâî÷íûìè â G. Êàæäàÿ ñëàáî
Sp-ïåðåñòàíîâî÷íàÿ â G ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ u∨sp-âëîæåíîé â G.

Â ðàáîòå 6 Âàíãîì áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà ïîäãðóïï äëÿ
ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 3.1.10. Ïóñòü G � ãðóïïà, à p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

îïðåäåëåíû

Ip(G) = {M : M ìàêñèìàëüíà â G, p ∤ |G : M |}.
Ip(G) = {M : M ìàêñèìàëüíà â G è NG(P ) ≤ M äëÿ íåêîòîðîé ñèëîâ-

ñêîé p-ïîäãðóïïû P ãðóïïû G }.
Òåîðåìà 3.1.17 [5]. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò Ip(G) u∨sp-âëîæåí â G, òî

ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.1.17 äàíà ñëåäóþùàÿ íîâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ
p-ðàçðåøèìûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 3.1.18 [5]. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé (p � ïðîñòîå

÷èñëî) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà

u∨sp-âëîæåíà â G.

Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà íîðìàëüíûì èí-
äåêñîì ýòîé ïîäãðóïû íàçûâàþò (Äåñêèíñ 40) ïîðÿäîê ãëàâíîãî ôàêòîðà
K/MG ãðóïïû G. Çàìåòèì, ÷òî G/MG � ïðèìèòèâíàÿ ãðóïïà, è ïîýòîìó
íîðìàëüíûé èíäåêñ ïîäãðóïïû M îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ââèäó (ãë. À, òåî-
ðåìà 15.2 â êíèãå 41). Òàêîé íîðìàëüíûé èíäåêñ ïîäãðóïïû M îáîçíà÷àåò-
ñÿ η(G : M).

Çàìå÷àíèå 3.1.19. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G è

ïóñòü η(G : M) � åå íîðìàëüíûé èíäåêñ â G. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Åñëè η(G : M) � p′-÷èñëî, òî M u∨sp-âëîæåíà â G.

(2) Åñëè η(G : M) � ñòåïåíü ÷èñëà p, òî M c-íîðìàëüíà â G.

Äàëåå ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ òåîðåì 3.1.17 è 3.1.18.
Ââèäó ïðèìåðà 3.1.4(2) è çàìå÷àíèÿ 3.1.19(2) èç ñëåäñòâèÿ 3.1.20 âûòåêà-

þò ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.
Ñëåäñòâèå 3.1.21 (ß. Âàíã 6). Ãðóïïà G ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åå ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà c-íîðìàëüíà â G.

Ñëåäñòâèå 3.1.22 (Ë. ×æó, Â. Ãî, Ê.Ï. Øàì 37). Ãðóïïà G ðàçðåøèìà

40 Deskins, W.E. On maximal subgroups / W.E. Deskins // Proc. Sympos. Pure Math. � 1959. � Vol. 1. �
P. 100�104.

41 Doerk, K. Finite Soluble Groups / K. Doerk, T. Hawkes. � Berlin-New York: Walter de Gruyter, 1992. �
901 p.
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ÷åé

íîðìàëüíûé èíäåêñ äåëèòñÿ íà p, ñëàáî c-íîðìàëüíà â G.

Òåïåðü ââèäó ïðèìåðà 3.1.4(3) è çàìå÷àíèÿ 3.1.19 èç òåîðåìû 3.1.17 âû-
òåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 3.1.24 (Ë. Þáî, ß. Ëè 38). Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G ÿâëÿåòñÿ

cp-íîðìàëüíîé â G.

Ñëåäñòâèå 3.1.25 (Àñààä, Ðàìàäàí 39). Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøè-

ìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G ÿâëÿ-

åòñÿ ñëàáî Sp-ïåðåñòàíîâî÷íîé â G.

Åñëè ãðóïïà 2-ðàçðåøèìà, òî ïî òåîðåìå Ôåéòà-Òîìïñîíà î ðàçðåøèìî-
ñòè ãðóïï íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ýòà ãðóïïà ðàçðåøèìà. È ïîýòîìó âàæíûì ÷àñò-
íûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.1.17 ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3.1.27 (Àñààä, Ðàìàäàí 39). Ïóñòü G � ãðóïïà è 2 ∈ π(G).

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò I2(G) ñëàáî S2-ïåðåñòàíîâî÷åí â G, òî G ðàçðåøèìà.

Â ðàçäåëå 3.2 îäíèì èç ïåðâûõ äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.2.1 [5]. Ïóñòü G � ãðóïïà è p ∈ π(G). Åñëè êàæäàÿ 2-ìàê-

ñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G u∨sp-âëîæåíà â G, òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ

p-ðàçðåøèìîé.

Ââèäó ïðèìåðà 3.1.4 è çàìå÷àíèÿ 3.1.19 èç òåîðåìû 3.2.1 âûòåêàþò ñëå-
äóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Ñëåäñòâèå 3.2.2 (Ë. Þáî, ß. Ëè 38). Ïóñòü G � ãðóïïà, à p ∈ π(G).

Åñëè êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G cp-íîðìàëüíà â G, òî G

ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé.

Ñëåäñòâèå 3.2.3 (Àñààä, Ðàìàäàí 39). Ïóñòü G � ãðóïïà, à p ∈ π(G).

Åñëè êàæäàÿ 2-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñëàáî Sp-ïåðåñòàíîâî÷íà

â G, òî G ÿâëÿåòñÿ p-ðàçðåøèìîé.

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû 3 áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.2.4 [5]. Ïóñòü G � ãðóïïà ÷åòíîãî ïîðÿäêà. Åñëè êàæäàÿ

3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G u∨s2-âëîæåíà â G, òî G ðàçðåøèìà.

Ââèäó ïðèìåðà 3.1.4 è çàìå÷àíèÿ 3.1.19 èç òåîðåìû 3.2.4 âûòåêàåò ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 3.2.5 (Àñààä, Ðàìàäàí 39). Ïóñòü G � ãðóïïà ÷åòíî-

ãî ïîðÿäêà. Åñëè êàæäàÿ 3-ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñëàáî

S2-ïåðåñòàíîâî÷íà â G, òî G ðàçðåøèìà.

Â ãëàâå 4 ðàññìîòðåíû êîíå÷íûå ãðóïïû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîäãðóïïû
Øìèäòà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 [6]. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ Up-íîðìàëü-



21

íîé èëè ñòðîãî Up-ñóáíîðìàëüíîé â G, åñëè êàæäûé ãëàâíûé ôàêòîð ãðóïïû
G ìåæäó HG è HG ÿâëÿåòñÿ ëèáî öèêëè÷åñêèì, ëèáî p′-ãðóïïîé.

Íàïîìíèì, ÷òî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Øìèäòà, åñëè G íå íèëüïîòåíòíà,
íî êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G íèëüïîòåíòíà.

Ìåòîäû ãëàâû 3 ïîçâîëÿþò äîêàçàòü â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1.2 [6]. Åñëè êàæäàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G ëèáî ñóá-

íîðìàëüíà, ëèáî Up-íîðìàëüíà â G, òî ïðîèçâîäíàÿ ïîäãðóïïà G′ ãðóïïû G

ÿâëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé.

Ñëåäñòâèå 4.1.3 (Â.Í. Ñåìåí÷óê 42). Åñëè êàæäàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà

ãðóïïû G ñóáíîðìàëüíà â G, òî G/F (G) íèëüïîòåíòíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.4 (Â.Ñ. Ìîíàõîâ, Â.Í. Êíÿãèíà 43). Åñëè êàæäàÿ ïîä-

ãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G ñóáíîðìàëüíà â G, òî ïðîèçâîäíàÿ ïîäãðóïïà G′

íèëüïîòåíòíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.5 (È.Â. Áëèçíåö, Â.Ì. Ñåëüêèí 44). Åñëè êàæäàÿ ïîä-

ãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G ìîäóëÿðíà â G, òî ïðîèçâîäíàÿ ïîäãðóïïà G′

ãðóïïû G íèëüïîòåíòíà.

Ñëåäñòâèå 4.1.6 (Äæ. Õóàíã, Á. Õó, À.Í. Ñêèáà 45). Åñëè êàæäàÿ ïîä-

ãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G ëèáî U-íîðìàëüíà, ëèáî ñóáíîðìàëüíà â G, òî

ïðîèçâîäíàÿ ïîäãðóïïà G′ íèëüïîòåíòíà.

42 Ñåìåí÷óê, Â.Í. Êîíå÷íûå ãðóïïû ñ ñèñòåìàìè ìèíèìàëüíûõ íå F-ïîäãðóïï / Â.Í. Ñåìåí÷óê //
Ïîäãðóïïîâîå ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï / Â.Í. Ñåìåí÷óê. � Íàóêà è Òåõíèêà, Ìèíñê, 1981. � C. 138�149.

43 Ìîíàõîâ, Â.Ñ. Î êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ñ íåêîòîðûìè ñóáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè Øìèäòà / Â.Ñ. Ìî-
íàõîâ, Â.Í. Êíÿãèíà // Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 2004. � Ò. 45, � 6. � Ñ. 1316�1322.

44 Áëèçíåö, È.Â. Êîíå÷íûå ãðóïïû ñ ìîäóëÿðíîé ïîäãðóïïîé Øìèäòà / È.Â. Áëèçíåö, Â.Ì. Ñåëüêèí //
Ïðîáëåìû ôèçèêè, ìàòåìàòèêè è òåõíèêè. � 2019. � Ò. 4, � 41. � Ñ. 36�38.

45 Õóàíã, Äæ. Êîíå÷íûå ãðóïïû ñî ñëàáî ñóáíîðìàëüíûìè è ÷àñòè÷íî ñóáíîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè /
Äæ. Õóàíã, Á. Õó, À.Í. Ñêèáà // Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 2021. � Ò. 62, � 1. � Ñ. 201�220.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîñòðîåíû òåîðèè ñëàáî σ-ïåðåñòàíîâî÷íûõ,

(U,σ)-âëîæåííûõ è u∨sp-âëîæåííûõ ïîäãðóïï, ïîçâîëèâøèå îáîáùèòü è óñè-
ëèòü ìíîãèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû è, â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëü-
òàòû Õóïïåðòà (1954), Ñïåíñåðà (1968), Øìèäòà (1969), Àãðàâàëÿ (1976),
Â.Í. Ñåìåí÷óêà (1981), Öèììåðìàíí (1989), ß. Âàíã (1996), Í.Ñ. Êîñåíêà è
Â.Í. Ðûæèê (2001), Â.Ñ. Ìîíàõîâà è Â.Í. Êíÿãèíîé (2004), ×. ×æàíã, ×. Âó
è Â. Ãî (2017), Â. Ãî è À.Í. Ñêèáû (2019), Â. Êñèàíáàî (2019), È.Â. Áëèçíå-
öà è Â.Ì. Ñåëüêèíà (2019), Í.Ì. Àäàð÷åíêî è À.Í. Ñêèáû (2020), Ë. Þáî è
ß. Ëè (2021), Äæ. Õóàíã, Á. Õó è À.Í. Ñêèáû (2021), Ë. ×æó, Â. Ãî, Ê.Ï. Øà-
ìà (2022), Àñààäà è Ðàìàäàíà (2023) è äðóãèõ àâòîðîâ.

Äîêàçàíà σ-ðàçðåøèìîñòü êîíå÷íûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ öåïü äëèíû 3 ñîäåðæèò ÷àñòè÷íî σ-ñóáíîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó [1].
Ïîëó÷åíû íîâûå êðèòåðèè σ-ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï [1,2,3,9,10]. Äî-
êàçàíà π-îòäåëèìîñòü êîíå÷íûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ
öåïü äëèíû 3 ñîäåðæèò ÷àñòè÷íî π, π′-ñóáíîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó [4,8]. Íàé-
äåíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèè êîíå÷íûõ ñâåðõðàçðåøèìûõ ãðóïï [2]. Ïîëó÷å-
íû íîâûå êðèòåðèè ìåòà-σ-íèëüïîòåíòíîñòè êîíå÷íûõ ãðóïï [2,11]. Äîêàçà-
íî íàëè÷èå ñâÿçè ìåæäó u∨sp-âëîæåííîñòüþ ïîäðóïï êîíå÷íîé ãðóïïû è åå
p-ðàçðåøèìîñòüþ [5,7].

Äîêàçàíî, ÷òî åñëè êàæäàÿ ïîäãðóïïà Øìèäòà ãðóïïû G ëèáî ñóáíîð-
ìàëüíà, ëèáî Up-íîðìàëüíà â G, òî ïðîèçâîäíàÿ ïîäãðóïïà G′ ãðóïïû G ÿâ-
ëÿåòñÿ p-íèëüïîòåíòíîé [6].

Äàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Öèììåðìàíí î ñóáìîäóëÿðíûõ ïîäãðóïïàõ êî-
íå÷íûõ ãðóïï [3].

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ
Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â ñîâðåìåííîé òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï è èõ êëàññîâ ïðè èññëå-
äîâàíèè ñòðîåíèÿ ãðóïï ïî ñâîéñòâàì èõ îáîáùåííî ñóáíîðìàëüíûõ è îáîá-
ùåííî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ïîäãðóïï.

Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè áóäóò òàêæå ïîëåçíû ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ
ïî òåîðèè ãðóïï äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ïðàêòè-
÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ïîäòâåðæäåíà èõ ïðèìåíåíèåì
â ó÷åáíîì ïðîöåññå ó÷ðåæäåíèÿ îáðàçîâàíèÿ ¾Ãîìåëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èìåíè Ôðàíöèñêà Ñêîðèíû¿, àêòû î âíåäðåíèè îò 20.01.2021 è
16.12.2021.
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SUMMARY

Zakrevskaya Victoria Sergeevna

Finite groups with a generalized Ore condition
de�ned by a given lattice of subgroups

Keywords: �nite group, weakly σ-permutable subgroup, (U,σ)-embedded
subgroup, u∨sp-embedded subgroup, σ-soluble group, lattice of subgroups,
maximal subgroup, meta-σ-nilpotent group.

Research aim: the study of the structure of �nite groups with a generalized
Ore condition de�ned by a given lattice of subgroups.

Research methods: methods of the abstract group theory and methods of
the lattice theory, methods of the theory of classes of groups, methods of the
theory of σ-properties.

Obtained results and their novelty. In the dissertation the theories
of weakly σ-permutable, (U,σ)-embedded and u∨sp-embedded subgroups were
constructed, which made it possible to generalize and strengthen many well-known
results and, in particular, the corresponding results of Agraval, N.M. Adarchenko,
M. Asaad, I.V. Bliznets, Y. Wang, Zh. Wu, W. Guo, N.S. Kosenok, W. Xianbao,
Y. Li, V.S. Monakhov, M. Ramadan, V.N. Ryzhik, V.M. Selkin, V.N. Semenchuk,
A.N. Skiba, Spencer, B. Hu, J. Huang, Huppert, Zimmerman, Z. Zhang,
L. Zhu, K.P. Shum, R. Schmidt, L. Yubo, etc. The σ-solubility of �nite groups
in which each maximal chain of length 3 contains a partially σ-subnormal
subgroup is proved. New criteria for σ-solubility of �nite groups are obtained.
New characterizations of �nite supersoluble groups are found. New criteria for
meta-σ-nilpotency of �nite groups are obtained. It is proved that there is a
connection between u∨sp-embeddedness of subgroups of a �nite group and
its p-solubility. A generalization of the Zimmerman's theorem on submodular
subgroups of �nite groups is given.

Recommendations for use. The dissertation work has a theoretical
character. The results obtained in the dissertation can be used in research on
the theory of �nite groups, in particular, in further studies of the structure of
groups with given systems of subnormal, permutable, and generalized permutable
subgroups, as well as in the educational process when reading special courses
for students of mathematical specialties, writing term papers and theses and
dissertations.

Application �eld: the modern theory of groups and their clasess.
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