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Практическое занятие  5  Экстремум функции многих 
переменных 

 
5.1 Определение и необходимые условия экстремума  
5.2 Некоторые сведения о квадратичных формах 
5.3 Достаточные условия экстремума 
 
5.1 Определение и необходимые условия экстремума  
Пусть дана функция    1 2; ;...; nf x x x f P , определенная в 

некоторой  -окрестности точки  00
2

0
10 ;...;; nxxxP . 

Точка  00
2

0
10 ;...;; nxxxP  называется точкой локального макси-

мума (минимума) функции  f P , если существует такая  -

окрестность этой точки, что для всех    021 ;;...;; PUxxxP n 


  
выполняется неравенство 

   PfPf 0  
(    PfPf 0 ), 

значение  0Pf  называют локальным максимумом (минимумом) 
функции и обозначается: 

 
   0

; 0

max PfPf
PUP


 


 

(
 

   0
; 0

min PfPf
PUP


 


). 

Точки максимума или минимума функции называют точками 
экстремума функции, а максимумы и минимумы функции – 
экстремумами функции. 

Очевидно, что если функция  f P  имеет в точке 

 00
2

0
10 ;...;; nxxxP  локальный экстремум, то в случае локального 

максимума  

   0 0f f P f P          021 ;;...;; PUxxxP n 


 , 
а в случае локального минимума – 

   0 0f f P f P          021 ;;...;; PUxxxP n 


 . 
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Т е о р е м а  1  ( н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  с у щ е с т в о -
в а н и я  л о к а л ь н о г о  э к с т р е м у м а )  Если в точке 0P  
дифференцируемая функция  f P  имеет локальный экстремум, 
то ее частные производные в этой точке равны нулю: 

      0... 0

2

0

1

0 













nx
Pu

x
Pu

x
Pu ,  (5.1) 

или, по крайней мере, одна из них не существует. 
С л е д с т в и е . Если функция  f P  имеет в точке 0P  ло-

кальный экстремум, то ее дифференциал в этой точке  0Pdu  
равен нулю или не существует. 

Точки, в которых выполняется условие (5.1), называются 
стационарными. Точки, в которых дифференциал функции ра-
вен нулю или не существует, называются  точками возможного 
экстремума или критическими. 

Равенство нулю частных производных первого порядка не 
является достаточным условием существования экстремума 
функции  nxxxfu ;...;; 21  в точке  00

2
0
10 ;...;; nxxxP . 

 
5.2 Некоторые сведения о квадратичных формах 
Функция вида  

   1221112112
2
11121 ...;...;; xxaxxaxxaxaxxxQ nnn  

2 2
22 2 2 2

1 1
... ...

n n

n n nn n ij i j
i j

a x a x x a x a x x
 

       

называется квадратичной формой от переменных 1x , 2x , ... , nx , 
числа ija , nji ,...,2,1,  , называются коэффициентами квадра-
тичной формы, матрица  





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
........

...

...

21

22221

11211

 

называется матрицей квадратичной формы. 
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Если jiij aa   для jiji  ; , то квадратичная форма называ-
ется симметричной. 

Главными минорами матрицы A  называются определители: 

111 a , 
2221

1211
2 aa

aa
 ,…, 

nnnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa

...
........

...

...

21

22221

11211

 . 

Квадратичная форма  nxxxQ ;...;; 21  называется: 
–  положительно определенной (отрицательно определен-

ной), если для любых значений переменных 1x , 2x , ... , nx , одно-
временно не равных нулю, она принимает положительные (от-
рицательные) значения; 

– знакоопределенной, если она является положительно опре-
деленной или отрицательно определенной; 

– квазизнакоопределенной, если она принимает либо только 
неотрицательные, либо только неположительные значения, при 
этом обращается в нуль не только при 0...21  nxxx ; 

– знакопеременной, если она принимает как  положительные, 
так и отрицательные значения. 

Т е о р е м а  2  ( к р и т е р и й  С и л ь в е с т р а )  Для того, 
чтобы квадратичная форма  nxxxQ ;...;; 21  была положительно 
определенной, необходимо и достаточно, чтобы все ее главные 
миноры были положительны: 

0111  a , 0
2221

1211
2 

aa
aa

,…, 0

...
........

...

...

21

22221

11211



nnnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa

. 

Для того чтобы квадратичная форма  nxxxQ ;...;; 21  была 
отрицательно определенной, необходимо и достаточно, чтобы 
знаки главных миноров ее матрицы чередовались следующим 
образом: 

01  , 02  , 03  , 04  , ... . 
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5.3 Достаточные условия экстремума 
Для функции  1 2; ;...; nf x x x  второй дифференциал представ-

ляет собой квадратичную форму  
2

2

1 1

n n

k m
k m k m

fd f dx dx
x x 




   

от переменных 1dx , 2dx , …, ndx  с коэффициентами 
2

2
1

f
x




, 

2

1 2

f
x x

 

, …, 
2

2
n

f
x




. 

Т е о р е м а  3  ( д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  с у щ е с т в о -
в а н и я  л о к а л ь н о г о  э к с т р е м у м а )  Пусть функция 
   1 2; ;...; nf x x x f P  дифференцируема в некоторой окрестно-

сти точки  00
2

0
10 ;...;; nxxxP  и дважды дифференцируема в самой 

точке 0P , причем 0P  – стационарная точка. Тогда 
1) если второй дифференциал 

0

2

P
d f  является положитель-

но определенной (отрицательно определенной) формой от пе-
ременных 1dx , 2dx , ... , ndx , то функция  f P  имеет в точке 

0P  локальный минимум (максимум);  
2) если 

0

2

P
d f  является знакопеременной квадратичной фор-

мой, то функция  f P  в точке 0P  экстремума не имеет. 

В случае 
0P

df =0, а 
0

2

P
d f  является квазизнакоопределенной 

квадратичной формой, то функция  f P  может иметь в точке 

0P  локальный экстремум, а может и не иметь. 
В частности, для функции двух переменных  ;f x y  имеем 

теорему 4. 
Т е о р е м а  4  ( д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  с у щ е с т в о -

в а н и я  л о к а л ь н о г о  э к с т р е м у м а  ф у н к ц и и  д в у х  
п е р е м е н н ы х )  Пусть  000 ; yxP  стационарная точка, дваж-
ды дифференцируемой в окрестности  0; PU   функции 
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 ;f x y . И пусть 

     
   

2

00

00
0 BAC

CB
BA

PfPf
PfPf

P
yyxy

xyxx 


 .  (5.2) 

Тогда точка  000 ; yxP  является: 
1) точкой локального максимума, если   00  P  и 
  0, 00  yxf xx ;  
2) точкой локального минимума, если   00  P  и 
  0, 00  yxf xx ;  
3) если   00  P , то в стационарной точке 0P  локального 

экстремума нет,  
4)   00  P , то локальный экстремум в стационарной точке 

0P  может быть, а может и не быть. 
В случае   00  P  необходимо провести дополнительные ис-

следования знака функции  ,f x y  в  0; PU  .  
 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Дайте определение локального экстремума функции многих 

переменных. 
2 Сформулируйте необходимые условия локального экстре-

мума. 
3 Какие точки называются стационарными и критическими? 
4 Какая функция называется квадратичной формой? Что та-

кое матрица квадратичной формы и ее главные миноры? 
5 Какая квадратичная форма называется: 
а) положительно определенной; 
б) отрицательно определенной; 
в) знакоопределенной; 
г) квазизнакоопределенной; 
д) знакопеременной? 
6 Сформулируйте критерий Сильвестра. 
7 Сформулируйте достаточные условия экстремума в точке: 
а) функции многих переменных; б) двух переменных. 
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Решение типовых примеров 

1 Исследовать на экстремум функцию  22 yxez
x

 . 
Р е ш е н и е . Вычислим частные производные первого поряд-

ка данной функции: 

 2
2
1 22  yxez

x

x , 22
x

y yez  . 

Находим точки возможного экстремума. Для этого решим 
систему уравнений:  

20, 2 0,
0, 0.

x

y

z x y
z y

     
    

. 

Отсюда 20 x , 00 y .  
Таким образом, существует только одна стационарная точка 
 0;20 P , в которой функция z  может достигать экстремума. 
Вычислим частные производные второго порядка функции z  

в точке 0P : 

      e
yxePzA

x

xx 2
14

4
1

1;2
22

0   , 

    01;2
2

0  

x

xy yePzB , 

    e
ePzC

x

yy
22 1;2

2
0   . 

Так как определитель  

  01
20 

eCB
BA

P  

и 0A , то согласно теореме 4 точка  0;20 P  является точкой 

локального минимума:  
e

zz 20,2min  . 

2 Исследовать на экстремум функцию  2yxez x   . 
Р е ш е н и е . Вычислим частные производные первого поряд-

ка данной функции: 
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 21 yxez x
x   , x

y yez  2 . 
Для определения точек возможного экстремума решим сис-

тему уравнений: 
20, 1 0,

0, 0.
x

y

z x y
z y

     
    

. 

Отсюда 10 x  и 00 y . Таким образом, функция имеет толь-
ко одну стационарную точку  0;10P .  

Частные производные второго порядка функции z  в точке 0P  
равны:  

   
  e

yxePzA x
xx

12
0;1

2
0   , 

    02 0;10  x
xy yePzB ,  

    e
ePzC x

yy
22 0;10   . 

Так как   02
2

2
0 

e
BACP , то по теореме 4 в точке 

 0;10P  локального экстремума нет. 
3 Исследовать на экстремум функцию 44 yxz  . 
Р е ш е н и е . Вычислим частные производные первого поряд-

ка функции z : 
34xzx  , 34yz y  . 

Решая систему уравнений: 








0
0

y

x

z
z 3

3

4 0,
4 0,

x
y


 

 
 

находим стационарную точку  0;00P  данной функции. 
Так как 

  00  PzA xx ,   00  PzB xy ,   00  PzC yy , 

то   02
0  BACP . Следовательно, по теореме 4 нельзя оп-

ределенно ответить на вопрос о существовании экстремума в 
точке  0;00P . 
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Поскольку    0, ;P x y U P    имеет место 

     , ,z P z x x y y z x y         

     4 4 4 4x x y y x y        0 , 

то точка возможного экстремума  0;00P  является точкой ло-
кального минимума. При этом   00,0min  zz . 

4 Найдите точки локального экстремума функции 
2 3 22 2u x xy xz y y z      . 

Р е ш е н и е . Для нахождения точек возможного экстремума 
данной функции вычисляем ее частные производные 

' 4 2xu x y z   , ' 21 3yu x y    , ' 2 2zu x z  . 
Приравнивая их нулю и решая систему трех уравнений, по-

лучаем две точки возможного экстремума  

1
1 2 1, ,
3 3 3

M   
 

, 2
1 1 1, ,
4 2 4

M    
 

. 

Вычислим частные производные второго порядка данной 
функции: 

'' 4xxu  , '' 6yyu y , '' 2zzu  , '' 1xyu   , '' 2xzu  , '' 0yzu  . 
Выражение для дифференциала второго порядка 

2 2 2 24 6 2 2 2d u dx ydy dz dxdy dxdz      
есть квадратичная форма от переменных dx , dy , dz .  

Матрица этой квадратичной формы в точке 1M  имеет вид  
4 1 2
1 4 0

2 0 2

 
  
 
 

, 

главные миноры которой 

1 4 0   , 2

4 1
15 0

1 4


   


, 3

4 1 2
1 4 0 14 0

2 0 2


     . 

Согласно критерию Сильвестра, 2d u  является положительно 
определенной квадратичной формой от переменных dx , dy , dz . 
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Следовательно, в точке 1M  функция имеет локальный экстре-

мум. Поскольку 11 4 0a   , то 1
1 2 1, ,
3 3 3

M   
 

 является точкой 

локального минимума, min
1
27

z   . 

Матрица квадратичной формы 2d u  в точке 2M  имеет вид  
4 1 2
1 3 0

2 0 2

 
   
 
 

, 

главные миноры которой 

1 4 0   , 2

4 1
13 0

1 3


    
 

, 3

4 1 2
1 3 0 14 0

2 0 2


       . 

Согласно критерию Сильвестра, 2d u  не является знакоопре-
деленной квадратичной формой от переменных dx , dy , dz . 

Следовательно, в точке 2
1 1 1, ,
4 2 4

M    
 

 функция не имеет ло-

кального экстремума. 
5 Найти локальные экстремумы функции  ,z f x y , задан-

ной уравнением  
2 2 2 2 2 4 10 0x y z x y z       .    (5.3) 

Р е ш е н и е . Уравнение (5.3) задает неявную функцию  
  2 2 2, , 2 2 4 10F x y z x y z x y z       , 

которая удовлетворяет условиям теоремы 2 практического заня-
тия 3 и является дифференцируемой. Частные производные пер-
вого порядка находятся по формулам (3.3): 

' 1
2x
xz

z





, ' 1
2y
yz

z





 

и дифференциал первого порядка имеет вид 
1 1

2 2
x ydz dx dy

z z
 

 
 

. 
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Приравнивая к нулю частные производные первого порядка, по-
лучаем точки возможного экстремума  1 1, 1, 2M   ,  2 1, 1,6M  .  

Дифференцируя дважды равенство (5.3), получим: 
2 2 2 2 22 0dx dy z d z dz d z     . 

Отсюда находим дифференциал второго порядка 
2 2 2 21 1 1

2 2 2
d z dx dy dz

z z z
  

  
, 

который представляет собой квадратичную форму от перемен-
ных dx , dy , dz . 

Матрица этой квадратичной формы в точке 1M  имеет вид  
1 4 0 0
0 1 4 0
0 0 1 4

 
 
 
 
 

, 

главные миноры которой 1 0  , 2 0  , 3 0  . Согласно кри-
терию Сильвестра, 2d z  является положительно определенной 
квадратичной формой от переменных dx , dy , dz , следователь-
но, в точке 1M  функция имеет локальный экстремум. Поскольку 

11 1 4 0a   , то  1 1, 1, 2M    является точкой локального мини-
мума, min 2z   .  

Матрица этой квадратичной формы в точке 2M  имеет вид  
1 4 0 0
0 1 4 0
0 0 1 4

 
  
  

, 

главные миноры которой 1 0  , 2 0  , 3 0  . Согласно кри-
терию Сильвестра, 2d z  является отрицательно определенной 
квадратичной формой от переменных dx , dy , dz , следователь-
но, в точке 2M  функция имеет локальный экстремум. Поскольку 

11 1 4 0a    , то  2 1, 1,6M   является точкой локального мак-
симума, max 6z  .  
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Задания для аудиторной работы 
 
1 Найти экстремум функций двух переменных: 
а) yxyxyxz 622  ;           г) yxxyxz 24513 23  ;  

б) 362  xyxyxz ;          д)  223
22

yxez yx   ; 

в) 
yx

xyz 2050
 ; 0x ; 0y ;    е)  2 2lnz xy x y   

2 Найти экстремум функций трех переменных: 
а) 406812222  zyxzyxu ; 
б)  zyxzxyu 32132  , 0x , 0y , 0z . 
3 Найти экстремум функции, заданной неявно уравнением  

09822222  zyxzyx . 
 
Задания для домашней работы 
 
1 Найти экстремум функций двух переменных: 
а) yxyxz 1242 22  ;        г)  22 2

22
yxez yx   ; 

б) yyxxz 433 232  ;        д) 2244 242 yxyxyxz  . 

в)  yxxyz  12 , , 0x y  ;    е) 1xz y
y x

   . 

2 Найти экстремум функций трех переменных: 
а) zyxzyxu 264222  ; 

б)   222 zyxezyxu  . 
3 Найти экстремум функции, заданной неявно уравнением 

07424222  zyxzyx . 
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Практическое занятие 6 Условный экстремум 
 

6.1 Понятие условного экстремума 
6.2 Метод исключения части переменных 
6.3 Метод Лагранжа 
6.4 Глобальный экстремум функции двух переменных  
 
6.1 Понятие условного экстремума 
Рассмотрим функцию  f P ,  1 2; ;...; nP x x x . Будем считать, 

что  ее аргументы являются связанными между собой 
 
 

 

1 1 2

2 1 2

1 2

; ;... 0,

; ;... 0,
............................,

; ;... 0.

n

n

k n

F x x x

F x x x

F x x x

 





 

     (6.1) 

Соотношения (6.1) называются уравнениями связи. Пусть коор-
динаты точки  00

2
0
10 ;...;; nxxxP  удовлетворяют данной системе 

уравнений. 
Говорят, что функция  f P  имеет в точке  00

2
0
10 ;...;; nxxxP  ус-

ловный минимум (максимум) при условиях связи (6.1), если су-
ществует такая  -окрестность точки 0P , что для любой точки 
   1 2 0; ;...; ;nP x x x U P , 0PP  , координаты которой удовле-

творяют уравнениям (6.1), выполняется неравенство 
   0PfPf     (    0PfPf  ). 

В отличие от обычной (безусловной) точки экстремума, зна-
чение функции в точке условного экстремума сравнивается с ее 
значениями не во всех точках некоторой  -окрестности точки 

0P , а только в тех ее точках, которые связаны между собой ус-
ловиями связи. 

Рассмотрим методы нахождения условного экстремума 
функции  ,f x y , переменные x  и y  которой удовлетворяют 
уравнению связи   0, yx . 
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6.2 Метод исключения части переменных 
Пусть требуется найти локальный экстремум функции 
 ,f x y  при условии, что переменные x  и y  удовлетворяют 

уравнению связи   0, yx .  
Если уравнение связи можно однозначно разрешить относи-

тельно переменной y , т. е. выразить y  как функцию x : 
 xyy  , то, подставив в аналитическое выражение функции 

 ,f x y  вместо y  функцию  xy , получается функция одной 

переменной   ,f x y x . Для этой функции проводится исследо-
вание на локальный экстремум известными методами. Найден-
ные экстремумы являются точками условного экстремума для 
функции  ,f x y . Аналогично поступают, если уравнение 
  0, yx  можно однозначно разрешить относительно перемен-

ной x , т. е. x  выразить как функцию y . 
Если условие связи задается параметрическими уравнениями 
 txx  ,  tyy  , Tt , то, подставляя x  и y  в аналитическое 

выражение функции  ,f x y , приходим к задаче отыскания экс-
тремума функции одной переменной.  

Если уравнение связи нельзя разрешить относительно какой-
либо одной из переменных или представить параметрическими 
уравнениями, данная задача значительно усложняется. 

 
6.3 Метод Лагранжа 
Рассмотрим задачу нахождения условного экстремума функ-

ции  ,f x y , не разрешая уравнение связи   0, yx  относи-
тельно переменной x  или y .  

Введем вспомогательную функцию, называемую функцией 
Лагранжа: 

     yxyxfyxL ,,,,   , 
где   – некоторое действительное число. 

Т е о р е м а  1  ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  Л а г р а н ж а  
у с л о в н о г о  э к с т р е м у м а ) Пусть 1) функция  ,f x y  опре-
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делена и дифференцируема в точке  000 ; yxP  и имеет в этой 
точке условный экстремум при условиях связи   0, yx ; 
2) уравнение   0, yx  удовлетворяет в  -окрестности точки 

0P  условиям теоремы 2 практического занятия 3. 
Тогда существует такое число  , что 

 
0

000 ;





yxPx
L ,  

 
0

000 ;





yxPy
L ,  

 
0

000 ;





yxP

L


.  (6.2) 

Согласно этой теореме для нахождения условного экстрему-
ма функции  ,f x y  с уравнением связи   0, yx  необходимо 
составить функцию Лагранжа  , ,L x y   и провести ее полное 
исследование на локальный экстремум как функции трех пере-
менных x , y ,  . 

Метод множителей Лагранжа имеет место и для функции 
многих переменных  1 2; ;...; nf x x x . 

 
6.4 Глобальный экстремум функции двух переменных  
Пусть функция  ,f x y  определена на компакте D . Тогда  на 

нем она достигает своих наименьшего и наибольшего значений 
либо внутри D , либо на границе.  

Точки, в которых функция принимает наибольшее и наи-
меньшее значения на компакте называются точками глобально-
го экстремума. Если точка глобального экстремума функции 
является внутренней точкой области, то она является точкой ло-
кального экстремума, а если граничной, то – точкой условного 
экстремума. Следовательно, чтобы найти глобальные экстрему-
мы функции  ;f x y  на компакте D ,  необходимо найти ло-
кальные и условные экстремумы функции, сравнить найденные 
значения и выбрать наибольшее и наименьшее. 

 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Что называется условным экстремумом функции? 
2 В чем состоит метод исключения части переменных? 
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3 Какая функция называется функцией Лагранжа?  
4 Сформулируйте теорему о необходимых условиях Лагран-

жа условного экстремума. 
5 В чем состоит метод Лагранжа? 
6 Как найти глобальные экстремумы функции? 
 
Решение типовых примеров 
 
1 Найти экстремум функции 22 yxz   при уравнении связи 

01 yx . 
Р е ш е н и е . 1 способ. Для решения воспользуемся методом 

исключения переменных. Выражая из уравнения связи перемен-
ную y  и подставляя ее в функцию, получим функцию одной 
переменной x : 

22 2 1z x x   . 
Исследуем ее на локальный экстремум: 

4 2z x   , 4 0z   , 

0z     1
2

x  . 

Следовательно, точка 1
2

x   есть точка локального минимума 

для функции 22 2 1z x x   , а соответственно точка 1 1;
2 2

P 
 
 

 

есть точка условного минимума функции 22 yxz   при урав-
нении связи 01 yx . 

2 способ. Составим функцию Лагранжа 
   1,, 22  yxyxyxL  . 

Находим частные производные функции Лагранжа по пере-
менным x , y  и  :  

 xL x 2' ,  yL y 2' , 1'  yxL  . 
Решим систему уравнений: 
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01
02
02

0,,'
0,,'
0,,'

yx
y
x

yxL
yxL
yxL

y

x










. 

Отсюда 5,00 x , 5,00 y , 1 , т. е. точка  0 0,5;0,5; 1P   
единственная точка возможного экстремума функции Лагранжа. 

Так как '' 2xxL  , '' 2yyL  , '' 0L  , то дифференциал второго 
порядка  

2 2 22 2d L dx dy   
является квадратичной формой от  переменных dx , dy . В точке 

 0 0,5;0,5; 1P   матрица квадратичной формы имеет вид 
2 0
0 2
 
 
 

, 

главные миноры которой 1 0  , 2 0   и 11 2 0a   . Следова-
тельно, в точке  0 0,5;0,5; 1P   функция Лагранжа имеет локаль-

ный минимум. Тогда функция 22 yxz   при условии 
01 yx  имеет в точке  0 0,5;0,5M  условный минимум. 

2 Найти экстремум функции yxz 689  , если 

2522  yx .  
Р е ш е н и е . Составим функцию Лагранжа 

   25689;; 22  yxyxyxL  . 
Находим ее частные производные: 

x
x
L 28

 ,  y

y
L 26

 ,  2522 


 yxL


. 

Решая систему  

2 2

8 2 0,
6 2 0,

25 0,

x
y

x y




  
   
   

. 

получим 
41 x , 31 y , 11  ; 
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42 x , 32 y , 12  , 
т. е. точки  1 4;3;1P .  2 4; 3; 1P     являются точками возможно-
го экстремума функции Лагранжа. 

Так как  

22

2





x
L , 0

2





yx

L , 22

2





y
L , 

то выражение для второго дифференциала есть 














 2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y
Ldxdy

yx
Ldx

x
LLd  222 dydx  . 

Видно, что 
1

2 0
P

d L   и 
1

2

2 2 0
P

L
x


 


, то функция  ; ;L x y   

имеет в точке 1P  минимум. Следовательно, функция 
yxz 689   при уравнении связи 2522  yx  в точке 

 1 4;3M  имеет условный минимум,   413;4min  zz . 

Аналогично, 
2

2 0
P

d L   и 
1

2

2 2 0
P

L
x


  


; функция  ; ;L x y   

имеет в точке 2P  максимум; функция yxz 689   при уравне-
нии связи 2522  yx  в точке  2 4; 3M    имеет условный мак-
симум,   593;4max  zz . 

3 Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
23 362 yxyxz   на компакте D , ограниченном осью Oy , 

прямой 2y  и параболой 2

2
1 xy   при 0x  (рисунок 6. 1). 

Р е ш е н и е . Определим локальные экстремумы функции.  
Для этого вычислим частные производные: 

yxzx 66 2  , yxz y 66  . 
Решая систему уравнений  

26 6 0,
6 6 0,
x y
x y
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получаем две точки возможного экстремума  0;0O  и  1;1M . 

 
Рисунок 6. 1 – Область D  типового примера 3 

 
Внутренней точкой компакта D  является только  1;1M . По-

скольку '' 12xxz x , '' 6yyz  , '' 6xyz    и  

 
12 6

36
6 6

M


  


, '' 12 0xx M
z   , 

то точка  1;1M  является точкой локального минимума, minz = 1 . 
Исследуем функцию на границе области.  
Уравнение прямой OA  есть 0x  и, следовательно, 

23yz   ( 20  y ). 
Функция 23yz   является возрастающей функцией одной пе-

ременной y  на отрезке  2;0 , наибольшее и наименьшее значе-
ния она принимает в точке  0;0O  и  0;2A . 

Уравнение прямой AB  есть 2y , и поэтому здесь функция  
12122 2  xxz  ( 20  x ) 

представляет собой функцию одной переменной x . Так как 
126 2  xzx , то из уравнения 0xz  получим 1 2x   и 

2 2x   . Внутри отрезка  2;0  находится только точка 1 2x  , 
которой соответствует точка  2;2Q . Глобальные экстремумы 
функции z  на отрезке AB  могут достигаться среди ее значений 
в точках A , Q  и B . 

На дуге параболы 2

2
1 xy   имеем: 
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4 33
4

z x x  , ( 20  x ). 

Так как 3 23 3xz x x   , то из уравнения  2 1 0x x    находим 
точки возможного экстремума 1 0x  , 2 1x  , которым соответ-

ствуют точки  0;0O  и 







2
1;1P . 

Следовательно, наибольшее и наименьшее значения функции 
23 362 yxyxz   в данной замкнутой области находятся среди 

ее значений в точках O , A , Q , B , P , M , т. е. среди значений 
    00;0  zOz ,          42;2  zBz , 

    122;0  zAz ,         
4
12/1;1  zPz , 

    28122;2  zQz ,       11;1  zMz . 
Откуда   12max  Azz

D
,   1min  Mzz

D
. 

4 Из всех прямоугольных параллелепипедов с одинаковой 
площадью поверхности найти тот, который имеет наибольший 
объем. 

Р е ш е н и е . Обозначим длину, ширину и высоту параллеле-
пипеда через x , y , z . И пусть V  – объем параллелепипеда, S  – 
его площадь. Тогда 

zyxV  ,  
zxzyyxS 222  . 

Задача сводится к нахождению экстремума функции  
  zyxzyxV ;;  при условии Szxzyyx  222 . 
Составим функцию Лагранжа 

   ; ; ; 2 2 2L x y z xyz x y y z x z     . 
Найдем частные производные функции Лагранжа: 

 ' 2 2xL yz y z   , 

 ' 2 2yL xz x z   , 

 ' 2 2zL xy x y   , 
' 2 2 2L xy yz xz    . 
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Решая систему уравнений 

 
 
 















,022
,022
,022

222

yxxy
zxxz
zyyz

Szxzyyx





 

получаем 
6
Sx  , 

6
Sy  , 

6
Sz  , 1 6

24 S
   , т. е. при 

1 6
24 S

    имеем единственную точку  6, 6, 6P S S S  

возможного экстремума функции Лагранжа. 
Так как  

'' '' '' 0xx yy zzL L L   , 

'' 1 6
12xyL z

S
  , '' 1 6

12xzL y
S

  , '' 1 6
12yzL x

S
  , 

то дифференциал второго порядка в точке  6, 6, 6P S S S  

имеет вид 

 2 1 62
6 12
Sd L dxdy dxdz dydz

S
 

     
 

. 

Главные миноры соответствующей матрицы квадратичной 
формы неотрицательны при 3S  . Поэтому можно считать, что 
в найденных значениях x , y , z  объем будет наибольшим.  

Следовательно, прямоугольный параллелепипед с заданной 
площадью поверхности S , имеющий наибольший объем  

max 6 6
S SV  , 

является кубом со стороной 
6
S . 

Задания для аудиторной работы 
 
1 Найти условные экстремумы функций: 
а) 422  yxxyyxz  при 03  yx ; 
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б) 
yx

z 11
  при 2 yx ; 

в) 2xyz   при 122  yx ; 
г) 32zxyu   при 1232  zyx , 0x , 0y , 0z . 
2 Найти наибольшее и наименьшее значения функций в ука-

занных областях: 
а) 8442  xxyxyz  в области 33  x , 03  y ; 
б) xyz   в области 122  yx ; 
в) yxz 221   в области 0x , 0y , 6 yx . 
3 Найти прямоугольный параллелепипед с длиной диагонали 

d , имеющей наибольший объем. 
4 Внутри четырехугольника найти точку, сумма квадратов 

расстояний которой от вершин была бы наименьшей. 
5 В прямой круговой конус с радиусом основания R  и высо-

той H  вписать прямоугольный параллелепипед наибольшего 
объема. 

6 На эллипсоиде 2 2 22 4 8x y z    найти точку наиболее уда-
ленную от точки  0;0;3P . 

7 Точки A  и B  расположены в различных оптических сре-
дах, отделенных одна от другой плоскостью 1 1A B . Скорость рас-
пространения света в первой среде равна 1v , во второй – 2v . 
Пользуясь принципом Ферма, вывести закон преломления све-
тового луча (рисунок 6. 2). (Принцип Ферма: световой луч рас-
пространяется вдоль той линии, для прохождения которой тре-
буется минимум времени.)  

 
Задания для домашней работы 
 
1 Найти условные экстремумы функций: 
а) yxz 428   при 122 22  yx ; 
б) 22 yxz   при 62  yx ; 
в) 2xyz   при 422  yx ; 
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г) zyxu 22   при 36222  zyx . 
2 Найти наибольшее и наименьшее значения функций в ука-

занных областях: 
а) yxxyyxz  22  в области 0x , 0y , 3 yx ; 
б) 22 yxz   в области 922  yx ; 
в) 2xyz   в области 122  yx . 
3 В полушар радиуса R  вписать прямоугольный параллеле-

пипед наибольшего объема. 
4 Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих дан-

ную сумму длин ребер a12 , найти параллелепипед с наиболь-
шим объемом. 

5 Представить положительное число в виде произведения че-
тырех положительных сомножителей так, чтобы сумма их об-
ратных величин была наименьшей. 

6 Найти наименьшее из расстояний между точками параболы 
2y x  и прямой 2 0x y   . 

7 Пользуясь принципом Ферма, вывести закон отражения 
светового луча от плоскости в однородной среде (рисунок 6.3). 

 

 

 

Рисунок 6. 2 – Рисунок к задаче 7 
аудиторной работы 

Рисунок 6. 3 – Рисунок к задаче 7 
домашней работы 

 


