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Лабораторная работа № 7 

Предел функции 
 

Необходимые понятия и теоремы: различные определения предела 

функции, общие свойства предела функции, предел и неравенства, предел 

и арифметические операции, предел композиции, критерий Коши сущест-

вования предела, односторонние пределы, бесконечные пределы, частич-

ные пределы. 

Литература: [1] с. 163 – 180, [5] с. 47 – 72. 

 

1 Для функции ( )y f x , x D f , заданных a , A  и  найти такое 

, чтобы для любых x D f , удовлетворяющих условию 0< x a < , 

выполнялось неравенство ( )f x A <  

 

№ ( )f x  D f  a  A  1
 

2
 

1 2 3 4 5 6 7 

1.1 2 1x   0 1 0,1 0,001 

1.2 
2x   1  0,01 0,001 

1.3 22 1x  

 1 1 0,1 0,002 

1.4 sin x  0,
2

 

2
 1 0,01 0,001 

1.5 cosx  (0, )  0 1 0,1 0,01 

1.6 
1

x
 (0, 2)   1 1 0,01 0,001 

1.7 
2 9

3

x

x
 (3,10] 3 6 0,1 0,001 

1.8 
1

1

x

x
 ( 1,1)   0 1 0,02 0,002 

1.9 23 2x  

 1 1 0,3 0,003 

1.10 3x   1 1 0,1 0,01 

1.11 3 1x   0 1 0,2 0,01 

1.12 2 1x   1 0 1 0,001 
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1 2 3 4 5 6 7 

1.13 sin2x  0,
2

 
4

 1 0,01 0,001 

1.14 cos2x  (0, )  
2

 -1 0,1 0,002 

1.15 
21

1
3

x   3 4 1 0,0001 

1.16 100 1x   0 1 0,1 0,001 

1.17 
2

1
100

x
 (0,1)   0 1 0,1 0,01 

1.18 1000x   0 0 0,1 0,001 

1.19 
2 1

1

x

x
 (1, 5] 1 2 0,2 0,01 

1.20 
3 1

1

x

x
 (1, 4)   1 3 0,1 0,001 

 

2 Пользуясь определением предела по Коши (на «языке »), дока-

зать, что lim ( )
x a

f x A . 

 

№ ( )f x  D f  a  A  

1 2 3 4 5 

2.1 2x   3 9 

2.2 
2 1x  (1, 2)   1 3 

2.3 3x  (1, 4)   2 6 

2.4 sin x   
2

 1 

2.5 cosx  (0, )   1 

2.6 
2 1

1

x

x
 ( 1,1)   1 2  

2.7 2 1x   0 1 

2.8 
3x   1 1 
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1 2 3 4 5 

2.9 
2

1
100

x
 (0, 2)   0 1 

2.10 100 1x   0 1 

2.11 3 1x  ( 1, 5)  5 16 

2.12 100
100

x
  100 100 

2.13 2100 100x  (1, 4)   1 0 

2.14 sin2x  (0, )  
4

 1 

2.15 cos2x  ,
4

 
4

 0 

2.16 
2 1

1

x

x
 (1, 2)  1 2 

2.17 
3 1

1

x

x
 (1, 3)   1 3 

2.18 24 1x   1 3 

2.19 
1

x
 (0, )  1 1 

2.20 23 1x   1 2 

 

3 Используя определение предела функции по Гейне (на языке последо-

вательностей), доказать, что не существует предела lim ( )
x a

f x .
 

 

№ ( )f x  a  № ( )f x  a  

1 2 3 4 5 6 

3.1 
2 , 1

, 1

x x

x x
 1 3.10 ctg x   

3.2 sin x  +  3.11 sign x  0 

3.3 cosx  +  3.12 
1

sin
x

 0 

3.4 
2 , 1

2 , 1

x x

x x
 1 3.13 

2 2, 0

1, 0

x x

x x
 0 
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1 2 3 4 5 6 

3.5 

2, 0

2, 0

x x

x x
 0 3.14 

2

2 , 0

2 1, 0

x x

x x
 0 

3.6 
1, 2

1, 2

x x

x x
 2 3.15 

x

x
 0 

3.7 

2, 0

1, 0

x x

x x
 0 3.16 

1

1

x

x
 1 

3.8 
1, 0

2 , 0

x x

x x
 0 3.17 

1
cos

x
 0 

3.9 
2, 1

2, 1

x

x x
 1 3.18 

1
sin

1x
 1 

 

4 Используя логические символы (на  языке « ») сформулировать 

утверждение 
0

lim ( )
x x

f x A  и привести соответствующие примеры. 

 

№ 0x  A  № 0x  A  № 0x  A  № 0x  A  

4.1  b  4.6 a   4.11 0a   4.16   

4.2  b  4.7 0a   4.12 0a   4.17   

4.3  b  4.8 0a   4.13   4.18   

4.4 a   4.9 0a   4.14   4.19 0a  b  

4.5 a   4.10 0a   4.15   4.20 0a  b  

 

5 Найти односторонние пределы 
0

lim ( )
x a

f x   или показать, что эти 

пределы не существуют. Если  существует lim ( )
x a

f x , найти его. 

 

№ ( )f x  a  № ( )f x  a  

1 2 3 4 5 6 

5.1 
1

sin
x

 0 5.10 
sin , 0

cos , 0

x x

x x
 0 

5.2 
1

cos
x

 0 5.11 tg x  
2
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1 2 3 4 5 6 

5.3 
1, 0

1, 0

x

x
 0 5.12 ctg x   

5.4 

22 , 1

1 , 1

x x

x x
 1 5.13 

x

x
 0 

5.5 
1

xe  
0 5.14 

2 1
sin

x
 0 

5.6 
1

sin
1x

 1 5.15 

2, 1

2 1, 1

x x

x x
 1 

5.7 
2

2

x

x
 2 5.16 

2, 1

2 1, 1

x x

x x
 1 

5.8 x  0 5.17 
x *\

 1 

5.9 
1, 1

1 , 1

x x

x x
 1 5.18 

1
sin

2x
 2 

 

*\ 
x – целая часть x . 

 

6 Пользуясь определение предела по Коши, доказать, что число A  не 

является lim ( )
x a

f x . 

№ ( )f x  D f  a  A  

1 2 3 4 5 

6.1 2 1x  (0,1)  1 1 

6.2 23 1x   0 2 

6.3 
2 1

1

x

x
 ( 1,1)   1 1 

6.4 
2 1

1

x

x
  1 0 

6.5 1
100

x
  0 4 

6.6 3x x  (0,10)   1 1 
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1 2 3 4 5 

6.7 
x

x
x

 ( 1, 0)   0 2 

6.8 100 1x   0 1 

6.9 2 1x  ( 1,1)  1 0 

6.10 
3 1

1

x

x
 (1,10)   1 2 

6.11 2 1x   (0,1)  0 2 

6.12 3 1x  (0, 2)   0 2 

6.13 2100 100x   1 1 

6.14 
1

x
 (0,10]   1 4 

6.15 x x  (0, 4)   1 3 

6.16 
x

x
x

 (0, 1) 0 2 

6.17 sin x  (0, 1) 0 1 

6.18 
2

100

x
x   10 1 

6.19 2 1x   0 2 

6.20 
1

x
x

 (1, 3) 1 0 

 

 

7 Если для некоторой последовательности nx a  nx a  имеет место 

равенство lim ( )n
n

f x A  , то число (или символ ∞ ) A  называют частичным 

пределом функции ( )f x  в точке a . Наименьший и наибольший из этих 

частичных пределов обозначают lim ( )
x a

f x  и lim ( )
x a

f x  и называют соответ-

ственно нижним и верхним пределами ( )f x  в точке a . Найти lim ( )
x a

f x  и 

lim ( )
x a

f x . 
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№ ( )f x  D f  a  № ( )f x  D f  a  

7.1 
1

sin
x

 (0, 1) 0 7.10 2sin x    

7.2 
2 1

sin
x

 (0, 1) 0 7.11 
2 1

sin
x

 \ {0}  0 

7.3 
1

cosx
x

 \ {0}  0 7.12 
2 1

cos
x

 (0, 2) 0 

7.4 
2 1

cos
x

 (1, ) 0 7.13 
1

sin
1x

 (1, 3) 1 

7.5 
1

sinx
x

 (0, 1) 0 7.14 
1

cos
1x

 ( 1,1)  1 

7.6 
2 1
cos

1
x

x
 (1, 2) 1 7.15 

1
cos

2
x

x
 \ {2}  2 

7.7 sin x    7.16 
2 21 sin

x

x x
   

7.8 
2sin2 x

   7.17 

1
sin

2 x  \ {0}  0 

7.9 2 2cosx x    7.18 
1

cos
12 x  

(1, +∞) 1 

 

 

Решение типовых примеров  

 

1.20. Для функции 
3 1

( )
1

x
f x

x
, (1,4)x , 1a , 3A  и 1 0,1, 

2 0,001 найти , чтобы для любых (1,4)x , удовлетворяющих условию 

0< x a < , выполнялось неравенство ( )f x A < . 

 

Р е ш е н и е .  Так как 
3 1

( )
1

x
f x

x
, (1,4)x , 1a , 3A , то  

 
3

21
( ) 3 1 3

1

x
f x A x x

x
 

 

( 1)( 1) 1 1 ( 1 1)x x x x x . 
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Будем искать нужное среди : 1 . Для (1,4)x , удовлетворяю-

щих неравенству 0 1 1x , имеем 0 2x  и 1 1 4x . Поэтому 

( ) 4f x A . 

Теперь если 1 0,1, то для него  найдем из равенства 4 0,1 , т.е. 

1

1

40
. Если же 2 0,001, то полагаем 4 0,001, т.е. 2

1

4000
. За-

метим, что найденные 1i . 

 

2.20. Пользуясь определением предела по Коши (на «языке »), до-

казать, что lim ( )
x a

f x A . 

 

Р е ш е н и е .  Так как 2( ) 3 1f x x , x , 1a , 2A , то 

 
2( ) 3 3 3 1 1f x A x x x . 

 

Возьмем 0  и будем искать нужное  среди : 1 . Тогда 

0 1 1x  0 2x . Поэтому 3 1 9x  и 

( ) 9f x A . 

Тогда, если 9 , то ( )f x A  для всех ( )x D f и 0 1x . По-

этому, положив min 1,
9

, будем иметь, что 0  при min 1,
9

 

для ( )x D f  и 0 1x  справедливо неравенство  

( ) 2f x . 

 

Итак, показано, что 2

1
lim(3 1) 2
x

x .  

 

3.18. Используя определение предела функции по Гейне (на языке по-

следовательностей), доказать, что не существует предела lim ( )
x a

f x , если 

1
( ) sin

1
f x

x
, 1a .

 

Р е ш е н и е .  Для последовательности  

 

1
1 1nx

n
, ( ) sin 0nf x n . 

 

С другой стороны, 
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1
1 1

2
2

nx

n

, а ( ) sin( 2 ) 1
2

nf x n . 

 

Из определения предела по Гейне следует, что предел 
1

1
limsin

1x x
 не суще-

ствует.  
 

4.20. Используя логические символы (на языке « ») сформулиро-

вать утверждение 
0

lim ( )
x x

f x A  и привести соответствующие примеры, ес-

ли 0 0x a , A b . 

Р е ш е н и е .  На  языке « » 
0

lim ( )
x a

f x b 0 ( )  та-

кое, что ( )x D f  0 x a  ( )f x A . 

 

П р и м е р :  ( )
x

f x
x

, 0a , 1b  
0 0 0 0

lim lim 1
x x

x x

x x
. 

 

5.18. Найти односторонние пределы 
0

lim ( )
x a

f x , где 
1

( ) sin
2

f x
x

, 

2a , или показать, что эти пределы не существуют. Если существует 

lim ( )
x a

f x , найти его. 

Р е ш е н и е .  Покажем, что не существует 
2 0

1
lim sin

2x x
. Для доказа-

тельства воспользуемся определением предела по Гейне: при n  

 

1
2 2 0

2
2

nx

n

,       sin 1
2

nf x ; 

 

1
2 2 0nx

n
,        sin 0nf x n . 

Итак, показано, что не существует 
2 0

1
lim sin

2x x
. Аналогично по-

казывается, что не существует 
2 0

1
lim sin

2x x
. Таким образом, показано, 

что не существует 
2

1
lim sin

2x x
. 
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6.20 Пользуясь определение предела по Коши, доказать, что число A  не 

является lim ( )
x a

f x , если 
1

( )f x x
x

, (1,3)x , 1a , 0A . 

Р е ш е н и е .  Н ужно показать, что 0  такое, что 0  ( )x D f , 

удовлетворяющее условию 0 1x , для которого ( ) 0f x . Возь-

мем 1. Для любого 0 1 положим 1
2

x . Тогда (1,3)x  

 

0 1
2

x  и 
1

( ) 0 1 1
2

1
2

f x . 

 

Нужное утверждение доказано.  
 

7.18 Найти lim ( )
x a

f x  и lim ( )
x a

f x , если 

1
cos

1( ) 2 xf x ,  1,x , 1a . 

Р е ш е н и е .  Так как 1 cos 1t , то 
1

( ) 2
2

f x . Поэтому если A  –

 частичный предел ( )f x  в точке 1a , то 
1

2
2

A . С другой стороны, 

имеем: при n    

1
1 1

2
nx

n
,    а      

cos 1 1

2 2
2nf x ; 

1
1 1

2
2

nx

n

,    а    
cos

2 2 22nf x . 

 

Следовательно, 
1

lim ( )
2x a

f x , а lim ( ) 2
x a

f x . 


