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&���� 	������� �� ���������	�� 	 ��'� ������ (���� 
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# $��� ���� 	�������� ������	
��	% �����	��& ������% �����'�(
��� �)'����� �������	
��	* ��+	�������% )�	���	����� � 
��(
������ ������� ,�� �'��-��	� ������.� ������� 	�������� /	(
����& ��	���	��%��� 	 �����*������ 	��������� ����� ����& 	���(
����� 	
	���	� ���0�	* '	11����+	�����* 1���& 	�������� ��
����������	�� 	 ��2�� ������� 3�����

����-��	� ����		 ������* 	��������� 4 �� ���+����	
����& �� ��
���) 	�����.�� n(������� 	�������� 5� �)
�	 n = 2 , 3 , . . . ��(
����	��.�� ��� ��	����6� 3��
��� 	�)
�.�� 	�������� �� ��)��&
�������) 	* ����	� ���� ���	
���� �� ����		 �'��������� 	��������
/	����� ����� 	�)
�.�� 	�������� �� ���	�������� �����	
�����
���-�����& 	����	��� �� 7��'��)� 8�.�� ������� )2�������	�
���	* 	���������& ���.
�� ��	���	% 9�����& 	 �� ������� ��%����

:������ ;)�	�	 	���-��� � ��% �����	 ��2���	& ������� '���(
��
�� '�� ��* ��	��-��	%& ��-��%0	� 	� ������* ��	��'���� 8���(
���� ������� )2�������	� �����-��	� �'	�	+� 5	�������� ����0�
��' ������	�� <����	��	� �'	�	+�=6& ������� � '�����%0�� ���'��(
������ 	�����)���� >�	��'���  ������ '������������� ������� �
������ ���������* � ������* 	��������*� ;���)�� ��	��& 3���� 	
��)� 4 ?������'���� 	���-��� �� ���������� )����� �����(
�	 	  �	�	�������	 �����	
��	��	� �����0���� ��� 	���-��	��
	
	���	� ���0�	* '	11����+	�����* 1���& $�������� ����	�� ��
����������	�*& ���-����* � Rn & 	 ��2�% ������� 3���� �� ���	*
����������	�*�

@)����+	� ���� ���'��-��� �)����+	. ���� ���'�')2	* ������
��-'�� ����� �����
	����� ��'�����% ��'�
 �� ��������).2	� ��(
���� ��	 ��'����	 ��'�
 �������� '�+����� ?� �� 8����������%�

�
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� ���� ��
� 	������� ����	� ������ 	�������
 $	�� �� ����	������

���"���
�� 	����	��� �� )����� 

� �� �������� ���� !"#�� $!"!%�� ���&�"'(��
� ��#'��) ��!�#�* �#��+�! �&

������ �� ����	� 
������������� ����� #����	� ������(
�	
��	% ��� 	�������� �� �����	+�������% 1)��+		 f A 	�������
b∫
a

f(x) dx ����� ���2�'	 µ2(T ) ��	���	��%��% �����+		 T, �������(

��% �� �	� BA

µ2(T ) =

b∫
a

f(x) dx .

:��*������	 ��������	 ��	(

�

�

O X

Y

a b

�
������������������������

���������������������

�������������������

�������������������
�������������������
������������������� ������������������� �������������������� ���������������������� ������������������������

����������������������
����
�
�������������
������

�����������������
��

�������������������� �������������������� �������������������� ����������������������
�������������������������
���������������������������

�����������������������������

y = f(x)

$	� * %�	
��	����� �����	�

���	��%��* �����+	% �������(
�� 
	���� ��� ���������� ���
�������	
��	 �	� T ⊂ R3

5�	�  6� 8�� ��'��	� ������ ����
����� �����	+������). 1)��+	.
�� '�)* ���������*

z = f(x , y) � 0 , (x , y) ∈ D ⊂ R2

	 �� ����'����	. ��������A

T :=
{
(x , y , z) ∈ R3

∣∣ (x , y) ∈ D ; 0 � z � f(x , y)
}

. 5 !�B6

:���)��� ����'��	�� 	 ��
	�	�� ��C�� µ3(T ) +	�	�'�	
����� ��(
�� 5 !�B6� @�����	�& 
�� ���	�	���� ����
��� '��� ����'����	�& �� ��



� �� ������	
� �	�����
� ������ +

�����	�� �� �����A 
�� ����� ��C��D ����
���� ����
��� )������
)���	� 	 ���+�')�)& �������.2	� ��	�	��� 	�����) ��C��) 
	(
����� ���
��	�� >�	 $��� ��������� �)����'�������� ��').2	�	
��%����	 ��C��� µ3 & ���'�������& 
�� �� )2���)��A

E6 µ3(A) � 0 5�����	+���������6F

G6 A ⊂ B =⇒ µ3(A) � µ3(B) 5�����������6F

H6 µ3(A ∪ B) = µ3(A) + µ3(B) − µ3(A ∩ B) 5�''	�	�����6F

I6 ���	� ������� ������� 
 �������	��� �
�����	� ��	� ����
���	�	��� ������ �
������ � ��
����

8�� ��0��	� $��% ��'�
	 ���'��( �
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z = f(x, y)

D

Z

O �
Y

�X

$	� , -	�	���	������ ����

��-	�& 
�� ���-���� D 	� 5 !�B6
���'�	�)���& 	 ���'���	� ��� � �	(
'� ��C�'	���	�

D = D1 ∪ D2 ∪ . . . DN

���'�	�)���* ���-���& �	���	�
'�� 	� ������* �� 	��.� ��2	*
��)�����	* ��
��� 3����)�����
���-��� {D1 , . . . , DN} ����(
����� ����	��	� ���-���� D &
� ��	����0	% 	� '	������� $�	* ���-��� 5������
	� ��� 
����
λ6 4 �	���
��� $���� ����	��	�� #��	��� ���	������� ��
�	
(ξk , ηk) ∈ Dk & �����	� ��	��	-���� ��-'�� +	�	�'�	
���� ����

Tk :=
{
(x , y , z) ∈ R3

∣∣ (x , y) ∈ Dk , 0 � z � f(x , y)
}

������ +	�	�'���  ������	�� Dk 	 �����% f(ξk , ηk)� :��'� '��
	������ ��C��� �)'�� 	���� ���� ��').2�� ��	��	-����� �����(
���A

µ3(T ) ≈
N∑

k=1

f(ξr , ηk) · µ2(Dk) . 5 !� 6

�� ��
��� ���
��	� ��C��� ��������� ��	���� ���'�� )�� 5 !� 6 ��	
)���		& 
�� ������� ����	��	� ����	�� � �)�.� 3 '�)��% ����(
��& )��� �	'� 5 !� 6 ������.�� 	�����������	 )����	 '��%����
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� �����	�


	�������� �� 1)��+		 f �� ���-���) D � :��	� �������& 	����

µ3(T ) := lim
λ→0

N∑
k=1

f(ξl , ηk) · µ2(Dk) =:

∫∫
D

f(x , y) dx dy

� ���'����-��		& 
�� $��� ���'�� )2���)�� 	 ������� 
	���� #
$��� �)
�� +	�	�'�	
���� ���� ��������� ������	��� 5	�	 	��.(
2	� ����
��% ��C��6�

������ � 	���� ���������
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X

$	� / 0��� 
 R3

�� ����� >)�� ��'��� �	��& �� ��
�����	
����� �)�	�)���� ���-����
T ⊂ R3 5�	� J6� >)�� ���	�� ��'�(

� ����'��	�� 	 ��
	�	�� ��� ��(
) M(T )& ��	 	������ ��� ��C�����
��������& �� �� 1)��+	� ρ : T −→
−→ R+ � # �)
��& ���'� ��������
���� ��������& �� �� ρ = ρ(x, y, z) ≡
≡ const& 	����� ��� �����
ρ ·µ3(T )� ,�	 -� �������� ρ �� ��(

������& �� ���'���	� ���� T � �	'� ��C�'	���	� T = T1∪T2∪. . .∪TN

�)�	�)���* ���& ������� �� 	��.2	* ��2	* ��)�����	* ��
��� ?��(
���
	� 
���� λ ������� $���� ����	��	�& �� �� ��	����0	% 	� '	�(
������ ��� Tν � #��	��� ���	������� ��
�	 (ξk, ηk, ζk) ∈ Tk & ����	�
	���������). )��) ���%���� 	�������� �� ���-���) T �� 1)��(
+		 ρ

N∑
k=1

ρ(ξk, ηk, ζk) · µ3(Tk) , 5 !�J6

�����). ��������� ��	���� �� ��	��	-����� ���
��	� 	����% ��(
�� �� ��
��� ���
��	� 	����% ��� ��������� ��	���� ���'��
)�� �	'� 5 !�J6 ��	 λ → 0A

M(T ) := lim
λ→0

N∑
k=1

ρ(ξk, ηk, ζk) · µ3(Tk) =:

∫∫∫
T

f(x, y, z) dx dy dz .



� �� �	���
� �����	�
 �� �	���� 1

3
	�����& 
�� ��� '������ ���� )2���)��& ��	 $��� ���'�� )(
2���)�� 	 ������� 
	����

� ,� 
�!�#�� �#��+�! � �� -�./!0�
�* /.(�/�&�&!#�� � /&�1/�&!

�� ������ n�������� �������� �� �����

���������� �� �������� n��	���� ���
�� ���	� ������
����	
��� Π ⊂ Rn � ��	�
�����	 � ���	

Π := [a1 , b1] × [a2 , b2] × . . . × [an , bn] , 5 !�"6

��	 −∞ < ak � bk < +∞ ��� k = 1, 2, . . . , n 

!��
� �����
��	�
� n��	���" ���	�

µn(Π) := (b1 − a1) · (b2 − a2) · . . . · (bn − an) . 5 !��6

#
�� µn(Π) > 0� �� ���
 Π ����	�
� �	������	�����  � 
���	
µn(Π) = 0 $ ������	���� 

@� �	� " �������� ������-'����� ��)� ����* ����������%& '�(
�)��.2	� �����'��� �������	
���� 	�����-��	��

n = 1 n = 2 n = 3

$	� 2 3���� ���� �����������

7���� ����'��	�� �����	� n(�������� 	�������� �� ������-'��(
���) ��)) 5 !�"6 �� 1)��+		 f : Π −→ R& �����	� '�� ��-'���
k = 1, . . . , n ����	��	� ak = xk

0 < xk
1 < . . . < xk

nk
= bk ������� [ak, bk]�

��	 ����	��	� ����-'�.� ����	��	� ��)� Π �� ����0	� ��)� 5)��(



4 ���� ��� �	���
� �����	�


�	�� �������� 	* ��	"���6A

U = [x1
µ , x1

µ+1] × [x2
ν , x2

ν+1] × . . . × [xn
σ , xn

σ+1] . 5 !�K6

?�C�� �
�%�	 5 !�L6 ��
	����� �� 1���)�� 5 !��6A

µ(U) = µn(U) = (x1
µ+1 − x1

µ) · (x2
ν+1 − x2

ν) · . . . · (xn
σ+1 − xn

σ) .

>)�� N 4 ��2�� 
	�� �
��� 5 !�L6� ����� �� )��-���� ������
�(
�	%& �)'�� 
	����& 
�� ��	 �����)�������� � �����(�	�)'� ����'���
���-���� ��* �
��� 5 !�L6

T := {U1 , U2 , . . . , UN} 5 !�L6

�)'�� �������� ����	��	� ��)� Π� �	��

λ = λ(T ) = max
k

{diam Uk} 5 !�M6

)���	�� �������� �	���
��� ����	��	� T. 8�� �.���� ����	��	�
	���� ���� �
��	'��� ��������

µ(T ) =
N∑

k=1

µ(Uk) .

#��	��� � ��-'�% �
�%�� ���	������). ��
�)

ξk = (ξ1
k, ξ2

k . . . , ξn
k ) ∈ Uk , k = 1, . . . , N ,

������
	� 
���� ξ ���-���� ��* ��������* 5<����
����*=6 ��
���
>��� (T, ξ) ��������� ����	��	� 
 ���	�	����� �������

���������� �� %���

σ(f ; T, ξ) :=
N∑

k=1

f(ξk) · µ(Uk) 5 !�N6

����	�
� ���	������" 
����" n�������� ���	��� �� &������
f : Π −→ R �� ���
� Π� 
����	�
�����	" ����	��� T 
 ���	�	��
���� ������ ξ  '������ f ����	�
� ���	�����	��" �� ���
� Π�
	
�� 
��	
���	� ���	���" ��	�	� 
��� 5 !�N6 ��� λ(T ) → 0 (���
��	�	� ����	�
� n������� ���	����� �� ���
� Π �� &������ f  



� �� �	���
� �����	�
 �� �	���� 5

>�	��'�� �'�� ����
�.2	�� ������
��	� '�� 	�������� �� ��)(
)A∫

Π

f =

∫
Π

f(x) dx =

∫ ∫
· · ·

∫
Π

f(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn :=

:= lim
λ(T )→0

σ(f ; T, ξ) , 5 !�B!6

�'� x = (x1, . . . , xn) ∈ Π ⊂ Rn 4 ���������� 	�����	�����	�& � dx =
= dx1 . . . dxn 4 $������ n(������� ��C����

>����� 5���� ��������6 ������
��	� '�� 	�������� ���
�� ��	��(
����� � ������	
��	* 	��'����	�* 5�� �� ���'� 	������� �� ����)(
��� ��
	����6� :����� 5���� ��'������6 ������
��	� '�� 	������(
�� ��	������� ���
�� ��	 ��
	���	�* 5�� �� ���'� ���	�� ��'�
�
��
	�	�� 	�������& ����*�'� � ����'	�����6� 3)2���).� 	 '�)�	�
������
��	�& �� ������* �'�� �� �������	������

?����	�& 
�� ����*�'	��� )���	�� )2�������	� 	�������� ��
1)��+		 f �� ��)) Π ������� �����	
������ 1)��+		 f � 8�����(
������� $���� ������� 1���� �� ���� �������� 
	�����. � ��
����
)���-���	��

�� ��		� ����� � �� � �!�� �� "������! �����

>)�� f : Π −→ R 4 1)��+	�& ��'����� �� ��)� Π& � T =
= {U1, U2, . . . , UN} 4 ����	��	� ��)� Π� ?�����
��

mj := inf
Uj

f(x) , Mj := sup
Uj

f(x) , 5 !�BB6

����'��	� �����	� )�� 8���)��

���������� #� %����

s(f, T ) :=
N∑

j=1

mj · µ(Uj) � S(f, T ) :=
N∑

j=1

Mj · µ(Uj) 5 !�B 6

������ ��� �� � � � � �	
��	�	��  ����������� ����������



*6 ���� ��� �	���
� �����	�


������
� 
����	�
��	��� ����	" � �	�)�	" 
����� *���
&������ f � ��
���	����� ��� ����	��� T  

,�	 1)��+	� f : Π −→ R ���������� �� �����)��� ��)� Π& ��
� 	�) ������� #�%��0���� � ���	�)�� 	 �	�	�)�� ��
��� ���(
�	+� 5 !�BB6 '��	��.�� � ��������* ��
��* �
�%�	 Uj � ���
	�& �
$��� 
����� �)
�� )��� 8���) ����.�� 	�����������	 )����	
	�������� 5 !�B!6� # ��2�� -� �)
�� )��� 8���) �� ������� ����
	�����������	 )����	� >���*�'	� � 	�)
��	. ��%�� )�� 8���)�

1◦. *�� ����" ���	������" 
���� σ(f ; T, ξ) 
���	����� 
�	���
���	 �	��	�
��A

s(f, T ) � σ(f ; T, ξ) � S(f, T ) .

+���	 ����� ��		�

s(f, T ) = inf
ξ

σ(f ; T, ξ) ; S(f, T ) = sup
ξ

σ(f ; T, ξ) .

2◦. ,�� ���	���	��� ����	��� �	�)��� 
��� *��� ���	�
������ ��	��-���
��  ������ $ ������ ��	������
� 

� ������
��	� '������ ����	��	� �)'�� ���	��& 	�����
�� ���(
�	��	� ����� [ak, bk] �������� ��)� Π� >)�� T ′ =

{
Uj

∣∣ j 4 	�����
}

4 	*�'��� ����	��	�& � T ′′ =
{
Ukj

∣∣ k, j 4 	������
}

4 ��� 	�����
�(
�	�� ����	�� ������
��� $�� ���A T ′′ � T ′ � >)�� 	�'��� ��'������
���& 
�� Uj =

⋃
k

Ukj '�� ��-'��� j � :��'� 	����

S(f, T ) =
∑

j

Mj · µ(Uj) ; S(F, T ′′) =
∑

j

∑
k

Mkj · µ(Ukj) ,

�'�

Mkj := sup
Ukj

f(x) � sup
Uj

f(x) = Mj .

:��	� �������& ���)
���

S(f, T ′′) =
∑

j

∑
k

Mkj · µ(Ukj) �
∑

j

Mj · µ(Uj) = S(f, T ′) .



� �� �	���
� �����	�
 �� �	���� **

O�����	
��&

s(f, T ′′) =
∑

j

∑
k

mkj · µ(Ukj) �
∑

j

mj · µ(Uj) = s(f, T ′) . �

3◦. *�� ����) ���) ����	��" ��		�

s(f, T ′) � S(f, T ′′) . 5 !�BJ6

� ������
�� ��'��-�2	� ������� ����� �������� ��)� Π& ��(
���	� ����� ��� ����	��	� T & 
�� T � T ′ 	 T � T ′′ � :��'� �� �����(
�		 ���'�')2��� ��%��� �)'�� 	����

s(f, T ′) � s(f, T ) � S(f, T ) � S(f, T ′′) ,

���)'� 	 �������� ����)���� ����������� �
4◦. #
�� &������ f : Π −→ R ������	�� �� 
��	
����� ��
�

I∗ := sup
T

s(f, T ) � I∗ := inf
T

S(f, T ) , 5 !�B"6

����	� I∗ � I∗ �
� 8�%��	������& 	� ���������� 5 !�BJ6 �
��	'��& 
�� ���-����

��* �	-�	* )�� 8���) �����	
��� ���*)& � ���-���� ��* ���*(
�	* )�� 8���) �����	
��� �	�)� ?�.'� �� ������		 ������� )(
2�������	� ��
��* ����	+ ��')�� )2�������	� )�������* 
	��
	 �������� 5 !�B"6 �

���������� $� .�
� 5 !�B"6 ������
� 
����	�
��	���
������ � �	�)��� ���	����� *��� �� &������ f �� ���
� Π 

����	�� ������
��� 	* ���A

I∗ =

∫
∗

Π

f ; I∗ =

∫ ∗

Π

f .

%����	� � &�������! �����'� %��	
������	 n��������
���	��� �� ���
� Π �� ������	���" &������ f : Π −→ R ���
��
����� ������	��� 
�	����	�� ��	�
��/

lim
λ(T )→0

[S(f, T ) − s(f, T )] = 0 . 5 !�B�6



*, ���� ��� �	���
� �����	�


� >��'����-	�& 
�� 	������� )2���)��� ��� ���
	�& 
��

lim
λ(T )→0

σ(f ; T, ξ) =

∫
Π

f = I ∈ R .

���	0�� $�� <�� ����� ε(δ=A

∀ε ∈ R+ ∃δ ∈ R+ ∀(T, ξ) : λ(T ) � δ =⇒ I − ε � σ(f ; T, ξ) � I + ε .

���� �'�� inf 	 sup �� ��� ����
����� ��
��� 	 	�����)� ��%���
1◦ )�� 8���)& ���)
	�

I − ε � S(f, T ) � I + ε ,

I + ε � s(f, T ) � I − ε .

#�
	��� 	� ������� ���*���� ���������� ������ �	-���& ��%'��A
0 � S(f, T ) − s(f, T ) � 2ε& �� �� ��������� )���	� 5 !�B�6�

?������& �)�� ��������� )���	� 5 !�B�6� :�� ���

s(f, T ) � I∗ � I∗ � S(f, T ) ,

��

0 � I∗ − I∗ � S(f, T ) − s(f, T ) → 0 ��	 λ(t) → 0 .

?�.'� ��')��& 
�� I∗ = I∗ & �� �� �	-�	% 	 ���*�	% 	�������� 8���)
������ ?�����
�� 	* ��2�� ���
��	� 
���� I & 	����A

s(f, T ) � I � S(f, T ) .

3 '�)��% ������&

S(f, T ) � σ(F ; T, ξ) � s(f, T ) .

#�
	��� 	� ���'����'�	* ��������� ����'�	�& ���)
	�

|σ(f ; T, ξ) − I| � S(f, T ) − s(f, T ) .

>���*�'� �'�� � ���'��) ��	 λ(T ) → 0& ���)
	�
∫
Π

f = I . �



� �� �	���
� �����	�
 �� �	���� */

���������� 7��
	���� ��� ����
	� 8,6 *+9 ��"�� ���� �����	��� 
 �����#�
'�� �
���	����� 
	��:

lim
λ(T )→0

N∑
j=1

ω(f, Uj) · µ(Uj) = 0 , 8,6 *.9

��� ω(f, Uj) ; ������	� &����		 f � ������ Uj ���	��	� T  

������ ��� #
�� &������ f : Π −→ R �	��	���� � ��������
���
	 Π� �� �� � ���	�����	� �� Π 

� :�� ��� �����)��% ��) Π ���������& �� � 	�) ������� ���(
���� � ����������% �����������	 ���������� ��').2�� )���	�A

∀ε ∈ R ∃δ ∈ R ∀U ∈ T : diam U � δ =⇒ ω(f, U) � ε

µ(Π)
.

#������ ������ ����	��	� T ��)� Π �������� ����	�& 
���� ��(
�������� ���������� λ(T ) � δ � 8�� ���� 	����

S(f, T ) − s(f, T ) =
N∑

k=1

Mkµ(Uk) −
N∑

k=1

mkµ(Uk) =

=
N∑

k=1

(Mk − mk)µ(Uk) =
N∑

k=1

ω(f ; Uk)µ(Uk) � ε

µ(Π)

N∑
k=1

µ(Uk) = ε .

����& ��������� )���	� 5 !�B�6� �

#� ������!(�� � �!�� � �������� �� �����

1◦ � ,�
������ &������ f(x) ≡ c ���	�����	� �� ������ ���
�
Π ⊂ Rn � ����	� ∫

Π

c = c · µ(Π) ,

��	 µ(Π) $ ���	� ���
 Π 
� ������������ )���

σ(f ; T, ξ) =
N∑

j=1

c · µ(Uj) = c · µ(Π)



*2 ���� ��� �	���
� �����	�


��������& � ���'�� ��������% ����� $��% ��������%� �
2◦ � 0��	"�� ��������� ���	�����	��) �� Π &�����" f1 � f2

���	�����	� �� Π� ����	�∫
Π

(c1f1 + c2f2) = c1

∫
Π

f1 + c2

∫
Π

f2 . 5 !�BL6

� ������������ )��� �	��%��% ����	��+		 '����* 1)��+	%
��������)��� ��').2	� �������A

σ(c1f1 + c2f2; T, ξ) =
N∑

j=1

(c1f1(ξj) + c2f2(ξj)) · µ(Uj) =

= c1

N∑
j=1

f1(ξj)µ(Uj) + c2

N∑
j=1

f2(ξj)µ(Uj) = c1σ(f1; T, ξ) + c2σ(f2; T, ξ) .

>���*�'� �'�� � ���'��) ��	 λ(T ) → 0& ���)
	� �������� 5 !�BL6� �
3◦ � #
�� &������ f ���	�����	� �� ���
� Π� �� �� ������	�

� Π�
� 8������������ �����'�� ����'�� <�� ����	�����=� ,�	 ���'(

����-	��& 
�� 1)��+	� f : Π −→ R �������	
���& �� '�� �.����
����	��	� T = {U1, U2, . . . , UN} ��� �)'�� �������	
����% �� ����(
0�% ���� �� �'��% �
�%�� ����	��	�� >�$���) �������	� 	����������*
)�� σ(f ; T, ξ) ����� +∞ �� �.��� ����	��		 T 5����	�).�� ����(
�� ����
����� ��
�	 ξ 6� ���
	�& �� ��-�� )2�������� 	 ����
����
���'��� lim

λ(T )→0
σ(f ; T, ξ) . �

4◦ 5�����������6� #
�� f � g � ��
∫
Π

f �
∫
Π

g  

� :�� ��� µ(Uj) > 0& �� '�� 	����������* )�� �����'�	��
���������� σ(f ; T, ξ) � σ(g; T, ξ)� >���*�'� �'�� � ���'��)& ���)
	�
����)����� �

5◦ 5�+���	 	��������6� *�� ����" ���	�����	��" &������
f : Π −→ R ��		� ∣∣∣∣ ∫

Π

f

∣∣∣∣ �
∫
Π

|f | . 5 !�BM6



� �� �	���
� �����	�
 �� �	���� *+

+���	 �����

m · µ(Π) �
∫
Π

f � M · µ(Π) , 5 !�BN6

��	
m = inf

Π
f(x) , M = sup

Π
f(x) .

� ?+���� 5 !�BM6 ���)
����& ��	 ��	���	�� ��%��� �������(
���	 4◦ � ����������� −|f | � f � |f |� ?+���� 5 !�BN6 ���)
����&
��	 ��	���	�� ��%��� ����������	 4◦ � �����������

m � f(x) � M . �

6◦ � #
�� &������ f : Π −→ R � g : Π −→ R ���	�����	�� �� Π�
�� � �) ������	�	��	 f · g : Π −→ R ���	�����	�� �� Π 

� 7���� 	���������� )���	� 	�����	�)����	 � �	'� 5 !�BK6&
�+��	� �������	� ω(fg, U) ���	���'��	� f · g �� ���-���� U ⊂ Π�
3 $��% +���. ���'�� ������
��	�

Mf := sup
Π

|f(x)| ∈ R+ , Mg := sup
Π

|g(x)| ∈ R+ .

8����& 	����

ω(fg, U) = sup
x′,x′′∈U

[f(x′)g(x′) − f(x′′)g(x′′)] =

= sup
x′,x′′∈U

{f(x′)[g(x′) − g(x′′)] − g(x′′)[f(x′) − f(x′′)]} �

� Mfω(g, U) + Mgω(f, U) .

,�	 T = {U1, U2, . . . , UN} 4 ����	��	� ��)� Π& �� 	����

0 �
N∑

k=1

ω(fg, Uk) · µ(Uk) �

� Mf

N∑
k=1

ω(g, Uk)µ(Uk) + Mg

N∑
k=1

ω(f, Uk)µ(Uk) → 0

��	 λ(T ) → 0 � 	�) 	�����	�)����	 1)��+	% f 	 g . �



*. ���� ��� �	���
� �����	�


� 2� 
������1 ��-�+!
/.(�/�&�&!#�' �#��+�! ! �� -�./.

�� )�*��� � 	��� ��+  Rn

���������� ,� 1���	
��� E ⊂ Rn ����	�
� ����	
����
n��	���" �	�� ����� 	
�� ��� ������ ε ∈ R+ 
��	
���	� ������
��	 ����	
�� E ���	���" ��� 
�	���" 
�
�	��" n��	���) ����

��� 
��� ���	��� ������) �	 ��	��
)���� ε 

# ��').2�% ����� ������ '�����
�� ������ 1���� � ���-��(
��* ���� �)���

-�		� �� 5E6 0���	 ���	���	 ��� 
�	���	 ����	
��� ���	� ���
��	�
� ����	
���� �	�� ���� 

5G6 2��	���	��	 ������ ���	����� ��� 
�	����� 
	�	"
�� ����
�	
�� �	�� ���� ����	�
� ����	
���� �	�� ���� 

5H6 0���	 �������	
��� ����	
�� �	�� ���� ����	�
� ����
�	
���� �	�� ���� 

5I6 3	������	���" n��	���" ���
 �	 ����	�
� ����	
���� n�
�	���" �	�� ���� 

	
���
�� *9 <��"���
� Qn 
��� ��	������� ����� ���������
 Rn ;
������� 	 ������ �
������ ���"���
�� ���� ���� 

,9 =���� f : Π −→ R ; �������
�� &����	�� ����������� � ��������
(n − 1)������� ����� Π ⊂ Rn−1  0��� �� ��&	�

Γf =
{
(x , y) ∈ Rn

∣∣ x ∈ Π; y = f(x)
}

	���� n������# ���� ���� 
� =� ������� %���� � �
�������� �������
����	 	����

∀ε ∈ R+ ∃δ ∈ R+ ∀x ′, x ′′ ∈ Π : |x ′ − x ′′| � δ =⇒ |f(x ′) − f(x ′′)| � ε .

������� ������ ���	��	�
{
Iν

∣∣ ν ; 	�����
}

���� Π ��� ����� �������� �����
���	��	� �� ���
�����	� δ  0��� ������	� &����		 f � �"��� ����� ��
����� ���
�����	�� ε  >	��	��� ���	�
����� ����	 xν ∈ Iν � 

���� 
 ���������
�	� n������� ����� Ĩν := Iν × [f(xν)− ε, f(xν) + ε]  <��"���
� 
��� ��	� �����
{

Ĩν

∣∣ ν ; 	�����
}

�����
�� ��&	� &����		 f  7���	� �
���� ����� 	� ��?��
��
 ∑

ν

µn(Ĩν) �
∑

ν

2εµn−1(Iν) = 2εµn−1(Π) .



� �� �	���	�� ������ *1

@��	�� ��� ����� ��"�� ������ ����� ������ ���� �
���������� %��� ���"���
 n������� ���� ���� �� 	����	��� �� ����� ��	�

����� 8�������� 	�	 ��������9 ���� 
 �����
� ������	� 
 ���������		 + 

���������� .� 1���	
��� E ⊂ Rn ����	�
� ����	
��
��� n��	����� ���	� ����� 	
�� ��� ������ ε ∈ R+ 
��	
����
	� �������	 ����	
�� E ���	���" 
�
�	��" n��	���) ���
��{
Iν

∣∣ ν $ 	�'��
}

� 
��� ���	��� ������) �	 ��	��
)���� ε 

���������� * !��	 ���"���
� E ⊂ Rn 	���� ���� ���� 	 ��������� �� ���
	���� 	 ��?�� ���� 

� A�� ������� 	� ���������	� ���������� ���"���
: �#��� �������� ���
����	� ���������� ���"���
 E �����"	� �������� ���������	� �

, 7��
	���� ��� ���	 ���"���
� E ⊂ Rn 	���� ��?�� ����� �� ��� 	���� 	

���� ���� 7������� ������ ��
����: ���	���� ���"���
� Qn ⊂ Rn ; �������

	� ���	�� 	���� ���� ���� 7���� ��� �� �
������ ���"���
�� ��?�� ����� ��

�� ��� 
���'� ��
����"�� ������� �	��	� �������� �������
�� �����
 

���������� /� ,������ ��������� ��� �	������	 
��"
��� ���
�����	�
� ����� �
���� 	
�� ��� �������	�
� �
���� ����	 ����
�	
�� �	�� ���� 

�� "������! -�����

���������� 0� +��	���	� &������ f : A −→ R, A ⊂ Rn

� ����	 x ∈ A ����	�
� ��	�	�

ω(f ; x) := lim
δ→+0

ω(f ;Kδ(x)) ,

��	 
������� Kδ(x) ������	� -� ����
 δ 
 �	����� � ����	 x  

���������� 0� �� ��	 ���
�		 δ �����	������� 
��	�	� ω(f ;Kδ(x))

�� ������	��	� �� ������	� ω(f ; x) 
���� ��'���
��� 	 �����	������� $
���

��
� ω(f ; x) = 0 �
���	���� ����� ��� &����	� f �������
� 
 ����� x  

-�		� � &����1��� �����	� "�����'� #
�� K ⊂ Rn $
�������  ��� &������ f : K −→ R �������	�
� �
����	

∀x ∈ K : ω(f ; x) � ω0 ,



*4 ���� ��� �	���
� �����	�


��
∀ε ∈ R+ ∃δ ∈ R+ ∀x ∈ K : ω(f ;Kδ(x)) � ω0 + ε .

���������� =�	 ω0 = 0 �� ���� �������	� 
 ������� %���� � �
������

��� �������
����	�  ��	 ω0 > 0 ����������
� ����� ��"�� ���
���	 ��� "�

�������� ��� 	 ����������
� ������� %���� =������ � ��� �� ����
�	
�

���� 

%����	� � &�������! -�����'� 4���
����� 
�	�����	
���	���	���A

5E6 &������ f : Π −→ R ���	�����	� �� ���
� ΠF
5G6 &������ f : Π −→ R ������	� � Π � �	��	���� �����

�
��� � Π 

� 5E6⇒5G6 ?����	
������ 	�����	�)���% 1)��+		 ���� )�����(
���� ������ #��'�� ������
��	� M := sup

Π
|f(x)| ∈ R+ � ����� ��(

������& 
�� f ���������� ��
�	 �.') �� Π& ���'����-	� ����	�(
���A �)�� ���-���� E :=

{
x ∈ Π

∣∣ ω(f ; x) > 0
}

�	 ����	�
� ���(
-����� ���� �)��� >��'������ $�� ���-���� � �	'� ��C�'	���	�

E =
∞⋃

k=1
Ek & �'� Ek :=

{
x ∈ Π

∣∣ ω(f ; x) > 1�k
}
& �� �� ������		

����� B5G6 ����.
���& 
�� )2���)�� ����� k0 ∈ N& ����%& 
�� ���(
-���� Ek0

�� ������� ���-����� ���� �)���
>)�� P = {I1, . . . , IN} ���	�������� ����	��	� ��)� Π� /�������

���-���� P �� '�� ��'���-����A P = A � B & �'�

A :=

{
Iν ∈ P

∣∣∣∣ Iν ∩ Ek0
�= ∅ , ω(f, Iν) � 1

2k0

}
, B := P�A .

>���-��& ��� ���
� 
�
�	�� A �������� �
5 ����	
��� Ek0
� #

���� '���& �)�� x ∈ Ek0
& 	 �)�� Iν ∈ P 4 ��)& �'��-�2	% ��
�)

x � @�'� ��������& 
�� Iν ∈ A� ,�	 x 4 ��)������� ��
�� ��)� Iν &
�� �� x ∈ I◦ν & ��

ω(f, Iν) � ω(f, x) >
1

k0
>

1

2k0
,

�� �� Iν ∈ A� ,�	 -� ��
�� x ∈ Ek0
��-	� �� ����	+� �������	*

��)�� Iν & �� �������	� 1)��+		 f �� ����0�% ���� �� �'��� 	� �	*
�)'�� ����0� 1�2k0 � ���� ��) 	 ��%'�� � 	���) A�



� �� �	���	�� ������ *5

#������ ������ ����
����� ��
�	 ξ ′
ν, ξ ′′

ν ∈ Iν ���& 
���� �� ��)�*
	���� B ����A ξ ′

ν = ξ ′′
ν & � �� ��)�* 	���� A ����A

f(ξ ′) − f(ξ ′′) >
1

3k0
.

?+��	� �	�) ������� ��-') )����	 8���)

S(f, P ) − s(f, P ) � |σ(f ; P, ξ) − σ(f ; P, ξ)| =

=

∣∣∣∣∣∑
Iν∈A

[
f(ξ′

ν) − f(ξ′′
ν)
]
µ(Iν)

∣∣∣∣∣ � 1

3k0
·
∑
Iν∈A

µ(Iν) � c > 0 ,

��� ��� ��)� 	���� A �������.� ���-���� Ek0
& ������� �	 �����

	�
� ���-����� ���� �)��� ���
	�& �� ��������� )���	� ��	���	�
8���) 5������� B6& 	 �����) 1)��+	� f : Π −→ R �� 	�����	�)����

5G6⇒5E6 ��'�'	� ���	������� ε ∈ R+ & 	 �)��

Eε :=
{
x ∈ Π

∣∣ ω(f, x) � ε
}

.

:�� ��� Eε ⊂ E & �� Eε 	���� ���) �)�� 	 � ���) -� ���������� ���
	�&
��� 	���� 	 ��C�� �)��� >�$���) )2���)�� ����
��� 	���� ��)��
{I1, . . . , Ik}& �����& 
��

Eε ⊂
k⋃

ν=1

I◦ν 	
k∑

ν=1

µ(Iν) < ε .

>���-	� C1 :=
k⋃

ν=1
Iν & � 
���� C2 	 C3 ������
	� ��C�'	���	� ��)(

��& ���)
����* 	� ��)�� Iν �������	��	 	� 	* +������  ��$11	(
+	�����	  	 J ������������� ?
��	'��& 
�� Eε ��-	� ��)��	 C1 & �
������	� d := dist {Fr C2; Fr C3} ����-	�������

?����	�& 
�� )��� ��C���� �.��% ����
��% 	���� ��)��& ��(
����� ��-�� � C3 	 ������� �� 	��.� ��2	* ��)�����	* ��
��& ��
�����*�'	� 3nε�

?����	� ���-�& 
�� �.��� ��'���-���� ��)� Π& '	����� ����(
���� ����0� d& �	�� �'��-	�� � C3 & �	�� �� ��-	� � C2 & �� �� ��(
-	� � �������� K := Π�C◦

2 � >� �������	. Eε ⊂ Π�K & ���
	�&



,6 ���� ��� �	���
� �����	�


∀x ∈ K : ω(f, x) < ε� >� �����  	����A

∃δ ∈ R+ ∀x1, x2 : |x1 − x2| � δ =⇒ |f(x1) − f(x2)| < 2ε .

>)�� ������

P ′ :=
{
I ′ν

∣∣ ν 4 	�'��
}

, P ′′ :=
{
I ′′µ

∣∣ µ 4 	�'��
}

4 '�� ����	��	� ��)� Π& ������	 ������* ����0� min [d, δ]& 	 �)��
P :=

{
Iµν := I ′ν ∩ I ′′µ

∣∣ µ, ν 4 	�'���
}
� ?���
����� ��
�	 $�	* ���*

����	��	% �)'�� ������
��� ������������ 
���� ξ′ν, ξ′′µ, ξµν � �
	��(
���& 
�� µn(I

′
ν) =

∑
µ

µn(Iµν)& 	����

|σ(f ; P ′, ξ′) − σ(f ; P, ξ)| =

∣∣∣∣∣∑
µ,ν

[
f(ξ′

ν) − f(ξνµ)
]
· µn(Iνµ)

∣∣∣∣∣ �

�
∑

1

∣∣f(ξ′
ν) − f(ξνµ)

∣∣ · µn(Iνµ) +
∑

2

∣∣f(ξ′
ν) − f(ξνµ)

∣∣ · µn(Iνµ) .

�'�� 
����
∑

1 ������
��� )���& � �����). ���.
��� �� �� ��)�
Iµν & '�� ������* Iµν ⊂ Iν ∈ P ′ 	 ������� ��-�� � C3 � ?�������
-� ��)� ������� � )���

∑
2 � >������) |f(x)| � M �� Π& ��∑

1 � 2M · 3nε� �
	�����& 
�� �� �����% )��� ξ ′
ν, ξνµ ∈ I ′ν ⊂ K 	

λ(P ′) < δ & 	���� |f(ξ ′
ν) − f(ξνµ)| < 2ε 	& ���
	�&

∑
2 � 2ε · µn(P )�

:��	� �������& 	����

|σ(f ; P ′, ξ′) − σ(f ; P, ξ)| � 2 [3nM + µn(Π)] · ε .

������� �'�� (P ′, ξ′) �� (P ′′, ξ′′)& ���)
	�

|σ(f ; P ′′, ξ′′) − σ(f ; P, ξ)| � 2 [3nM + µn(Π)] · ε .

?�.'�& 	�����)� ���������� ���)�����	��& ��*�'	�

S(f, P ) − sIf, P ) � |σ(f ; P ′, ξ′) − σ(f ; P ′′, ξ′′)| � 4 [3nM + µn(Π)] · ε ,

�� �� ��������� )���	� ��	���	� 8���)� �



�  � !����	� �� ��	���������� ���"����� ,*

� 3� �#��+�! �� �+�!#�%�##�0. 0#�4�/�&. �$ Rn

�� �������	�� 	�*��� �

# '�����%0�� ��� ���'��	� 	�����	������ 1)��+		 �� ������ ��
��)��& �� 	 �� '�)�	� ��'���-����� ���������� Rn & �� �	0���
��-���& �� '�����
�� ��-��� '�� ����0	���� ��	��-��	%�

���������� 2� 1���	
��� E ⊂ Rn ���	� ������ ����
���
���� 	
�� ��� ������	���  	�� ����� Fr E ��		� �	�� ���� 

@�����	� ����'����	� ������ ���-���� E ⊂ Rn A

Fr E :=

:=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣ ∀U 4 ��������	 ��
�	 x :

{
U ∩ E �= ∅ ,

U ∩ (Rn�E) �= ∅ .

}
�� $���� ����'����	� ����� ��������& 
�� Fr E = Fr (Rn�E)& �

���-� ��%���& ����
	������ � ��').2	* '�)* �����*�
-�		� �� *�� ����) E , E1 , E2 ⊂ Rn ��		�/
5E6 Fr E $ �������	 ����	
���6
5G6 Fr (E1 ∪ E2) ⊂ Fr (E1) ∪ Fr (E2)6
5H6 Fr (E1 ∩ E2) ⊂ Fr (E1) ∪ Fr (E2)6
5I6 Fr (E1�E2) ⊂ Fr (E1) ∪ Fr (E2) 

-�		� �� 2��	���	��	 � �	�	
	�	��	 ���	����� ��
� ����
����)
����	
�� ������
� ����
������ ����	
���� 4���
�� �����

����) ����	
�� ���	 ����	�
� ����
����� ����	
���� 

���������� * ��
��"���	� 8B9 ����� * ������� 	� ����� ��� ���	� �
�
������ ��������	�� � ��������� ���"���
� 7������� ��
��"���	� ����� *
������ 	��#���	��#��� � �	����� A���� ; ���� C��� , �
������ �����
��
	�� ����� * ��
��"���	� ����� , 
��"#� ��� &��� ��� ��
��������� 
���
������	��� ���"���
� ��"'	� 
 Rn � �
������ 
����� �����	������ �����	�
∪ , ∩ , �  

, D�� ������������ �������
 ������	��� ���"���
 ���� ,� 
���'� ��
����
��
���� ��� 
������� 	 ��
��"���	�� ����	���� ��
��"���	�� 8E9 	 8F9 ����
�� * 

/ G��	� ������	���� ���"���
 ; �� ������ ��������� �� 	 ����	������

���"���
� 
 Rn  @��	�� �� 	���� �� ������ ���� ����� �� 	 ��?�� ���� 8� � 



,, ���� ��� �	���
� �����	�


�������� ������	� �������� �������
�� �����
� ���� ��?���
 ������� �����

������ ��9 

���������� �3� 7���	��
���	
��" &�����	" ����	
��
E ⊂ Rn ����	�
� &������ χE : Rn −→ R� ���	�� ��	�
����

χE(x) =

{
1 , x ∈ E ,

0 , x /∈ E .

-�		� #� 1���	
��� �
	) ���	� ����� )���	��
���	
��"
&������ χE 
����	� 
 �����	" Fr E ����	
�� E  

� >��'���	� ���-���� Rn � �	'� '	�C.������� ��C�'	���	�
��').2	� �������A

Rn = E◦ � Fr E �
(
Rn�E

)
.

:�� ��� ���-���� E◦ �������& 	 E◦ ⊂ E & ��

∀x ∈ E◦ : χE(x) ≡ 1 ,

	 ���
	�& χE ���������� �� E◦ �
:�� ��� ���-���� Rn�E �������& 	 Rn�E ⊂ Rn�E & ��

∀x ∈ Rn�E : χE(x) ≡ 0 ,

	 ���
	�& χE ���������� �� Rn�E �
,�	 -� x ∈ Fr E & �� � �.��% ��������	 U ��
�	 x ∈ Fr E

�� ����'����	. *�������	�	
���% 1)��+		 	����A ω(χE, U) ≡ 1& 	
���
	�& χE �������� � ��
�� x . �

�� 4������ �� ��������	� 	�*��� � E ⊂ Rn

>)�� ��'��� 1)��+	� f : E −→ R , E ⊂ Rn � # $��� ���'��� ���
)'���� 
	����& 
�� ��� ����'����� �� ��� ���������� Rn 5� ��
������ �� ���-���� E 6� 7���� '�����'��	�� �� �)�P�& ����� ��(
����	���� ����� f ���	���'��	� χEf & �'� χE 4 *�������	�	
����
1)��+	� ���-���� E �



�  � !����	� �� ��	���������� ���"����� ,/

���������� ��� 8��	��� �� &������ f �� ������	�����
����	
��� E ⊂ Rn ���	�	��	�
� ��	�
����∫

E

f(x)dx :=

∫
Π

χE(x)f(x)dx , 5 !� !6

��	 Π $ �����������" �������" ���
� 
��	����" ����	
��� E  

,�	 	�������& ��*�'�2	%� � �����% 
��	 �������� 5 !� !6& )(
2���)��& �� 1)��+	� f ��������� ���	�����	��" �� ����	
��� E

� 
��
�	 4���& � ����	���� �)
�� 4 ��	�����	�)���%�

-�		� $� #
�� Π1 � Π2 $ �������	 ���
�� 
��	����	 ����
�	
��� E � �� ���	����∫

Π1

χE(x)f(x)dx �

∫
Π2

χE(x)f(x)dx 5 !� B6

���� �� �	 
��	
������ ���� �� 
��	
����� � ���� �	��� 
���" 

� #��'�� � ��������	� ��) Π := Π1 ∩ Π2 ⊃ E � ���-����
��* ��
�� ������� 1)��+		 χEf �'��-	�� � ��C�'	���		 Fr E 	
���-���� ��* ��
�� ������� 1)��+		 f & 	& ���
	�& �'��-	�� �
Π� >�	����� ��	���	% 9�����& ����.
���& 
�� ��� 	�������� 5 !� B6
)2���).� 	�	 ���& ����� �� ���)& )2���)�� 	�	 ��� 	�������∫

Π

χE(x)f(x)dx .

,�	 ��	 )2���).�& �� '�� 	* ��
	���	� �� ������ ���	���� ���(
�	��	� ��)�� Π, Π1 , Π2 �� ����) )������	.� �)'�� ��$���) �����
������ ���	� ����	��	� ��)�� Π1 	 Π2 & ������� �'��-�� � ��
����
��'���-��� ����	��	� ��)� Π� @� '�� ���	* ����	��	% 	��������(
��� )��� �� ��� ���� ��)�� Π, Π1 , Π2 ����� ��-') ���%& ���
��� χE(x)f(x) ≡ 0 ��	 x /∈ E � �� �������� 	����������* )��
�������� 	 �������� 	���������� �

%����	� # &�������! ���������	����'� ,�
�� &������
f : E −→ R ���	�	�	� � ����
����� ����	
��	 E ⊂ Rn  4��
��
����� 
�	�����	 ���	���	���/
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5E6 &������ f ���	�����	� �� ����	
��� E F

5G6 &������ f ������	��  ����	
��� �
	) 		 ���	� �����
��		� �	�� ���� 

� :�� ���∫
E

f(x)dx :=

∫
Π

χE(x)f(x)dx , �'� Π ⊃ E ,

�� '�����
�� ��	���	�� ��	���	% 9����� � 	�������) �� Π �� 1)��(
+		 χEf � ?����	
������ 1)��+		 χEf �����	���� �����	
�����	
1)��+		 f � ���-���� ��
�� ������� 1)��+	% χEf 	 f ���)� ��(
�	
���� ���� �Q���0�� �� ���-���� ��
�� ������� 1)��+		 χE &
������� ����'���  Fr E � @� $�� ���-���� ������� ���-����� ��(
�� �)��& ��� ��� ���-���� E 4 '��)�	���� :��	� �������& )���	�
5G6 �� 1)��+	. f : E −→ R �����	���� )���	. 5G6 �� 1)��+	.
χEf : Π −→ R� �

#� )��� 5����� �������	��� 	�*��� �  Rn

���������� ��� 2�����	���	 ����	
��� E ⊂ Rn ����	�
�
���	����� �� 9������ 	
�� 
��	
���	� ���	���

µ(E) = µn(E) :=

∫
E

1 · dx .

�	����� :���� ���	��� ����	�
� �	��" 9���� ;���
n��	���� ���	���< ����	
�� E  

-�		� ,� 8��	������ �� 9����� ����	
���� � Rn �������

� ����
����	 ����	
��� � ������ ��� 

� >)�� E ⊂ Rn 4 	����	��� �� 7��'��) ���-����& �'��-�(
2��� � ��)� Π� :��'�

µ(E) =

∫
E

1 · dx =

∫
Π

χE(x)dx . 5 !�  6



�  � !����	� �� ��	���������� ���"����� ,+

>�	����� � ����'���) 	�������) ��	���	% 9�����& ����.
���& 
��
����	+� Fr E ���-���� E ������� ���-����� ���� �)��& �� �� E 4
'��)�	��� ���-�����

?������& ��	 E 4 '��)�	��� ���-����& �� ��� �����	
�����&
� ��� ����	+� ��� ���-���� ���� �)��� >�$���) 	������� � �����%

��	 5 !�  6 )2���)��& ���
	�& )2���)�� 	 µ(E) . �

���������� * <��� )���� 8n������� ��?��9 ���"���
 E ����
	���
�������� �	�
���� µ(E)  � ��� ������� ���� �������	�� �
�� ������ � ����
���������	 ��?�� 	��� ����� ����� 	�������
�� ��������	� µn(E)  

, <��� )����� ����������� n = 1 � n = 2 	 n = 3 ��	���� ���
��
������� �������� 	 ������� ����
����
���� 

/ =�������� ����	� H���"���
� 	����	��� �� )�����I �
������ ��'���	�

������ �� ��� �������	����	 
 ��������� 	�������
�� ��� �	� ����	� H������

�	��� ���"���
I 

$� � �!�� � n������� �������� 

#� ���-����& �� ������� ��'��� 	�����	�����	�& �'�� 	 �.')
� '�����%0�� 
	��.�� 	����	���	 �� 7��'��)�

%����	� $ &���!���+'� #
�� &������ f, g : E −→ R ���	��
����	��� �� �) ���	"�� ��������� ���	�����	�� � 
���	�����
��	�
���∫

E

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫
E

f(x)dx + β

∫
E

g(x)dx . 5 !� J6

� >)�� E ⊂ Π& �'� Π ⊂ Rn 4 �����)��% ��)� ������)� ��%(
��� �	��%���	 	�������� �� ��))& 	����A∫

E

[αf(x) + βg(x)]dx =

∫
Π

χE(x)[αf(x) + βg(x)]dx =

= α

∫
Π

χE(x)f(x)dx + β

∫
Π

χE(x)g(x)dx =

������	 ���� ����� �����  �	
!
	����  ����������� ����������



,. ���� ��� �	���
� �����	�


= α

∫
E

f(x)dx + β

∫
E

g(x)dx . �

%����	� , &������ ���+'� #
�� &������ f ���	�����	� ��
����	
��� E1 ∪ E2 ⊂ Rn � �� �� ���	�����	� � �� ����	
���
E1 � E2 � E1 ∩ E2 � ����	�∫

E1∪E2

f(x)dx =

∫
E1

f(x)dx +

∫
E2

f(x)dx −
∫

E1∩E2

f(x)dx . 5 !� "6

� 3)2�������	� ��* 	��������� � �����% 
��	 �������� 5 !� "6
��')�� 	� ������� J 5��	���	� 	�����	�)����	6� ����-��& '����&
�
��	'��� ��������

χE1∪E2
(x) = χE1

(x) + χE2
(x) − χE1∩E2

(x)

�� f(x)& 	�����	�)� ���)
����� �������� �� ��)) Π ⊃ E1 ∪ E2 &
	�����)� ����� ���'�')2). ������)& ���)
	� �������� 5 !� "6� �

%����	� . &������ ���+'� #
�� � �
�����) ��	�����	" �	��	�
�� ����	
��� E := E1 ∩ E2 ��		� �	�� ����� ��∫

E1∪E2

f(x)dx =

∫
E1

f(x)dx +

∫
E2

f(x)dx . 5 !� �6

� >)�� Π 4 ��)& �'��-�2	% ���-���� E1 ∪E2 � :�� ��� ���(
-���� E 	���� ���) �)��& �� ∀ε ∈ R+ )2���)�� ����� ����	��	�
{U1, U2, . . . , UN}& 
�� ∑

Uk∩E �=∅

µ(Uk) � ε .

?�����
�� M := sup |f(x)|& �+��	� ���*) 	���������). )��) 	���(
�����

∫
E

f(x)dx A

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

χE(ξk)f(ξk)µ(Uk)

∣∣∣∣∣ �
∑

Uk∩E �=∅

χE(ξk)|f(ξk)|µ(Uk) �

� M ·
∑

Uk∩E �=∅

µ(Uk) � M · ε .



:��	� �������& ����'�	% 	������� � 5 !� "6 ����� �)�.& 	 �� ���)(

��� �������� 5 !� �6� �

%����	� / &	�������+'� #
�� ���	�����	��	 &������
f, g : E −→ R 
����� �	��	�
���� f � g � ��

∫
E

f �
∫
E

g  

� ��� ������� ������� ������ ��'��	�� ��%��� �������(
���	 	�������� �� ��)) Π ⊃ E & ��	 $�� ��%��� ��	���	�� � ����(
�����) χEf � χEg . �

���������� ����'�� 
�� �����	� �����
������ ���� ��� 	�������
 �� ����
��� � ����
����
�#'	�	 	������	��	 ����������� 	 � 	������� �� ���"����

�� 	����	��� �� )����� (&�����	���� ����� �'� ������� H� �������I ����
E ⊂ Rn � 
��	������� ��������� �� �������� � ���
�� f : E −→ R ������

����� �� E � 	� �����	���	 	� 
� ξ ∈ E � 	�
���  	�∫
E

f(x)dx = f(ξ) · µn(E) .

�
�	��	��� ���"#����$ ��������� �#$���� ���%���#��
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����� ��������	

� ���� ��
� 	���#��� 
"����	� ������ 
��	����	� ������ 	�������


	 ���#��� ��������� ����	�� �
������ � �	�	� ������	����	� 	 ��	������


������ 

� �� �&�"�#�� ��!�#�* �#��+�! �& � ��&���#�0

�� %����	� 6����

# ���'�')2�% ����� 0�� ��
� �� ����'����		 �����	� �������� 	�(
�������& �� )���	�* ��� )2�������	�& � ���-� � ��%���* ������*
	���������� �'�� �)'�� '������� �������& ������� ����')  �������%
� ������ ���������* ������� ��-��%0	� ��'���� '�� ��
	���	�
������* 	����������

%����	� 0 &6�����'� ,�
�� Πm ⊂ Rm � Πn ⊂ Rn $ �������	
���
� ���	���
�	" m � n 
����	�
��	����  f : Πm × Πm −→ R

$ ���	�����	�� &������ ,�
��� ��		� &������ gx : Πn −→ R

���	�	�	� ��	�
���� gx(y) := f(x, y)� �

L(x) :=

∫
∗

Πn

gx =

∫
∗

Πn

f(x, y)dy , 5 B�B6

U(x) :=

∫ ∗

Πn

gx =

∫ ∗

Πn

f(x, y)dy . 5 B� 6

������� ����	�  �&'�� ���#���� ������ � �#�(������ �����") ����*����# � +�,

#����"�� ����	� �#�(� �	
��	��!�  ���� $����� ���������- ������#�#.�� # 	�/� *�

�(�� �� ����) �������



� �� #������� �	���
$ �����	��� � �����	�
� ,5

=��� &������ L � U ���	�����	�� �� Πm � ����	�∫
Πm×Πn

f =

∫
Πm

L =

∫
Πm

dx

∫
∗

Πn

f(x, y) dy , 5 B�J6

∫
Πm×Πn

f =

∫
Πm

U =

∫
Πm

dx

∫ ∗

Πn

f(x, y) dy . 5 B�"6

���������� J�������� �����'	��� 
 ��
�� ����� �
����
 8,* /9 	

8,* 29� ���
#��� ���	������ =�������� ��	 ��������� �����	�� x &����	�

gx : y �−→ f(x , y ) ��"�� ������� ��	�����	������ �� y � �� 
 ��
�� �����

�
����
 8,* /9 	 8,* 29 ��� 
�������	�	 	�������	 ���	�#��� ����
����
����

�	"�	� 	 
����	� 	������� D��� K ���� ���� 
 �����
� �����	� 
����

����	� 	�������
 ��"�� ���� �#��� �����	�� ���#������ ��"�� �	"�	� 	


����	� 	�������	 D��� 

� 9.��� ����	��	� T ��)� Πm×Πn 	�')+	�)��� ��������).(
2	�	 ����	��	��	 PX 	 PY ��)�� Πm 	 Πn � >�	 $��� ��-'�% ��)
����	��	� T ��� '�������� ���	���'��	� Xi × Yj ��������* ��)��
	� ����	��	% PX 	 PY ������������� >� ��%���� ��)�� 	����
µm+n(X × Y ) = µm(X) · µn(Y )& �'� 
���� µk ������
�� k (�����% ��C(
���

������)� ��%��� ��
��* ����	+& 	����

s(f ; T ) =
∑
i,j

inf
x∈Xi
y∈Yj

f(x, y) · µm+n(Xi × Yj) =

=
∑

i

inf
x∈Xi

(∑
j

inf
y∈Yj

f(x, y) · µn(Yj)

)
· µm(Xi) �

�
∑

i

inf
x∈Xi

∫
∗

Πn

f(x, y) dy

µm(Xi) �

�
∑

i

sup
x∈Xi

∫ ∗

Πn

f(x, y) dy

µm(Xi) �



/6 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

�
∑

i

sup
x∈Xi

(∑
j

sup
y∈Yj

f(x, y) · µn(Yj)

)
· µm(Xi) �

�
∑
i,j

sup
x∈Xi
y∈Yj

f(x, y) · µm+n(Xi × Yj) = S(f ; T ) .

?�.'�& )������� � �)�. ������� ����	��	� T 	 �����)�� ��	��(
�	�� 8���)

lim
λ(T )→0

[S(f ; T ) − s(f ; T )] = 0 ,

��-�� ���)
	�� �������� 5 B�J6 	 5 B�"6� �

�� 7�������� ���	���� �����	� 6����

>)�� Π = [a1, b1]× . . .× [an, bn] ⊂ Rn 4 n(�����% ��)& � 1)��+	�
f : Π −→ R 	�����	�)��� �� Π� >�	����� n ��� ������) ;)�	�	&
	����A∫ ∫

· · ·
∫

Π

f(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn =

=

b1∫
a1

dx1

b2∫
a2

dx2 . . .

bn∫
an

f(x1, x2, . . . , xn) dxn , 5 B��6

��	
�� �'��������� 	�����	�����	� � �����% 
��	 5 B��6 ��-�� ���(
	���'	�� � �.��� '�)��� ����'��& 
�� � 5 B��6�

/�����	� ����� ��-�). 	�)�+	.�

���������� �#� 1���	
��� G ⊂ Rn ���	� ������ :�	�	��
����� ;��� ���
���< � �����	��� �
� x′′ � 	
�� 	�� ����� ��	��

����� � ���	

G =
{
x = (x ′, x′′)

∣∣ x ′ ∈ G′ ⊂ Rn−1; ϕ(x ′) � x′′ � ϕ(x ′′)
}

, 5 B�K6

��	 ����	
��� G′ ���	���� �� 9������  &������ ϕ, ψ : G′ −→ R

�	��	����� 



� �� #������� �	���
$ �����	��� � �����	�
� /*

%����	� 2� #
�� f : G −→ R $ ���	�����	�� &�������  ����
�	
��� G $ :�	�	�����	 ��� 5 B�K6� ��

∫
G

f(x) dx =

∫
G′

dx ′
ψ(x ′)∫

ϕ(x ′)

f(x ′, x′′) dx′′ . 5 B�L6

� ����.
	� ���-���� G � n(�����% ��) G ⊂ Π := Π′×[a , b] ⊂
⊂ Rn & �'� G′ ⊂ Π′ ⊂ Rn−1 & [a , b] ⊃ [ϕ(x ′), ψ(x ′)]� ������)� ����'�(
���	� 	�������� �� G& ������) ;)�	�	 	 �
��	'��� ��-'����

χG(x ′, x′′) = χG′(x ′) · χ[ϕ(x′),ψ(x′)](x
′′) ,

	����

∫
G

f =

∫
Π

fχG =

∫
Π′

χG′(x′)dx′
b∫

a

f(x′, x′′)χ[ϕ(x′),ψ(x′)](x
′′) dx′′ =

=

∫
Π′

χG′(x′)dx′
ψ(x′)∫

ϕ(x′)

f(x′, x′′) dx′′ =

∫
G′

dx′
ψ(x′)∫

ϕ(x′)

f(x′, x′′) dx′′ ,


�� 	 ����������� �
���������� * � �������	� ��"'�� 
 R2 ����������� ���"���
� ��"��

���� ������
���� 
 
	��

G1 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ a � x � b ; ϕ1(x) � y � ϕ2(x)
}

	�	 
 
	��
G2 =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ c � y � d ; ψ1(y) � x � ψ2(y)
}

.

� ��	� ������ �
����
� 8,* 19 ��	�	��� ����
����
���� �����#'	� 
	�:

∫∫
G1

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy ,

∫∫
G2

f(x, y) dxdy =

d∫
c

dx

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx .



/, ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

, A���������� ���"���
� ��"'	� 
 R3 � 	��#�� ������
����� �L������ ���
������	� K��	���� ���"���
� G ⊂ R3 � ����������� 
 ���
���		 ��	 z �
��"�� ������
	�� 
 
	��

G =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ (x, y) ∈ G1 ; ϕ(x, y) � z � ψ(x, y)
}

.

� ���� ����� 	������ �� G ; ��������  �
����
� 8,* 19 ��	������� �����#'	�

	�:

∫∫∫
G

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
G1

dxdy

ψ(x,y)∫
ϕ(x,y)

f(x, y, z) dx .

0�	� ������� 
 ���� ����� 
��	����	� �������� 	������ �
��	��� � ������

��
�������� 
��	����	# ���� ������������  ����� �
������ 	������ 

%����	� �3 &���
�� "� ��+����'� ,�
�� G ⊂ Rn $ ���	�
����	 �� 9����� ����	
����  ���	��� [a , b] $ ���	���� :����
����	
�� � �
� xn � ��	 x = (x1, . . . , xn−1, xn) ,�
�� ����	
���

Gc :=
{
(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1

∣∣ (x1, . . . , xn−1, c) ∈ G
}

���	���� �� 9����� ��� ����� &��
�������� c ∈ [a , b] =���

∫
G

f(x) dx =

b∫
a

dxn

∫
Gxn

f(x) dx1 . . . dxn−1 . 5 B�M6

� #������ ��) Π := Π′ × [a , b] ⊃ G& �'� Π′ ∈ Rn−1 4 (n − 1)(
�����% ��)� :�� ���

χG(x1, . . . , xn−1, c) ≡ χGc
(x1, . . . , xn−1) ,

�
�������� 0���#������ �	1�
	2���  ���� $����� ����������



� �� '���"���� �����(
 //

�� �� ������� ;)�	�	 	����A∫
G

f =

∫
Π

χG(x)f(x) dx =

=

∫∫
Π′×[a,b]

χG(x1, . . . , xn−1, xn)f(x1, . . . , xn−1, xn) dx1 . . . dxn−1dxn =

=

b∫
a

dxn

∫
Π′

χGxn
(x1, . . . , xn−1)f(x1, . . . , xn−1, xn) dx1 . . . dxn−1 =

=

b∫
a

dxn

∫
Gxn

f(x) dx1 . . . dxn−1 . �

���������� =���� 
 �
����
� 8,* 49 f(x) ≡ 1 � ������� �
����
�

µn(G) =

b∫
a

µn−1(Gxn) dxn ,


��"#'�� n������� ��?�� ���"���
 G ⊂ Rn ����� (n − 1)������� ��?���

��� H����������I �����	� 

� ,� �!$ �4�#�� �"�#�8� � �+� ���0�#�#��

�� 8 ���� 9�	����� �  ���	������+�� ������*���

>��'����-	�& 
�� ��������� ��'�
� )�����	�� '�� ���-����
A ⊂ Rn ���)����� ����������� *��������& ����	���& '������� )����-(
'��	� �	��A <���-���� A ����'��� ��%���� S=� ����'� ������
���2� )�����	�� ��������).2�� )����-'��	� ���������� *������(
��& ����	���A <3)2���)�� ��������� U ��-'�% ��
�	 x ∈ A& ��(
��'�.2�� ��%���� S=� # ���	* �)
��* '��� ��'	�� � ������(
�� )��������	� ����������� ���)������& 	*�'� 	� ��������).2���
���������� ���)������� 8�� ��0��	� ������ �	�� ������� ���'�����(

��� �����)�+	�& ������� � )
����% �	�����)�� ���
�� ���������



/2 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

<����	��	�� �'	�	+�=� �'�� $�� �����)�+	� 	�)
���� ��' �����(
�	�� <�����-��	� �'	�	+�=& �������) $��� ����'�	% ����	� �����
�'������� ����-��� )2���� 	�)
����% ���������� >��'���	������
)�����	� ��' �������������* 1������

-�		� �� ,�
�� C ⊂ G0 ⊂ Rn � ��	 C $ ��������	�  G0 $ ���
�����	 ����	
��� %��	
���	� ��������	 ����	
��� D � ���	�
���

C ⊂ D0 ⊂ D ⊂ G0 ,

��	 D0 $ �����	���
�� ����	
�� D  

� 8�� �.���� x0 ∈ C )2���)�� �����)��% 0��

Kr(x0) := {|x − x0| � r} ⊂ G0 .

3���%��� �������* 0����
{
K0

r (x)
∣∣ x ∈ C

}
��� �������� �����(

�	� ���-���� C � :�� ��� C 4 �������& �� $�� ������	� �'��-	�
����
��� ��'������	�

{
K0

r1
(x1), . . . , K

0
rN

(xN)
}
� >������

D0 :=
N⋃

ν=1

K0
rν

(xν) , D :=
N⋃

ν=1

Krν
(xν) ,

���)
���

C ⊂ D0 ⊂ D ⊂ G0 . �

���������� �$� >������� ��� &������ f : A −→ R� A ⊂ Rn �
������	��� ��

� C∞(A)� 	
�� � ����" ����	 x ∈ A :� &������
��		� �
���	 ����������	 ����) �������� 

���������� %��� ����� � ���� ���"���
� A 	��� ����� ������� 
 �����

�����		 ���� ���������� �	�
���� C∞  

���������� �,� 3�
��	�	� &������ f : Rn −→ R ����	�
�
������	 ����	
�� �
	) ���	�� � ������) f(x) �= 0 

�3����#���� ��- ������ 4���&�����5 �&"6�� ��������$ � ���%���#��- ��+�����- ��,

*(� ���&�#�7� ���%���#� &���� ������ 6����� 8����� %� 4�����%����5 +� &�� .�� 6����

+�����$���$ � ������$�- ��+�����- ��*(� �����*�7� ������� # ���������� �"� �$("

��*� ��� ���*� ��+�� � ������������ ����� ������ ���� ���� ��		� � �������	��

��	����� ���������		� ���	�� ���	���� �� �� � +��(���#����� �� # #�(� ����" �������-

�&��(�7'�) �+��(�����"�� �#����#����



� �� '���"���� �����(
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>�	��'�� ������
��	� '�� ��	���� 1)��+		 f A

supp f :=
{
x ∈ Rn

∣∣ f(x) �= 0
}

.

-�		� �� ,�
�� A $ ��������	�  G0 $ �������	 ����	
����
� A ⊂ G0 ⊂ Rn  %��	
���	� &������ f : Rn −→ R ��

 C∞(Rn)�
������� 
�	������� 
��"
����/

5E6 ��
��	�� supp f ������	�� � A ⊂ supp f ⊂ G0 6
5G6 ∀x ∈ Rn : 0 � f(x) � 16
5H6 ∀x ∈ A : f(x) ≡ 1 

� ;)��+	�

f0(x) :=

{
e−1�x2

, x > 0 ,

0 , x � 0 ,

����'��� ��').2	�	 �
��	'���	� ��%����	A

f0 ∈ C∞(R) , supp f0 = [0 , +∞) .

�

�

�
�����������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������

�

�����������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������

� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

O X

Y

1

$	� + G�&	� &����		 f0 8H�����I9

>������& '����

g(x) :=

x∫
−∞

f0(t)f0(1 − t) dt

+∞∫
−∞

f0(t)f0(1 − t) dt

,

����.
���& 
�� g ∈ C∞(R)& ��	
�� g(x) ≡ 0 ��	 x � 0& g(x) ≡ 1 ��	
x � 1& 0 < g(x) < 1 ��	 0 < x < 1�

�9� ��#��� �6�#�(�� ��� �� ��- 6�� #�� +����#�(�"� �+��#� # ��6�� x = 0 ��#�"

���7� 9� :�� ��*�� +������ - �&��'�$� ��+����(��#���� � �+��(�����7 +����#�(��� �

+�����$$ +��#��� ;�+����$�



/. ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

#��'� ������
��	� h(t) := g(t + 1) − g(t)& ���)
��� 1)��+	. h ∈
∈ C∞(R)& '�� ������% supp h = [−1 , 1]& ��	
�� 0 � h(x) � 1�

�

�

� �������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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0 1 X−1

Y

1

$	� . G�&	� &����		 g $	� 1 G�&	� &����		 h

8H��������I9 8H�����I9

3)��	�)�& '����& ��'& �)'�� 	����A

+∞∑
j=−∞

h(t − j) ≡ lim
N→+∞

N∑
j=−N

[g(t + 1 − j) − g(t − j)] ≡

≡ lim
N→+∞

[g(t + 1 + N) − g(t + N) + . . . + g(t + 1 − N) − g(t − N)] ≡

≡ lim
N→+∞

[g(t + 1 + N) − g(t − N)] ≡ 1 .

>)�� ������ x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, ε ∈ R+ � >������-�� ��'�∑
j1∈Z

h
(x1

ε
− j1

)
≡ 1 ,

∑
j2∈Z

h
(x1

ε
− j2

)
≡ 1 , . . . ,

∑
jn∈Z

h
(x1

ε
− jn

)
≡ 1 ,

���)
	� ��'∑
(j1,...,jn)∈Zn

h
(x1

ε
− j1

)
· h

(x2

ε
− j2

)
· . . . · h

(xn

ε
− jn

)
≡ 1 . 5 B�N6

>����)���)�� ������ ������� (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn ���)�������	

	���	 j = j(j1, j2, . . . , jn) ∈ N 	 �����	0�� �������� 5 B�N6 � �	'�
∞∑

j=1

ϕj(x) ≡ 1 , �'� ϕj(x) := h
(x1

ε
− j1

)
·h
(x2

ε
− j2

)
·. . .·h

(xn

ε
− jn

)
.

��-'�� 1)��+	� ϕj ��	��'��-	� ���) C∞ & � �� ��	����� ����(
��� �)� Qj  +������ � ��
�� (εj1, εj2, . . . , εjn) � ������% 2ε� /��(
�	
��� �)�� Qj �� 	��.� ��2	* ��)�����	* ��
�� 	 �������.� �P
���������� Rn.



� �� '���"���� �����(
 /1

#������ ������ ε �������� �����& 
���� ���������� �������(
���� 0 < 2ε

√
n < dist (A; FrG) 5�� �� ������	. �� ���-���� A '�

����	+� ���-���� G 6� >)��

J :=
{
j ∈ N

∣∣ A ∩ supp ϕj �= ∅
}

.

:��'� 1)��+	�
f(x) :=

∑
j∈J

ϕj(x)

����'��� ���	 ����)����	 ��%����	�
8�%��	������& ��� ��� ���-���� A 4 ����������& �� ���%��� J

4 ����
���� >�$���) f ∈ C∞ ��� )��� ����
���� ���%��� 1)��+	%
���� C∞ � 8����& ��	���� supp f ⊂

⋃
j∈J

supp ϕj ���������& ��� ���

�'��-	�� � ��C�'	���		 ����
���� ���%��� ���������* ���-����
����� ����& supp f ⊂ G0 � 	�) ���������� 2ε

√
n < dist (A; FrG)�

8����&

0 � f(x) =
∑
j∈J

ϕj(x) �
∞∑

j=1

ϕj(x) ≡ 1 .

�& ������+& ��	 x ∈ A& ��

1 ≡
∞∑

j=1

ϕj(x) ≡
∑
j∈J

ϕj(x) +
∑
j /∈J

ϕj(x) ≡
∑
j∈J

ϕj(x) ≡ f(x) ,

��� ��� �� �������� )���
∑
j /∈J

ϕj(x) ����� �)�. 5x ∈ A& �

supp ϕj ∩ A = ∅ ��	 j /∈ J 6� �

�� %����	� ��1��� � ��� ��9��*��� ����
�

���������� �.� %	�	"
��� {ϕα | α ∈ I} &�����" ϕα : Rn −→
−→ R ��

 C∞ ����	�
� �����	��	� 	������ ��� ����	
��
A ⊂ Rn, 	
��/

5E6 ∀α ∈ I ∀x ∈ Rn : 0 � ϕα(x) � 16

�<���� 2ε
√

n  :�� (������ ��� �� (���� (��*������ ��&� Qj �



/4 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

5G6 ∀x ∈ Rn ∃U $ ���	
���
�� ����� x � ���� ��� ��-� ���
�	���	 
	�	"
��� 
��	��" ϕα|U ������� �� ����	
��	����� ���� 

5H6 ∀x ∈ A :
∑
α∈I

ϕα(x) ≡ 1 

���������� � �	�� �
����
 8E9 ����
∑
α∈I

ϕα(x) �����"	� �	�� ��������

�	��� ������
�� ������� 	 ������ ����	��� 3���� ����� � �#��� �������

�	�� �������� �	��� ������� ���� ����� ���	��� �� ���� 

���������� �/� 4����	��	 	������ {ϕα | α ∈ I} ��� ����
�	
�� A ⊂ Rn ����	�
� ������	���� ��������

{
Uβ

∣∣ β ∈ J
}

����	
�� A� 	
��

∀β ∈ J ∃α ∈ I : supp ϕα ⊂ Uβ .

%����	� ��� ,�
�� A ⊂ Rn $ �����������	 ����	
���� {
Uβ

∣∣ β ∈ J
}

$ �����������	 �������	 �������	 ����	
�� A 
%��	
���	� �����	��	 	������

{
ϕα

∣∣ α ∈ I
}

��

 C∞ ��� ����
�	
�� A� ������	���	 ��������

{
Uβ

∣∣ β ∈ J
}

 

� /�����	� ����	
��� �)
�	�
B6 >��'����-	� ��
���& 
�� ���-���� A ����������� :��'�

�������� ������	�
{
Uβ

∣∣ β ∈ J
}

�'��-	� ����
��� ��'������	�
{U1, U2, . . . , UN}& 	 '�����
�� �����	�� �����-��	� �'	�	+� '�� A&
��'
	������ $���) ����
���) ��'������	.�

>����	� ��
��� ���%��� ���������* ���-���
{D1, D2, . . . , DN}& �'� Dν ⊂ Uν ��	 ν = 1, 2, . . . , N & ��	��� ���&


���� 	* ��)�������	
(
D0

1, D
)
2, . . . , D

0
N

)
��������	 ���-���� A� 3

$��% +���.& )
	����� ���.
��	� A ⊂ U1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ UN & ������	�
������� C1 := A�(∪U2 ∪ . . . ∪ UN) ⊂ U1 � # 	�) ����� B )2���)��
������� D1 & ����%& 
�� C1 ⊂ D0

1 ⊂ D1 ⊂ U1 � 3��'���������& 	����A
A ⊂ C1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ UN ⊂ D0

1 ∪ U2 ∪ . . . ∪ UN � :��	� �������&
��%'�� ������� D1 ⊂ U1 & ����%& 
�� ���%���

{
D0

1, U2, . . . , UN

}
��� �������� ������	� ���-���� A� �*�'� 	� $���� ������	�&
��-�� ������	
�� ��%�	 ������� D2 ⊂ U2 ���& 
���� ���%���{
D0

1, D
0
2, U3, . . . , UN

}
���� ������	�� ���-���� A� >��'��-�� $���

���+� ������& ���)
	� ���������� ���-���� Dν ⊂ Uν ���	�&

��

{
D0

1, D
0
2, . . . , D

0
N

}
�)'�� �������� ������	�� ���-���� A�



� �� '���"���� �����(
 /5

>�	����� ����)  & '�� ��-'��� ν = 1, 2, . . . , N ��%'�� 1)��+	.
ψν : Rn −→ R ���� C∞, ���).& 
��

0 � ψν(x) � 1 , supp ψν ⊂ Uν , ψν|Dν
(x) ≡ 1 .

:�� ��� D0 := D0
1 ∪ D0

2 ∪ . . . ∪ D0
N ⊃ A& ��

∀x ∈ A : ψ1(x) + ψ2(x) + . . . + ψN(x) > 0 .

>�	����� ����� ����)  & ��%'�� 1)��+	. f : Rn −→ R ���� C∞ &
���).& 
��

0 � f(x) � 1 , supp f ⊂ D0 , � ∀x ∈ A : f(x) ≡ 1 .

:��'� 1)��+		

ϕν(x) :=
ψν(x)

ψ1(x) + . . . + ψN(x)
· f(x) , ν = 1, . . . , N, 5 B�B!6

�����).� ����)���� �����-��	� �'	�	+� '�� A& ��'
	������ �����(
�	.

{
Uα

∣∣ α ∈ I
}
� 3��� ���'��	� ���-	���� f(x) ����.
���� �

���& ����� �
������ �	���	�	�	���
�� 5���& �'� 
	�	���� 	 ���(
�������� '���	 � �����% 
��	 5 B�B!6 ����� �)�.& 	���� f(x) ≡ 0 	

�� ����'����	. �������� ϕν(x) =
0

0
· 0 := 06� ����� ϕν ∈ C∞ � 8����&

supp ϕν = supp ψν ⊂ U ν � ,�	 x ∈ A& ��

f(x) ≡ 1 , ψ1(x) + . . . + ψN(x) > 0 ,

	 �����) ϕ1(x) + . . . + ϕN(x) ≡ 1�
 6 >��'����-	�& 
�� )2���)�� �
�	����	 ���-���� A ���(

������	� ��� ����
���& 
�� )2���)�� ����'����������� �������(

��* ���-��� A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . � ��%����	A A =
∞⋃

k=1
Ak 	

∀k ∈ N : Ak ⊂ Ak+1 . >���-	� �2� A−1 = A0 := ∅ 5'�� �'	������(
�	�6�

>)��
{
Uβ

∣∣ β ∈ J
}

4 ��'����� �������� ������	� ���-����
A� 8�� ��-'��� ν ∈ N �����	� ���%��� �������* ���-���{
Uνβ

∣∣ β ∈ J
}

��').2	� �������A Uνβ := Uβ

⋂(
A0

ν+1�Aν−2
)
� :��



26 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

��� A0
ν+1�Aν−2 ⊃ Aν�A0

ν−1 & �� ���%���
{
Uνβ

∣∣ β ∈ J
}

��� ��(
������ ������	� �������� Aν�A0

ν−1 � # 	�) �)���� B6 )2���)(
�� C∞ (�����-��	� �'	�	+� '�� Aν�A0

ν−1 & ��'
	������ ������	.{
Uνβ

∣∣ β ∈ J
}
� ?�����
	� ��� ���A{

ψνβ

∣∣ β ∈ J
}

; supp ψνβ ⊂ Uνβ ; ∀x ∈ Aν�A0
ν−1 :

∑
β∈J

ψνβ(x) ≡ 1 .

8�� ��-'��� x ∈ A )���

σ(x) :=
∞∑

ν=1

∑
β∈J

ψνβ(x)

�'��-	� �	0� ����
��� 
	�� �������*� # ���� '���& �)�� x ∈
∈ Ak � :�� ��� supp ψνβ ⊂ Uνβ ⊂ Aν+1 & �� ψνβ(x) ≡ 0 ��	 ν > k +
+1& 	 ��	 ��-'�� ν )���

∑
β∈J

ψνβ(x) ��-� �'��-	� ����
��� 
	��

�������*� >������

ϕνβ(x) :=
ψνβ(x)

σ(x)
��	 x ∈ A ,

���)
��� ���%��� 1)��+	%
{
ϕνβ(x)

∣∣ ν ∈ N ; β ∈ J
}
& ������� 	 �)(

'�� 	����� �����-��	�� �'	�	+� '�� A& ��'
	������ ������	.{
Uβ

∣∣ β ∈ J
}
�

J6 >)�� A ⊂ Rn 4 �������� ���-����� >������ ∀ν ∈ NA

Aν :=

{
x ∈ A

∣∣∣∣ |x| � ν ; dist(x, Fr A) � 1

ν

}
,

���)
��� 	
�����	� ���-���� A ���������	& 	 '��� ��'	�� � �)(

�.  6�

"6 >)�� ������ A ⊂ Rn 4 ���	�������� ���-����& �
{
Uα

∣∣ α ∈ I
}

4 ��� �������� ������	�� >������ U :=
⋃
α∈I

Uα ⊃ A& ���)
��� �����(

��� ���-����& �'��-�2�� A& � ���%���
{
Uα

∣∣ α ∈ I
}

4 ��������
������	� ���-���� U � >� �)���) J6 )2���)�� �����-��	� �'	�	+�
���� C∞ '�� U & ��'
	������ $���) ������	.� ?�� �)'�� �����-�(
�	�� �'	�	+� 	 '�� A& ��'
	������ ���) -� ����) ������	.� �



� �� '���"���� �����(
 2*

#� 4������ �� ��������	� �������	� 	�*��� �

>�	��'�� ��-��� ��	��-��	� �����-��	% �'	�	+�& 	��.��	�)(
.2�� 	* �����). ���� 4 ���)
��� ���������� ���)������& 	*�'�
	� ��������).2	* ��������* ���)�������� �������& 
�� �� �����
�����	
����� ���-���� 	����	�� �� 7��'��)� ����� ����& )2���)(
.� '�-� �������� ���-����& �� 	����	��� �� 7��'��)� >�$��(
�) 	 	�������

∫
A

f(x) dx ��-�� �� )2��������& '�-� ��	 1)��(

+	� f : A −→ R �����	
��� �� A& � ���-���� ��* �� ��
��
������� 	���� ���) �)��� ?'���� �.��� �������� ���-���� A ��(
��'��� ���	� �������� ������	��

{
Uα

∣∣ α ∈ I
}
& 
�� �� Uα 	���(

�	�� �� 7��'��)� >�	����� ������ ������	� ������� ���%���{
Q0(x) ⊂ A

∣∣ x ∈ A
}
& �'� Q0(x) 4 '�����
�� ����% �������% �)�

 +������ � ��
�� x ∈ A� >)��
{
ϕα

∣∣ α ∈ I
}

4 �����-��	� �'	�	+�
���� C∞ & ��'
	������ ������	.

{
Uα

∣∣ α ∈ I
}
& ����'�.2��) )��(

������	 ��%����	� :��'� 1)��+	� ϕαf 	�����	�)��� '�� �.����
α ∈ I & 	 ��������� �����-���� '��� ��').2�� ����'����	��

���������� �0� 8��	��� �� &������ f : A −→ R �� ������
�	����� ����	
��� A ���	�	��	�
� ��	�
����∫

A

f(x) dx :=
∑
α∈I

∫
A

ϕα(x)f(x) dx , 5 B�BB6

��	
{
ϕα

∣∣ α ∈ I
}

$ �����	��	 	������ ��

 C∞ ��� ����	
��
A� ������	���	 	�� ��������� ��������

{
Uα

∣∣ α ∈ I
}

���	������
�� 9����� ����	
���� Uα  

3
	�����& 
�� 	������� 5 B�BB6 )2���)��& ��	 )��� � 5 B�BB6
*�'	��� ��) )��) ��-�� ������	���� ��� )��) ���
���� ��(
'�� ,�	& ����	���& ���-���� A 4 ��������& �� ��� ��-�� 	
��(
���� ���������	�& �� �� )2���)�� ����� ����'����������� ������(

��� A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . & 
�� A =
∞⋃

k=1
Ak � :�� ��� �� �.��� ��������

�	0� ����
��� 
	�� 1)��+	% ϕα ���	
�� �� ��-'��������� �)��&
����+���"- � �����") �(�� �(�� ��6 - �&����7� ��� ���"#����� �������	�� ���,

%���#� A �



2, ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

�� 	�������� 5 B�BB6 ��-�� ������-	�� � ����'������������ >�(
�����) �������-�� ��'��� ���'��
���	� �	 �'���) 	� ���	* ������
)����'�
	���	�& �� ��
� '��-�� 	'�	 � *�'	���	 ��'� ��	 �.���
����� )����'�
	���	�& �� �� �� ����.���% *�'	���	�

%����	� ��� ,�
�� A ⊂ Rn $ ������	���	 ����	
����  f :
A −→ Rn $ ������	��� &������� ����	
��� �
	) ���	� �����
������" ��		� �	�� ���� =���/

5E6 
��� � 5 B�BB6 
)����
�6
5G6 	
��

{
Vβ

∣∣ β ∈ J
}

$ �����	 �������	 �������	 ����	
��
A� 

{
ψβ

∣∣ β ∈ J
}

$ ������	���	 	�� C∞ ������	��	 	������� ��∑
α∈I

∫
A

ϕα(x)f(x) dx =
∑
β∈J

∫
A

ψβ(x)f(x) dx ; 5 B�B 6

5H6 	
�� ����	
��� A ���	���� �� 9������ �� ���	�	�	��	 ?@

���
�	�
� 
 ��	���� ���	�	�	��	� ���	��� 

� #��'�� ������
��	� M := sup
x∈A

|f(x)| ∈ R+ & 	 �)�� A ⊂ Π& �'�

Π ⊂ Rn 4 �����)��% ��)� :��'�∫
A

|ϕα(x)f(x)| dx � M

∫
A

ϕα(x) dx .

>�$���) '�� �.���� ����
���� ��'���%��� {ϕα1
, . . . , ϕαN

} '������
�����-��	� �'	�	+� 	����

N∑
ν=1

∣∣∣∣∣∣
∫
A

ϕαν
(x)f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ � M

N∑
ν=1

∫
A

ϕαν
(x) dx = M

∫
A

N∑
ν=1

ϕαν
(x) dx �

� M

∫
Π

∑
α∈I

ϕα(x) dx = M

∫
Π

1 · dx = M · µn(Π) .

:��	� �������& ��' � 5 B�BB6 *�'	�� ����.���& 	 �����) *�'	���
5G6 ,�	

{
ϕα

∣∣ α ∈ I
}

	
{
ψβ

∣∣ β ∈ J
}

4 '�� �����-��	� �'	�	+�
'�� A& �� ���%���

{
ϕαψβ

∣∣ α ∈ I, β ∈ J
}

���-� ������� �����-�(
�	�� �'	�	+� '�� A� @� ��� ��� ϕα(x)f(x) ≡ 0 �.')& ����� ����(
������ �������� C & 	 )2���)�� �	0� ����
��� 
	�� 1)��+	% ψβ &



� �� '���"���� �����(
 2/

���	
��* �� ��-'��������� �)�� �� �������� C & ��∑
α∈I

∫
A

ϕα(x)f(x) dx =
∑
α∈I

∫
A

∑
β∈J

ψβ(x)ϕα(x)f(x) dx =

=
∑
α∈I

∑
β∈J

∫
A

ϕα(x)ψβ(x)f(x) dx .

>� ��� -� �����-��	�� 	����A∑
β∈J

∫
A

ψβ(x)f(x) dx =
∑
β∈J

∫
A

∑
α∈I

ϕα(x)ψβ(x)f(x) dx =

=
∑
β∈J

∑
α∈I

∫
A

ψβ(x)ϕα(x)f(x) dx .

>����� 
��	 ����'�	* '�)* ������� ���	
�.�� �	0� ����'���
)��	�����	�& � ��� ��� *�'	���� $�	* ��'�� 4 ����.����& �� 	*
)��� ������ ����&∑

α∈I

∫
A

ϕα(x)f(x) dx =
∑
β∈J

∫
A

ψβ(x)f(x) dx .

5H6 >��'�������& 
�� ���-���� A 	����	�� �� 7��'��)& ����.(

���& 
�� '�� �.���� ε ∈ R+ )2���)�� ������� C ⊂ A& ����%& 
��∫
A�C

1 · dx � ε� 3)2���)�� ������ ����
��� ���%��� 1)��+	% ϕα &

���	
��* �� ��-'��������� �)�� �� �������� C � 8�� �.���� �'��(
-�2��� 	* ����
���� ���%��� F 1)��+	% ϕα 	����∣∣∣∣∣∣

∫
A

f(x) dx −
∑
ϕα∈F

ϕα(x)f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ �

�
∫
A

∣∣∣∣∣∣f(x) dx −
∑
ϕα∈F

ϕα(x)f(x)

∣∣∣∣∣∣ dx �



22 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

� M

∫
A

[
1 −

∑
α∈F

ϕα(x)

]
dx = M

∫
A

∑
ϕα /∈F

ϕα(x)dx �

� M

∫
A�C

1 · dx � Mε .

?�.'� ��	 ε → +0 ���)
���∑
α∈I

∫
A

ϕα(x)f(x) dx =

∫
A

f(x) dx . �

� 2� 9��0. ! $!0�#� ����0�##�*
& ��!�#�* �#��+�! !*

@�����	� ��
��� 1���)�) ������ ���������* � ����'�������
5�'���������6 	��������� >)�� x = g(t) 4 '	11�����1	�� �������
[a , b]& a < b& �� ������� g([a , b])� :��'�

g(b)∫
g(a)

f(x) dx =

b∫
a

f [g(t)] · g′(t) dt . 5 B�BJ6

�
	�����& 
�� 1)��+	� g ��-�� ���� ��� �������.2�%& ��� 	 )��(
��.2�%& �������� 5 B�BJ6 ��-�� �����	��� � ����% 1����A∫

g([a,b])

f(x) dx =

∫
[a,b]

f [g(t)] · |g′(t)| dt , 5 B�B"6

�'� ���'��� 	�����	�����	� '��-�� ���� ��������� ���& 
����
���*�	% ���'�� 	�����	�����	� ��� ����0� �	-����� >�	 ����� �(
���0��		 �����	������ 1���)� 5 B�BJ6 	 5 B�B"6 �
��	'��& �� 1��(
�)�� 5 B�B"6 '��)���� ������'������� ����2��	� �� ������� 	���(
������



� �� )�	��� �����
 ��	�����
$ 2+

%����	� �#� ,�
�� A ⊂ Rn $ ������	��� ���
���  g : A −→
−→ g(A) $ ������	���" ��&&	����&��� =���∫

g(A)

f(x) dx =

∫
A

f [g(t)] · | det[g′(t)]| dt 5 B�B�6

��� ����" ���	�����	��" &������ f : g(A) −→ R 

���������� =����	��� �
����
� 8,* *+9 
 �����	��� 7������ x =
= (x1, . . . , xn) � t = (t1, . . . , tn) � �����	��� ���� ��
���	� x = g(t) 
 �����
�	��� =����

g :


x1 = g1(t1, . . . , tn) ,

                  ,

xn = gn(t1, . . . , tn) ,

8,* *.9

; �����	���� ��	�� �����"��	� g  ���	��� ���	���� 
�����#'	��� ����
�����	� ��� ����	� �����"��	� g :

det[g′(t)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂g1

∂t1
. . .

∂g1

∂tn
. . . . . . . . .
∂gn

∂t1
. . .

∂gn

∂tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
D(g1, . . . , gn)

D(t1, . . . , tn)
=

D(x1, . . . , xn)

D(t1, . . . , tn)
. 8,* *19

��	��
� ��	 ��������	�� �
����
� 8,* *+9 ��"�� �����	��� 
 ���	���� &���
��� ���	���� 
 �����#'��:∫ ∫

· · ·
∫

g(A)

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn =

=

∫ ∫
· · ·

∫
A

f
[
g1(t1, . . . , tn), . . . , gn(t1, . . . , tn)

]
·
∣∣∣∣D(g1, . . . , gn)

D(t1, . . . , tn)

∣∣∣∣ dt1 . . . dtn . 8,* *49

� 8������������ ������� �����'�� ����'�� 	�')�+		 �� 
	�)
n 4 ���������	 ���������� Rn � >�	 n = 1 	����A det[g′(t)] =
= g′(t)& 	 1���)�� 5 B�B�6 ����'���  1���)��% 5 B�B"6& ������� ����
)��������� � ����� B!�

>��'����-	� ������& 
�� 1���)�� ������ ���������% ����� '��
	��������� ��* ��������%& ����0	* n� 8���-�� ��
��� 1���)�)
5 B�B�6 '�� ������-��	%& <�*����.2	* ����'	���)=� �� �� '�� ����(
��-��	% �	'� 5 B�BK6& �'� gi(t1, . . . , tn) ≡ tj ��	 ��������* i, j ∈



2. ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

∈ {1, 2, . . . , n}� R���	�� ������ ������-��	� �����

det[g′(t)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g1(t)

∂t1
. . .

∂g1(t)

∂tj
. . .

∂g1(t)

∂tn
. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

∂gn(t)

∂t1
. . .

∂gn(t)

∂tj
. . .

∂gn(t)

∂tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)i+j · D(x1, . . . , x̂i, . . . , xn)

D(t1, . . . , t̂j, . . . , tn)
, 5 B�BN6

�'� $������ B ��*�'	�� �� �����
��		 i(% H����	 	 j (�� ����+� ����(
'��	����& � 	���� x̂i ����
���& 
�� 	� ������� (x1, . . . , xn) ∈ Rn ��'�
�����	�� ����'	���) xi 	 ���)
	�� (n−1)(�����% ������& ����	���&

(x1, . . . , x̂i, . . . , xn) := (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ Rn−1 .

O�����	
��% ��� 	���� 	 	���� t̂j �
#������ �����)��% n(�����% ��) Πn = [a , b]×Πn−1 ⊃ A∪ g(A)&

�'� xi = tj ∈ [a , b]� >�	����� ������) ;)�	�	 	 ���'����-��	� 	�(
')�+		& 	����∫

g(A)

f(x) dx =

∫
Πn

χg(A)(x)f(x) dx =

=

b∫
a

dxi

∫
Πn−1

χg(A)(x)f(x) dx1 . . . d̂xi . . . dxn =

=

b∫
a

dtj

∫
Πn−1

χg(A)[g(t)]f [g(t)] ·
∣∣∣∣∣dx1 . . . d̂xi . . . dxn

dt1 . . . d̂tj . . . dtn

∣∣∣∣∣ dt1 . . . d̂tj . . . dtn =

=

∫
Πn

χA(t)f [g(t)]dt1 . . . dtn =

∫
A

f [g(t)] · |det[g′(t)]| dt .

����& 1���)�� 5 B�B�6 '������� '�� ������-��	%& �*����.2	* *���
�� �'�) ����'	���)�



� �� )�	��� �����
 ��	�����
$ 21

>���*�'� � ��2��) �)
�.& ������� ���	������). ��
�) τ ∈ A�
:�� ��� det[g′(τ )] �= 0& �� � $��� ����'��	���� )2���)�� �� ����0�%
���� �'	� ���	
��% �� �)�� $������& �� ��

∃ i, j ∈ {1, . . . , n} :
∂gi(τ )

∂tj
�= 0 .

#��'�� �������������� ������-��	� θτ : t �−→ y � ��').2	�
����'	������ ���'������	��A

θτ :



y1 = t1 ,

. . . . . . . . . ,

yj = gi(t1, . . . , tn) ,

. . . . . . . . . ,

yn = tn .

5 B� !6

��� ������-��	�& �
��	'��& �*������ �� ����'	����& ����� �'��%&
� ��� ����	�� � ��
�� τ ����� ��
	����� 	 �����

det[θ′τ (τ )] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂gi

∂t1

∂gi

∂t2
. . .

∂gi

∂tj
. . .

∂gi

∂tn
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∂gi(τ )

∂tj
�= 0 ,

��� ��� $������ ∂gi(τ )
∂tj

��*�'	�� �� ������% '	������	 ����'��	�����
>�	����� ������ ������) �� �������� ������-��		& ����.
���& 
��
)2���)�� �������� ��������� Uτ ��
�	 τ & �����& 
�� '�� ����(
��-��	� θτ : Uτ −→ Ωτ := θτ (Uτ ) )2���)�� �'	�������� ��������
������-��	� θ−1

τ : Ωτ −→ Uτ . �� 5 B� !6 �
��	'��& 
�� ��� ����'	���(
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 �
������& �	���
$ �����	���

��� ���'������	� 	���� ��').2	% �	'A

θ−1
τ :



t1 = y1 ,

. . . . . . . . . ,

tj = hj(y1, . . . , yn) ,

. . . . . . . . . ,

tn = yn .

�� �������� θτ ◦ θ−1
τ = Id& � 
�����	& ��')�� ��-'����

yj ≡ gi(y1, . . . , h
j(y1, . . . , yn), . . . , yn) .

�� $���� ��-'���� � ��. �
���'� �������� ��������

xi = gi(y1, . . . , h
j(y1, . . . , yn), . . . , yn) ≡ yj ,

������� ����������& 
�� ������	+	� g◦θ−1
τ �*������ ����'	���)� ����&

������-��	� g : Uτ −→ g(Uτ ) ���'������� � �	'� ������	+		 '�)*
������-��	%& �*����.2	* ����'	���)A g = (g ◦ θ−1

τ ) ◦ θτ � ������)� $��
	 '�������). 
��� �������& 	����∫

g(Uτ )

f(x) dx =

∫
(g◦θ−1

τ )(Ωτ )

f(x) dx =

=

∫
Ωτ

(
f ◦ g ◦ θ−1

τ

)
(y) ·

∣∣det
[
(g ◦ θ−1

τ )′
]
(y)

∣∣ dy =

=

∫
θτ (Uτ )

(
f ◦ g ◦ θ−1

τ

)
(y) ·

∣∣det
[
(g ◦ θ−1

τ )′
]
(y)

∣∣ dy =

=

∫
Uτ

f [g(t)]
∣∣det

[
(g ◦ θ−1

τ )′
]
(θτ (t))

∣∣ · |det θ′τ (t)| dt =

=

∫
Uτ

f [g(t)] · |det g′(t)| dt .

?�.'� ��*�'	�∫
g(Uτ )

f(x) dx =

∫
Uτ

f [g(t)] · |det g′(t)| dt .
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3���%��� ���������% {Uτ
∣∣ τ ∈ A} ��� �������� ������	� ���(

-���� A� >)�� {ϕτ
∣∣ τ ∈ A} 4 �����-��	� �'	�	+� ���� C∞ '��

A& ��'
	������ $���) ������	.� :��'� ���%���
{
ϕτ ◦ g−1 ∣∣ τ ∈ A

}
�)'�� �����-��	�� �'	�	+� '�� ���-���� g(A)& ��'
	������ �����(
�	. {g(Uτ )

∣∣ τ ∈ A}� ������)� ����'����	� BM 	�������� �� �����	(

�����) ��������) ���-���)& 	���� ����
�������∫

g(A)

f(x) dx =
∑
τ∈A

∫
g(Uτ )

f(x)ϕτ [g−1(x)] dx =

=
∑
τ∈A

∫
Uτ

f [g(t)]ϕτ (t) · | det[g′(t)]| dt =

∫
A

f [g(t)] · | det[g′(t)]| dt . �

� 3� �������� ��� �4�#�'
:��0. � $!0�#� ����0�##�*

& ��!�#�* �#��+�! !*

�� 7�������� :����; � �9��� � n�	���	� ����	�	�

1◦. #���	� �������	
��	% ��� ����	���� >)�� g : D −→ G

4 '	11�����1	�� �����	 D ⊂ Rn �� ������ G ⊂ Rn � #������ ��
(
�) x0 ∈ D & 	 �)�� Kr(x0) ⊂ D 4 n(�����% 0�� '�����
�� ������
��'	)� r H +������ � ��
�� x0 � # ����-��		 '�� ��C��� ��� ����(
�� g(Kr(x0)) '����� ��
��� �����) ���������*& � ����� ��	���	�
������) <� ��'���=� :��'� ���)
	�

µn [g(Kr(x0))] =

∫
g(Kr(x0))

dx =

∫
Kr(x)

|det[g′(t)]| dt =

= |det[g′(ξ)]| · µn [Kr(x0)] , 5 B� B6

�'� ξ ∈ Kr(x0) 4 ��������� ��
��� �� 5 B� B6 ��*�'	�

|det[g′(ξ)]| =
µn [g(Kr(x0))]

µn [Kr(x0)]
. 5 B�  6



+6 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

>���*�'� �'�� � ���'��) ��	 r → +0 	 )
	����� ������������
1)��+		 | det g′|& ���)
	�

|det[g′(x0)]| = lim
r→+0

µn [g(Kr(x0))]

µn [Kr(x0)]
.

:��	� �������& �� ���)
	�	 ��').2	% ���)������

%����	� �$� ,�
�� g $ ��&&	����&��� �	����� |det[g′(x0)]|
��� ��:&&���	��� ���	�	��� n��	����� ���	� �	
���	��� ���"
���	
���
�� ����� x0 ��� ������	��� g  

2◦. #�
	�	� ��C�� n(������� ����������	��'� Π& �'�� 	� ���0	�
�������� ����'���  ��
���� ����'	���& � ������	 ����.�� ��'��(
��� ������� 5��'	)�(�������6A

(a1ν, a2ν, . . . , anν) ∈ Rn, �'� ν = 1, 2, . . . , n .

3��
��� ���'���	� '����% ����������	��' � )'����% '�� ��
	��(
�	% 1����� ,�� ��-�� ������	���� ��� ����� �'	�	
���� n(�������
�)��

Qn := [0 , 1]n =
{
(t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn

∣∣ 0 � tν � 1 , ν = 1, 2, . . . , n
}

��	 �	��%��� ������-��		

g :


x1 = a11t1 + a12t2 + . . . a1ntn ,

x2 = a21t1 + a22t2 + . . . a2ntn ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

xn = an1t1 + an2t2 + . . . anntn .



�  � ������	
� �	��"���& +*

>�	����� 1���)�) ������ ���������* � n(������� 	��������& 	����

µn(Π) =

∫ ∫
· · ·

∫
g(Qn)

dx1dx2 . . . dxn =

∫ ∫
· · ·

∫
Qn

| det[g′(t)]| dt1 . . . dtn =

=

∫ ∫
· · ·

∫
Qn

mod

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ dt1 dt2 . . . dtn =

= mod

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
1∫

0

dt1

1∫
0

dt2 . . .

1∫
0

dtn =

= mod

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

�'� 	���� mod ����
��� ��')�� 5����.��). ���	
	�)6� 31���)�	(
�)�� ���)
����% ���)������

%����	� �,� 2��	� n��	����� ����	�	���	�� �	���� ��������
������
� �����	 n ����
����	������� ��	� ������ ���	�	���	�
��� 
�
���	����� �� �������� �����) �	������ 

3◦. ������	� 	����	������� n(������� ��C��� ��	 ������2��	(
�*� ,	�	�	�	����� � ���
���
��	 Rn �
�����
� ������ ���	"�
��	 ��	��������� 
 ��������� ����� ±1 5�� �� ������	+		 �����(
������* ��������& ��������� 	 ����-��	%6� >)�� tST5x6 4 ������(
2��	�& �� �� | det[g′(t)]| ≡ 1� ,�	 A ⊂ Rn 4 	����	��� �� 7��'��)
���-����& �� 	����

µn(g(A)) =

∫
g(A)

dt =

∫
A

| det[g′(x)]| dx =

∫
A

dx = µn(A) .



+, ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

�� 7�������� ��� ����!�� ���������  R2

>��� '��������* ����'	��� ��	����� ��������������	 ����'	(
�����	 �� ������	 R2 ����.�� �������	 ���������� 3���� ��-')
'���������	 (x , y) 	 ��������	 ����'	�����	 (r , ϕ) ��'����  ��(
��2�. ��').2��� ������-��	�

g :

{
x = r cos ϕ ,

y = r sin ϕ ,
5 B� J6

�'� r � 0 4 �������" ����
& � ϕ ∈ [0 , 2π] 4 �������" ����� R���	��
������-��	� 5 B� J6 ����� ��
	�����

det[g′(r, ϕ)] =

∣∣∣∣∣∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos ϕ −r sin ϕ

sin ϕ r cos ϕ

∣∣∣∣ = r · (cos2 ϕ + sin2 ϕ) = r .

>�$���) 	����∫∫
g(D)

f(x, y) dxdy =

∫∫
D

f(r cos ϕ, r sin ϕ) r drdϕ . 5 B� "6

� �����
 
���
� � ��	�����	� ���� &������ 
��	��	� 	�
������ 	����
��� =����� =���
�	������ 
��	��	� �����#'	� 	������:∫∫

DR

e−x2−y2

dxdy ,

��� DR =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 � R2, x � 0, y � 0
}

; ���
���� ����� ��"'� 

���
�� �
����� =������� � �������� �����	���� 	����

∫∫
DR

e−x2−y2

dxdy =

π�2∫
0

dϕ

R∫
0

e−r2

r dr =
π

2

R∫
0

e−r2

r dr =
π

4
e−r2

∣∣∣∣R
0

=
π

4
· (1 − e−R2

) .

=���� ������ J(R) :=
R∫
0

e−x2
dx  0���

[J(R)]2 =

R∫
0

e−x2

dx

R∫
0

e−y2

dy =

∫∫
[0,R]×[0,R]

e−x2−y2

dxdy .



�  � ������	
� �	��"���& +/

=� �
����
� �����������	 	������ 	���� ���
����
∫∫
[0, R√

2
]×[0, R√

2
]

e−x2−y2

dxdy <

∫∫
DR

e−x2−y2

dxdy <

∫∫
[0,R]×[0,R]

e−x2−y2

dxdy ,

�
���	����� �����#'	�:[
J

(
R√
2

)]2

<
π

4
· (1 − e−R2

) < [J(R)]2 .

=������� ����� � ������� ��	 R → +∞ � ������� �
����
� [J(+∞)]2 = π�4 �
������ 	�
���� ������� ����	� �����	� 	������ =�����:

+∞∫
0

e−x2

dx =

√
π

2
.

H<����	� ; ���� ��� ���� ��� �
����
� �� "� ���
	���� �� �
"�� �
 ;
������I ; ���� 
 �
��	 � ��	� ���� %���
	�� 

$������	� �'� ��	� ��	��� � ��	�����	� ��	
��	������ �����	�� 
 R2  
���	��	� 	������

I =

∫∫
G

x2 sin(xy)

y
dxdy ,

��� G ; ������� ����	����� �������� ������	

y =
x2

a
, y =

x2

b
, x =

y2

p
, x =

y2

q
, ��� 0 < a < b , 0 < p < q .

� �
���� ��
�� ���������� 8��	
��	������ �����	���9 u , v �� &������
y =

x2

u
, a � u � b ,

x =
y2

v
, p � v � q .

����	� 	� ��	� ��
���	� (x, y) ����� (u, v){
x = u2�3v1�3 ,

y = u1�3v2�3 .

7��#� ����	� ������ ���	�
�����

∂x

∂u
=

2

3
u−1�3v1�3;

∂x

∂v
=

1

3
u2�3v−2�3;

∂y

∂u
=

1

3
u−2�3v2�3 ∂y

∂v
=

2

3
u1�3v−1�3 ,

�;��( 
�����	- �� %� ����	 =�� $� �	
��	�/��  ��*������� ����� � ����������
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$ �����	���

	 ����	�
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ =
4

9
− 1

9
=

1

3
.

0����� 
��	����� ����� 	������

I =

∫∫
G

x2 sin(xy)

y
dxdy =

1

3

∫∫
[a,b]×[p,q]

u4�3v2�3 sin(uv)

u1�3v2�3
dudv =

=
1

3

b∫
a

u du

q∫
p

sin(uv)dv
1

3

b∫
a

[cos pu−cos qu]du =
1

3

[
sin pb − sin pa

p
− sin qb − sin ga

q

]
. �

#� <������������ � �:��������� ���������  R3

# ���������� R3 ����� '��������* (x, y, z) ��	����� ��������(
������	 ����.�� ���������	
��	 (r, ϕ, z) 	 
&	���	
��	 (ρ, ϕ, θ) ��(
��'	�����

8�������� ����'	���� ����-�.�� 
���� +	�	�'�	
��	�  ��(
��2�. ��').2��� ������-��	�

g :


x = r cos ϕ ,

y = r sin ϕ ,

z = z ,

r � 0 , 0 � ϕ � 2π , z ∈ R . 5 B� �6

����'	������	 �����*�����	 +	�	�'�	
���% 	���� ����'	���
����.��A ������	 z = const& ���)������	 ϕ = const 	 +	�	�'(
�� r = const 5��.'� 	 ������	� ����'	���6� R���	�� ������-��	�
5 B� �6 �����

det[g′(r, ϕ, z)] =

∣∣∣∣∣∣
cos ϕ −r sin ϕ 0
sin ϕ r cos ϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r .

3��'���������& 1���)�� ������ ���������* ��	 ����*�'� �� '����(
����* ����'	��� � +	�	�'�	
��	� 	���� ��').2	% �	'A∫∫∫

g(D)

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
D

f(r cos ϕ, r sin ϕ, z) r drdϕdz .



�  � ������	
� �	��"���& ++

8�������� ����'	���� ����-�.�� 
���� 1��	
��	�  ����2�.
��').2��� ������-��	�

g :


x = ρ cos ϕ cos θ ,

y = � sin ϕ cos θ ,

z = ρ sin θ ,

ρ � 0 , 0 � ϕ � 2π , −π

2
� θ � π

2
. 5 B� K6

����'	������	 �����*�����	 1��	
���% 	���� ����'	��� ��(
��.��A ���)������	 ϕ = const& ���)� θ = const 	 1��� ρ =
= const 5��.'� 	 ������	� ����'	���6� #�
	�	� ����	�� ������-�(
�	� 5 B� K6

det[g′(ρ, ϕ, θ)] =

∣∣∣∣∣∣
cos ϕ cos θ −ρ sin ϕ cos θ −ρ cos ϕ sin θ

sin ϕ cos θ ρ cos ϕ cos θ −� sin ϕ sin θ
sin θ 0 ρ cos θ

∣∣∣∣∣∣ =

= ρ2 cos θ

∣∣∣∣∣∣
cos ϕ cos θ − sin ϕ − cos ϕ sin θ

sin ϕ cos θ cos ϕ − sin ϕ sin θ
sin θ 0 cos θ

∣∣∣∣∣∣ = ρ2 cos θ .

3��'���������& 1���)�� ������ ���������* ��	 ����*�'� �� '����(
����* ����'	��� � 1��	
��	� 	���� ��').2	% �	'A∫∫∫

g(D)

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
D

f [g(ρ, ϕ, θ)] ρ2 cos θ dρ dϕ dθ .

$� ���	��� � 9�	�� ����	���  n������� ���������

B� #�
	�	� n(������% 	������� >)����

I :=

∫
Rn

e−xAx t · dx , 5 B� L6

�'�

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn , xt :=

x1
���

xn

 .



+. ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

>��'����-	�& 
�� A 4 	�����	
��� n × n(����	+�& � x �−→ xAxt

4 ����-	������ ����'������� ���'���	
��� 1�����
�� ������� 	������& 
�� �.�). ���'���	
�). 1���) ��-�� ����(

��������� ������������	�� x = tH ��	���	 � �����	
����) �	')
5� �� ����	+) 4 � '	����������) �	')6A

xAxt = tHAH ttt = λ1t
2
1 + . . . + λnt

2
n ,

�'� λ1 > 0, . . . , λn > 0 4 *�������	�	
��	� 5���������6 
	��
����	+� A& ��	
�� det A = λ1 · . . . ·λn � >��	���'� � 	�������� 5 B� L6
�����) x = tH 	 )
	�����& 
�� | det H| = 1& ���)
	�

I =

+∞∫
−∞

e−λ1t
2
1dt1 · · ·

+∞∫
−∞

e−λnt2ndtn =

√
π

λ1
· . . . ·

√
π

λn
=

√
πn

det A
.

����& ����
������� 	����∫
Rn

e−xAx t · dx =

√
πn

det A
.

 � /�����	� ������ ����*�' �� '��������* ����'	��� � 1��	(

��	� � ���������� Rn. 8�������� ����'	���� ������
	� 
����
x = (x1, . . . , xn)& � 1��	
��	� 4 
���� Φ = (r, ϕ1, . . . , ϕn−1) . ���	(
	���� ��-') '���������	 	 1��	
��	�	 ����'	�����	 ��'����
 ����2�. ��').2��� ������-��	�A

g :



x1 = r cos ϕ1 ,

x2 = r sin ϕ1 cos ϕ2 ,

x3 = r sin ϕ1 sin ϕ2 cos ϕ3 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

xn−1 = r sin ϕ1 sin ϕ2 . . . sin ϕn−2 cos ϕn−1 ,

xn = r sin ϕ1 sin ϕ2 . . . . sin ϕn−2 sin ϕn−1 ,

5 B� M6

�'� r � 0 , 0 � ϕ1 � π , . . . , 0 � ϕn−2 � π , 0 � ϕn−1 � 2π . 8��
��
	���	� ����	��� $���� ������-��	� ���������� +������������



�  � ������	
� �	��"���& +1

����%�	 �� ������ ��'��	� 5 B� M6 ������-��	� g � ��� �������) ��(
'��	.A

F 1 ≡ r2 − (x2
1 + x2

2 + x2
3 + . . . + x2

n) = 0 ,

F 2 ≡ r2 sin2 ϕ1 − (x2
2 + x2

3 + . . . + x2
n) = 0 ,

F 3 ≡ r2 sin2 ϕ1 sin2 ϕ2 − (x2
3 + . . . + x2

n) = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

F n ≡ r2 sin2 ϕ1 sin2 ϕ2 . . . sin2 ϕn−1 − x2
n = 0 .

���	0�� $�) 	���) � �	'� �'���� ���������� )������	� F (Φ, x) =
= 0 � 8	11����+	�)� $�� )������	�& 	����

F ′
Φ(Φ, x) + F ′

x(Φ, x) ◦ g′(Φ) = 0 .

?�.'� ��*�'	� ���	���'�). 5��������6 ������-��	� 5 B� M6

g′(Φ) = −
(
F ′

x
)−1 ◦ F ′

Φ .

>���*�'� �'�� � ����	+��& ��*�'	� ����	+) R���	 ������-��	�
5 B� M6A

[
g′(Φ)

]
= − [F ′

x ]−1 ·
[
F ′
Φ

]
& � ��.'� 4 	����% ����	��

J := det [g′(Φ)] = (−1)n ·
det

[
F ′

Φ
]

det [F ′
x ]

. 5 B� N6

���-	���� (−1)n �'�� ����	�� �� ����& 
�� ��	 ����*�'� �� ����	+
� ����'��	����� ��'� �����	 ���-	���� 5(B6 �� ����" 
����� ���(
�	+�� #�
	�	� ������ ����	�� J & ����*�'� � �����% 
��	 ��������



+4 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

5 B� N6 � ����'	�����

J = det [g′(Φ)] = (−1)n ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F 1

∂r

∂F 1

∂ϕ1
· · · ∂F 1

∂ϕn−1

∂F 2

∂r

∂F 2

∂ϕ1
· · · ∂F 2

∂ϕn−1

· · · · · · · · · · · ·
∂F n

∂r

∂F n

∂ϕ1
· · · ∂F n

∂ϕn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F 1

∂x1
· · · ∂F 1

∂xn

· · · · · · · · ·
∂F n

∂x1
· · · ∂F n

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2r 0 · · · 0

2r2 sin2 ϕ1 2r2 sin ϕ1 cos ϕ1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · 2r2
n−2∏
k=1

sin2 ϕk · sin ϕn−1 cos ϕn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2x1 · · · · · · · · · · · ·

0 −2x2 · · · · · · · · ·
0 0 −2x3 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · −2xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

?�� ����'�	* ����'��	���� 4 ���)�������& 	 �����) ��-'�% 	� �	*
����� ���	���'��	. ��� '	���������* $��������� >������-�� � 
	(
�	���� 	 � ����������� '	���������� $������� ����'��	����%& ���)(

	� ���� ����2��	% ����
�������� ����-��	� '�� 	������ ����	(
���A

J = rn−1 sinn−2 ϕ1 · sinn−3 ϕ2 · . . . · sin2 ϕn−1 · sin ϕn−2 . 5 B�J!6

3��������).2�� 1���)�� ������ ���������* � n(������� 	������(



�� 	���� ��').2	% �	'A∫ ∫
· · ·

∫
g(A)

f(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn =

=

∫ ∫
· · ·

∫
A

f [g(r, ϕ1, . . . , ϕn−1)] · J · drdϕ1 . . . dϕn−1 , 5 B�JB6

�'� ����	�� J ��
	����� �� 1���)�� 5 B�J!6�
	
���
� ���	��	�� n������� ��?�� Vn n�������� ��

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n � R2 .

� =������� �� ������
�� �����	�� � �&��	����	�� 	�������� ���� �
���
��
�

π�2∫
0

sink ϕdϕ =

√
π Γ

(
k+1
2

)
2 Γ

(
k
2

+ 1
) ,

����� 	����

Vn =

∫ ∫
· · ·

∫
x2
1+...+x2

n�R2

dx1dx2 . . . dxn =

=

R∫
0

rn−1dr

π∫
0

sinn−2 ϕ1 dϕ1

π∫
0

sinn−3 ϕ2 dϕ2 . . .

π∫
0

sin ϕn−2 dϕn−2

2π∫
0

dϕn−1 =

=
Rn

n
· 2π · 2n−2 ·

π∫
0

sinn−2 ϕ1 dϕ1

π∫
0

sinn−3 ϕ1 dϕ2 . . .

π∫
0

sin ϕ1 dϕ1 =

=
πRn

n
· 2n−1 ·

√
π Γ

(
n−1

2

)
2 Γ

(
n−2

2
+ 1

) ·
√

π Γ
(

n−2
2

)
2 Γ

(
n−3

2
+ 1

) · . . . ·
√

π Γ(3
2
)

2 Γ(2
2
+1)

·
√

π Γ(1)

2 Γ(1
2

+ 1)
=

=
πRn

n
· 2πn�2 · 1

Γ(n�2)
=

2πn�2Rn

nΓ(n�2)
.

J��� 	����

Vn =
2π

n
2 Rn

nΓ
(

n
2

) . 8,* /,9

J� ���� &������ ��	 n = 1, 2, 3 �����#��� 	�
������ &������ ��� ��	�� ���
����� ���'�	 ����� ��?�� �� ����
����
���� 



.6 ���� ��� %����
 �
������& �	���
$ �����	���

D	&&�����	��� �
����
� �� ������� R � ������� &������ ��� (n − 1)�
������� ��?�� (n − 1)������� �&��� Sn−1 : x2

1 + . . . + x2
n = 1 :

µn−1(Sn−1) =
2π

n
2 Rn−1

Γ
(

n
2

) .



����� ��
�������;�� 9��5����
�	7<�	�=��� 
������


��	������� � ��	��������
��������

� ���� ��
� 	���#��� ��	
��	������ 	 ��
���������� 	������� D����

�����	� 
�
�� ����	����	� &����� G�	�� (����� G��� ; 7������������ 

� �� 
��&� �#�1#�� �#��+�! �

�� ���� ���� ������! ��� �!  Rn � 7������+�! ����	���

���������� �2� ,��5�� � Rn �
�����
� ������ �	��	����
��	 ������	��	 r : [a , b] −→ Rn � ��	 [a , b] ⊂ R ,��� ����	�
�
��������� 	
�� r(a) = r(b)� � ����������� 	
�� r(a) �= r(b) 
,��� ����	�
� ���
����� 	
�� t1 �= t2 =⇒ r(t1) �= r(t2)� ����
�	 
���� r(a) = r(b) ��� �������) ���	" ,��� ����	��

� ������� 	
�� 
��	
���	� �	��	����� ���������� r ′ � ����	�
∀t ∈ [a , b] : r ′(t) �= 0  

����� ����'��	�� �����	� '�	�� �)�	& ������� ����	��	� T =
= {t0 , t1 , . . . , tN} ������� [a , b]& �'�

a = t0 < t1 < . . . < tN = b , ∆k := [tk , tk+1] , ∆tk := tk+1 − tk ,

	 ��
	�	� ��
��� '�	�) l(T ) ������% �	�		& ����'��������� �(
�'	��.2�% ��
�	 r(t0), r(t1), . . . , r(t0)A

l(T ) =
N−1∑
k=0

|r(tk+1) − r(tk)| =
N−1∑
k=0

√√√√ n∑
j=1

[xj(tk+1) − xj(tk)]
2 , 5  �B6

�>��*(� +�� ���"#�7� ������������		�� ������� +����� �� �� ��(����$ ���#����,

�� r = r (t) - *(� t  ��������
���� �����	����



., ���� ��� !����	�*�
� +�	��


�'� x1(t), . . . , xn(t) 4 ����'	���� ������� r(t)�

���������� �3� ,��� ����	�
� 
������	���� 	
�� 
��	
��
��	� ���	���" ��	�	� 
��� 5  �B6 ��� 
��	��	��� � ���� �	���
��
����	��� T, � :��� ��	�	� ����	�
� �����" ����/

l := lim
λ(T )→0

l(T ) = lim
λ(T )→0

N−1∑
k=0

|r(tk+1) − r(tk)| . 5  � 6

%����	� �.� #
�� ���� r : [a , b] −→ Rn $ �����"� �� �� $

������	��"�  ��� 	�� ����� 
���	����� ��	�
���

l =

b∫
a

|r ′(t)| dt =

b∫
a

√
[x′

1(t)]
2 + . . . + [x′

n(t)]
2 dt . 5  �J6

� >�	����� ������) 9�����-� � ����
��* ��	��2��	�*& �����(
���)�� ����). 
��� �������� 5  �B6� :��'� ���)
	�

l(T ) =
N−1∑
k=0

√√√√ n∑
j=1

[
x′

j(tθjk
)
]2

∆tk , 5  �"6

�'� θjk ∈ [tk , tk+1] ��	 k = 0, 1, . . . , N −1� >������) ����-��	� ��
��
θjk ���		� �� ������ �� k & �� 	 �� j & �� )��� 5  �B6 �� ������� 	���(
�������%� 8�� ��
	���	� �� ���'��� ����	� 	���������). )��)
	�������� 5  �J6& ���� � ��
���� ������� ����
����* ��
�� ������
θ = (θ10, θ11, . . . , θ1,N−1)A

σ(|r ′|; T, θ) =
N−1∑
k=0

√√√√ n∑
j=1

[
x′

j(θ1k)
]2

∆tk . 5  ��6

8�� �+���	 ������	 ��-') )����	 5  �"6 	 5  ��6 ��	���	� ����(
������ ���)�����	�� � ��').2�% 1����A∣∣∣∣√a2

1 + a2
2 + . . . + a2

n −
√

a2
1 + b2

2 + . . . + b2
n

∣∣∣∣ �

�
√

(a2 − b2)2 + . . . + (an − bn)2 � |a2 − b2| + . . . + |an − bn| .



� �� �	��������
� �����	�
 ./

������)� ���& 	����A

|l(T ) − σ(|r′|; T, θ)| =

=

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

√√√√ n∑
j=1

(
x′

j(θjk)
)2 −

√√√√ n∑
j=1

(
x′

j(θ1k)
)2

∆tk

∣∣∣∣∣∣ �

�
N−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
√√√√ n∑

j=1

(
x′

j(θjk)
)2 −

√√√√ n∑
j=1

(
x′

j(θ1k)
)2

∣∣∣∣∣∣∆tk �

�
N−1∑
k=0

n∑
j=2

√[
x′

j(θjk) − x′
j(θ1k)

]2
∆tk �

�
n∑

j=2

N−1∑
k=0

|x′
j(θjk) − x′

j(θ1k)|∆tk �
n∑

j=2

[
N−1∑
k=0

ω(x′
j; ∆k) · ∆tk

]
→ 0

��	 λ(T ) → 0 � 	�) ��	���	� 8���) 	�����	�)����	 ����������*
1)��+	% x′

2, . . . , x
′
n � :��	� �������& ���'��� )�� 5  �"6 	 5  ��6 ���(

��� >�$���) ����� 	 1���)�� 5  �J6 . �
���������� ��� *� �����) ���� r : [a , b] −→ Rn �

ρ : [α , β] −→ Rn �
�����
� ������ :�����	������� 	
�� 
��
�	
���	� ��&&	����&��� τ : [a , b] −→ [α , β]� ���"� ���

∀t ∈ [a , b] : ρ[τ(t)] ≡ r(t) .

9���� ��������& 
�� ��� ����'������� ����0��	� $��	���������	
����'��� 	�������	 ��%����	 �	&�	�
����
��� 
���	������
�� �
����������
��� >�$���) ���-���� ��* ���'�	* �)��% ����'���(
� �� ������� ���������.2	�� ����& ��-'�% 	� ������* ���	�
	� ��* $��	��������* ��-') ���% ���'�	* �)��%& 	 �� ��	*�'	� �
�����	. �����" �����"�

���������� ��� >������ ������� �
�����
� ������ ��
�

� :�����	����) �	��� 
���" �����) ���	" �� ����-	��� :����
��	����
��� ��	�	����� � ���	�	�	��� A? 

# ���	
	� �� �)�	& �'� ��������	��+	� 1	�	�)���& �� �'��% 	
��% -� ��	��% ���)� ��'������ ����	
��� ��������	��+		�



.2 ���� ��� !����	�*�
� +�	��


%����	� �/� #
�� �����	 ���� r : [a , b] −→ Rn �
ρ : [α , β] −→ Rn :�����	����� �� �) ����� ���� 

� >)�� ��'��� '�	�� �)�	 ρ : [α , β] −→ Rn & α < β A

l =

β∫
α

|ρ ′(τ)| dτ .

>��	���'� � $��� 	�������� �����)  ����2�. ����	�).2��� $��	(
���������� '	11�����1	��� τ = τ(t) 	 ���'�������& 
�� $��� '	1(
1�����1	�� ���������& 	����

l =

β∫
α

|ρ ′(τ)| dτ =

b∫
a

|ρ ′[τ(t)]| τ ′(t) dt =

b∫
a

|r ′(t)| dt .

,�	 -� $��� '	11�����1	�� )������& ��

l =

β∫
α

|ρ ′(τ)| dτ = −
a∫

b

|ρ ′[τ(t)]| · |τ ′(t)| dt =

b∫
a

|r ′(t)| dt . �

���������� * D������ ������ ������� ��� ��	� ��	
�� 	�
�	���
�� � � �� �
	�	� �� 
���� ������	��		 � ��� 8�� ���� ���	� ������� ��
������
����9 

, =�������� ���	�
���� 
 
����� ������	��		 ����� ��	
��� ��"�� �
��� 
��	��� ������	��		� 
������� � ����	 ����	� �����	� ��� 	�	 	���

������
 

=����� ���	���� ��	
� ��� 
 
	�� ���	 r : [a , b] −→ Rn, a < b  =���
"��� ���  	� � 
� ��	�� ����!� ������	��� � ������� 
�	���!� �����	�� 	� "�


������ ��"�� ���	� ���������� ����� ��!�

s = s(t) :=

t∫
a

|r ′(u)| du , 0 � s � l . 8,, .9

� 0� �� s′(t) ≡ |r ′(t)| > 0 � �� &����	� 8,, .9 ������ 
������� =������
� ��� ��'���
��� ��	���
���� ������ &����	� t = t(s) � ������ ��"� ������

�������� ��	���

t′(s) =
1

s′(t)
=

1

|r ′(t)| > 0 .



� �� �	��������
� �����	�
 .+

=������ �����"��	� 8,, .9 ; �	&&�����&	���  ������	
���# ��	
�# ��"�
�� ���� ��
���	�� r = ρ(s) := r (t(s)) � s ∈ [0 , l] . �

, D�� ������	��		 r = ρ(s) 	���� |ρ ′(s)| ≡ 1 � 	 
 �
��	 � ��	� ������
s ��	���� ���
�� ��	�������� 

/ � �����
� ��	����
 ��	
���� ����� �'� &������ ��� ��	� �����	� 	 ����
������
����� ��	
��:

l =

b∫
a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt ,

l =

b∫
a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt .

�� "�� ����!�� �������� ���� ���� &�� ���� ����'

>)�� γ 4 ���'��� ��	���& ��'����� ��������	
��	 � �	'� ����(
��-��	� r : [a , b] −→ D & �'� [a , b] ⊂ R& a < b& D ⊂ Rn 4 �������
>)�� ��'��� ����������� 1)��+	�� f : D −→ R�

���������� �#� +�������	"��" ���	��� ?��� ��� �� &������
f �� �����" γ ���	�	��	�
� ��	�
����

∫
γ

f(r) ds :=

b∫
a

f [r(t)] · |r ′(t)| dt . 5  �L6

���	0�� $�� ����'����	� 
���� ����'	����� ,�	

r(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ,

�� �������� 5  �L6 �)'�� �����'��� ���A

∫
γ

f(x1, . . . , xn) ds :=

b∫
a

f [x1(t), . . . , xn(t)]·
√

(x′
1(t))

2 + . . . + (x′
n(t))

2 dt .

�8���7 ������7 ���*(� ���"#�7� ���� �	� ����- �+��(�����"� # �&����� D �



.. ���� ��� !����	�*�
� +�	��


# �)
�� �����% ��	��%& �� �� ��	 n = 2& 	����∫
γ

f(x, y) ds :=

b∫
a

f [x(t), y(t)] ·
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt .

# �)
�� �������������% ��	��%& �� �� ��	 n = 3& 	����∫
γ

f(x, y, z) ds :=

b∫
a

f [x(t), y(t)] ·
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt .

3)2�������	� ��	���	��%���� 	�������� B(�� ��'� �����
	�����
���& 
�� � �����% 
��	 �������� 5  �L6 ��*�'	�� 	������� /	���� ��
����������% 1)��+		� ����� ����& �������� 5  �L6 ��������� �����(
����	�� �Q���0). 
��� ��%�� 	�������� /	���� �� ��	���	��%���
	�������� B(�� ��'�� >�$���) �'�� ������	��& � �������& �� ���(
�	
	�*�

���������� �$� B
�����
� 
������ ��� �� :�����	����)
���� r1 : [a1 , b1] −→ D � a1 < b1 � � r2 : [a , b] −→ D � a2 < b2 �
���	�������� �������� ;��������������<� 	
�� ��&&	����&���
τ : [a1 , b1] −→ [a2 , b2]� ��	
�	������" �) :�����	����
��� ����
�
�	� ;����	�< 2��	���������" �����" �
�����
� ������
��

 :�����	����
�� �������� ���	���������) ���	" 

���������� 7����� ��
���� ���� ��	����	# ���	 r = r (t) � a � t � b ;

��� ���	�� ���� � ��� ���
���	� �����: �� ����	 r (a) � ����� r (b) � 	�	

������� 0�	� ������� � ���	 8 ���	�� 	 � ��	
��9 	��#��� �
� ��	����		 

7��� 	� �	� ��	�#� ����"	�������� 	 ���� ����� ����
���� ���	�������� 

>���*�'	� � 	���-��	. ��%���
1◦ � +�������	"��" ���	��� ?��� ��� �� �����" γ �	 ���
�� ��

���	������� �����" γ  � �
���
��� �� �	 ���
�� � �� ���	��
���� �����" γ  

� �*�'� 	� ����'����	� 5  �L6& ������� '�)��� ��������	
����
��'��	� ��	��% γ A ρ : [α , β] −→ D & α < β & 	 �)�� t = t(τ) 4
'	11�����1	��& �����
	��.2	% $��	����������A r [t(τ)] ≡ ρ(τ)�
>��	���'� � �����% 
��	 �������� 5  �L6 �����) t = t(τ)& τ = τ(t)&



� �� �	��������
� �����	�
 .1

���)
	�

∫
γ

f(r) ds :=

b∫
a

f [r(t)] · |r′(t)| dt =

=

τ(b)∫
τ(a)

f [r(t(τ))] · |r′(t(τ))| · t′(τ) dτ =

β∫
α

f [ρ(τ)] · |ρ′(τ)| dτ ,

��	
�� �����		�� �� ����& �������.� 1)��+		 t = t(τ)& τ = τ(t)&
	�	 )����.�� �

���������� =�����	��� ��	
�# γ ��������� �������� 8����������
��	��� ���	9� �����	� ∫

γ

f(r ) ds =

l∫
0

f [r (s)] ds .

���������� �,� ,�
�� γ1 � γ1 $ ��	 �����	 �����	� ���	�
��	 
����	�
��	��� ����	����� r = r1(t)� a � t � c� � r = r2(t)�
c � t � d� ����	� ���������
� �
�����

r1(c) = r2(c) , r ′
1(c) = r ′

2(c) �= 0 . 5  �M6

8) ���������	" ����	� ������ ������ γ1 ∗ γ2 � ���	��� 
�	����
��� ����	��	�/

r =

{
r1(t) , a � t � c ,

r2(t) , c � t � b .

2◦ 5��%��� �''	�	����	6� � ������	���) ���	�	�	��� AC ��		�∫
γ1∗γ2

f(r) ds =

∫
γ1

f(r) ds +

∫
γ2

f(r) ds . 5  �N6

���������� $
����
� 8,, 59 �
������ ������� ������
	�� �
����
 ��	�	
�

����	 	������ $	�� 7�� ������� ���
���	
�� 	 
 ��� ������ ���� �
���

��
 8,, 49 8���� 	�	 ��9 �� 
������#��� J��� ��
���� �����	� ��	
��	�������



.4 ���� ��� !����	�*�
� +�	��


	������ 	 �
����
� ��	�	
����	 ������#��� �� ������ ��� ����	�� �� 	 ���

������������	� 8	 �"� �� ���������� �
L�����9 ��	
�� 

2◦ 5�+����6� #
�� |f(r)| � M � �� |
∫
γ

f(r) ds| � M ·l � ��	 l $ ����

�����" γ  
� ������)� 5  �L6& 	����∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(r) ds

∣∣∣∣∣∣ :=

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f [r(t)] · |r ′(t)| dt

∣∣∣∣∣∣ � M

b∫
a

|r ′(t)| dt = M · l . �

/�����	� �'�� ��	��-��	� ��	���	��%��* 	��������� B(�� ��(
'�� >)�� ��	��� γ ���'������� ���% ��	���	��%��% ����	% ���'��(
��'��% ���-���� ?�����
	� 
���� ρ(x) �	��%�). �������� ���-(
�� � ��
�� x � >)�� ����)��� ����'��	�� 	 ��
	�	�� ��) M
���-��� 3 $��% +���. ������� ���	���'�� ����	��	� ���-�� ��
����� 
��	 γ0 , γ,, . . . , γN−1 � @� ��-'�% 
��	 ������� �� ��
��
P0 , P1 , . . . , PN−1 	 �)'�� ��	��	-���� 
	���� ��-'). 
��� γk �'(
����'��� ���-���  ��������% ��������.& �����% ρ(Pk)� :��'�
	����� ��� �)'�� ��	��	�	������ �����%

M ≈
N−1∑
k=0

ρ(Pk) · ∆sk , 5  �B!6

�'� ∆sk 4 '�	�� ��	��% γk � >���*�'� � 5  �B!6 � ���'��) ��	 ������(
�		 � �)�. ������	 ����	��	�& ��	 ��������* �����	
��	�* ���)
	�
��
��� ���
��	� 	����% ���

M =

∫
γ

ρ(x) ds .

#� "�� ����!�� �������� ���� ���� &�� ���������	'

>)�� ���� γ 4 ���'��� ��	���& ��'����� ��������	
��	 � �	'�
������-��	� r : [a , b] −→ D & �'� [a , b] ⊂ R& a < b& D ⊂ Rn 4 ��(
����� �)'�� 
	���� ��	�). γ ��	���	�������% ���������	�� �� a



� �� �	��������
� �����	�
 .5

� b� >)�� F : D −→ Rn 4 ����������� ������-��	��  ����'	���(
���	 1)��+	��	 F = (P1, . . . , Pn)�

���������� �.� +�������	"��" ���	��� A��� ��� �� ���	��
��������" �����" γ �� ������	��� F ���	�	��	�
� ��	�
����

∫
γ

〈F |dr〉 =

∫
γ

[P1(x)dx1 + . . . + Pn(x)dxn] :=

b∫
a

〈F (r(t)) | r′(t)〉 dt =

=

b∫
a

{P1[r(t)] · x′
1(t) + . . . + Pn[r(t)] · x′

n(t)} dt . 5  �BB6

���������� � ������ ����� n = 2 	���� ���������	� ��	
��	������� 	��
����� ,��� ��� �� ������� ��	
��

∫
γ

[P (x, y) dx + Q(x, y)dy] :=

b∫
a

{P [x(t), y(t)] · x′(t) + Q[x(t), y(t)] · y′(t)} dt .

� ������ ������ ����� n = 3 	���� ���������	� ��	
��	������� 	������
,��� ��� �� ���������
����� ��	
��∫

γ

[P (x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz] =:

:=

b∫
a

{
P [x(t), y(t), z(t)] x′(t) + Q [x(t), y(t), z(t)] y′(t) + R [x(t), y(t), z(t)] z′(t)

}
dt .

3)2�������	� ��	���	��%���� 	��������  (�� ��'� �����
	�����
���& 
�� � �����% 
��	 �������� 5  �BB6 ��*�'	�� 	������� /	��(
�� �� ����������% 1)��+		� ����� ����& �������� 5  �BB6 ���������
�������	 ������� ��%��� 	�������� /	���� �� ��	���	��%��� 	�(
�������  (�� ��'�� >�$���) �'�� ������	�� ������ �� *�'���* 	
����	
	�*& )2���).2	* ��-') ��	���	��%���	 	���������	 B(��
	  (�� ��'�� #�-��%0	� ���	
	�� ��	���	��%���� 	��������  (�� ��'�

�8���� ���&��%���� ���*(� ���"#�7� ������	� ����- �+��(�����"� # �&����� D �
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�� ��	���	��%���� 	�������� B(�� ��'� ������� ��& 
�� ��	 	�����(
�		 ��	����+		 ��	��% 	�����	�����	� ��	���	��%��% 	�������  (��
��'� ������ ����� 31���)�	�)�� $�� ��').2	� ��������

1◦ � +�������	"��	 ���	���� A��� ���� �����	 �� ���� :�����
�	����� ������ ����� 	
�� :�� ���� ���	�������� ��������� �
�������
� ������ 	
�� :�� ���� ���	�������� �������������
�� 

� >)�� γ1 4 �)��& $��	��������% �)�	 γ & � ρ = ρ(τ)& α � τ � β &
4 ��� ��������	
���� ��'��	�� >)�� t = t(τ) '	11�����1	��& ��(
��%& 
�� r [t(τ)] ≡ ρ(τ)� >��	���'� � 	�������� 5  �BB6 �����) ����(
������� t = t(τ)& τ = τ(t)& ���)
	�

∫
γ

〈F | dr〉 =

b∫
a

〈F [r(t)] | r′(t)〉 dt =

τ(b)∫
τ(a)

〈F [r(t(τ))] | r′(t(τ))〉t′(τ) dτ =

=

τ(b)∫
τ(a)

〈F [ρ(τ))] |ρ′(τ)〉 dτ = ±
∫
γ1

〈F | dρ〉 ,

�'� ���� <U= ������ � �)
�� α = τ(a)& β = τ(b)& 
�� ��������)(
�� �*�����	. ��	����+		& � ���� <(= ������ � �)
�� α = τ(b)&
β = τ(a)& 
�� ��������)�� 	������	. ��	����+		� �

2◦ � ,�
�� τ = τ (t) $ 	�������" �	���� �
�	������ �����	�
��� � �����" γ � ����	 r(t) =��� 
���	����� ��	�
���∫

γ

〈F | dr〉 =

∫
γ

〈F | dτ 〉 ds , 5  �B 6

��	 ds $ ��&&	�	���� ����� ���� 
� �� ��������

r(t + ∆t) − r(t) = r ′(t) · ∆t + o(∆t) ��	 ∆t → 0

��')��& 
�� ������ r ′(t) 4 ���������% � ��	��% γ � ��
�� r(t)� :��
��� ds = |r ′(t)| ·dt& ��& ���'� ������
��	� τ (t) := r ′(t)�|r ′(t)|& 	����
|τ (t)| ≡ 1& � 	� �������� 5  �BB6 ��')�� �������� 5  �B 6� �



� �� �	��������
� �����	�
 1*

���������� $
����
� 8,, *,9 
��"�� �
	�	����� ��"�� ��	
��	������

�	 	�������	 *��� 	 ,��� ��� J����� 	� ����� ��"�� �����	�� ����	� �
����


��	
��	������ 	�������
 ,��� ��� 8���	���� �
����
� ��	�	
����	� �������

���	� ��	
��	������� 	������ ,��� ��� �� �������������� ��	
�� 	 �� 9

/�����	� �'�� ��	��-��	� ��	���	��%��* 	���������  (�� ��'��
>)�� � �����	 D ⊂ R3 ��'��� �����-������ 	������ ����& �� ��
������-��	� F : D −→ R3 & �'�

F (x, y, z) = P (x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k ,

	 ���'��� ��	��� γ & ��'������� ��� ������-��	� r : [a , b] −→ D &
��	���	�������� �� a � b� :���)��� ��%�	 �����) A ���� F �� �)�	
γ � �*�'	� 	� ����& 
�� ��	 	�� F 4 ���������& � �)�� γ 4 ���(
���	��%��% ������ ∆s & �� ������ ����� ��������) ���	���'��	.
〈F | ∆s〉� ,�	 $�� �� ���& �� ���	���'	� ����	��	� �)�	 γ �� ��(
��� )
���	& ��-'�% 	� ������* �������� ������	��%��� ��������&
� 	�) �� ��� ��	��	-���� 
	���� ��������%� :��'� '�� 	����%
������ ���)
	� ��').2�� ��	��	-����� �������� �	��

A ≈
N−1∑
k=0

〈F (Pk) |∆rk〉 .

�� $���� �������� � ���'��� ��	 �������		 � �)�. ������	 ����	(
��	� ��-�� ���)
	�� ��
��� ���
��	� 	����% ������

A =

∫
γ

〈F | dr〉 .

,�	 ��	��� γ 4 �����)���& �� ������ ������
���� 	������

A =

∮
γ

〈F | dr〉

	 ��������� 	���'� ���������	"�



1, ���� ��� !����	�*�
� +�	��


� ,� 9��0. ! ���#!

���������� �/� ,��	�)��
��� 
 ��	� ����	�
� �������
��	 ���������	
��	 ���
���
��� G� ���� ���� �������� ��		�
���	
���
��� ���	����&��� ���� �����

{
x2 + y2 < 1

}
� ���� ��������

��
{
x2 + y2 < 1 ; y � 0

}
 

=����� ���	
���
�� ������) ���	����&�� ������ ������
�
�����	����� 1���	
��� �
	) �����	���) ���	� ���	�)��
�� G

����	�
� 		 �����	���
��� � ������	�
� 
������� G0  =�����
���	
���
�� ������) ���	����&�� ���������� ������
� �����
�� ��� ���	�)��
�� G 1���	
��� �
	) ���) ���	� ����	�
�
��	� ���	�)��
�� G � ������	�
� 
������� ∂G 

:��	� �������& 	���� G = G0 � ∂G�

���������� �0� 2��
��� 
 ��	� ����	�
� ��� ���	�)�
��
�� 
 ��	� G = G0 � ∂G� ��� G0 ⊂ R2  

>)�� G 4 ������  �����& G0 ⊂ R2 4 �� ��)��������& G ⊂ R2

4 �� �������	�� :��'� 	����

G = G0 � Fr G ,

�'� Fr G 4 ����	+� �����	 G� #���	���� �����A ����	+� Fr G 	 ���%
∂G 4 $�� �'�� 	 �� -� ���-���� 	�	 ������D ?���� ����%A $��& ����2�
������& ����	
��� ���-����& 	 �����) ��0	���� 	* ��'��)�	���
>���-�� $�� �� ��	�����

	
���
� =���� G0 =
{
z = r · eiϕ

∣∣ 0 < r < 1 , 0 < ϕ < 2π
}
⊂ R2 ; ��������

����� 	� �������� 
������� ����	����
� [0 , 1)  0��� G =
{
z ∈ C

∣∣ |z| � 1
}

;

�������� �����  G0�∂G =
{
(r , ϕ)

∣∣ 0 � r � 1 , 0 � ϕ � 2π
}

� ��	��� ����	 (r , 0)

	 (r , 2π) ��	 0 < r � 1 ��	�#��� ���	����	�  
�� ����	 
	� (0 , ϕ) ��	�#���

� ���� 8���"����
��#���9 0�	� ������� ���	� Fr G ; ��?��	���	� ����"�

����	 	 ��	���  ��� ∂G ; ������� "�����
 ��	
�� ����
����� 	� �
��

H������
I ����� �� ������� [0 , 1] 	 ����"����	� ����	��#'�� ����� * 
�������

����� � ������ * �	"���� ����� 8�� �	� *69 

?'���� � ��� 
����� �)
��& ���'� ����	+� �����	 G ���'���(
���� ���% '	�C.������ ��C�'	���	� ����
���� 
	�� �����)��* -��(
'�����* ��	��*& $�	 �����	� ����'�.�& �� �� Fr G = ∂G�
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$	� 4 7����� $	� 5 @������ $	� *6 7�����

������ � ����

��1	�	�)�� ����
��� 
	�� ���������%& ��������1��* ���)(
��)��� 	 �������.2	* ���% ∂G& �����  	* ��������1	����	 ��
���*�	� ���)��)�	� �)'�� 
	����& 
�� $�	 ��������	 	 ��������(
1	��� �����).� ���	��������" ��&&	�	�����	��" ��
� �� �� ��
������-��	� �� ���*�	� ���)��)�	 ����.�� '	11�����1	����	 	
	��.� ����-	������� ����	���� :��'� ���% ���������� ���'�	�& 	
��� �������� ��-�� ��'��� )������	�� r = r(x)& �'� x 4 ��+	�
'	������ ���)��)��� @��������	� ��������	� ���������% x ������(
�� ��	���	�)�� ���%� :�� ��� ���� 4 ��	���	�).2	%& �� � '�)��%
��������% ����'	���� )������	� ���� �)'�� 	���� �	' r = r(x(y))&
�'� y �−→ x(y) 4 �������.2�� 1)��+	�� :��	� ������ ��-�� ���(
'��-	�� ��	����+	. �� ��-'). ����). ���������) ����� ��) ��	(
����+	. ���� )���	�� �������� 
�������"� ,� ��-�� �*������(
�	������ ��').2	� �������A 	
�� ���� ����	�
� ����� ��� ∂G
� �����	��� 
�������" ���	������ �� ��� :��� ���
�� G0

�
�	�
� 
�	��

%����	� �0 &:��	��� =����'� ,�
�� G = G0 � ∂G $ ���
��

 ������ ��	� ∂G� ���	���������� 
��������  (P , Q) :
G −→ R2 $ �	��	����� ��&&	�	�����	��	 ������	��	 =���∫

∂G

(P dx + Q dy) =

∫∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy . 5  �BJ6

8�����������) ���'0���)�� ��������	� ��������* 
����*
�)
����

�!��	 3%��(% �	��!	
�	�  ��*������� ��������� � ������
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-�		� �� '����� >��� �	�� ��� ����" �������" ���
�� G 

��
����������� ��	� ∂G 

� >)�� [a , b]×R 4 ����	������� ����� �	�	������% 0	�	��&
�'��-�2�� G� :��'� G ��-�� ���'���	�� � �	'�

G =
{
(x , y) ∈ R2

∣∣ a � x � b ; y1(x) � y � y2(x)
}

,

�'� y = y1(x) 	 y = y2(x) 4 ��������� �)�
��(���'�	� 1)��+		�
>�	����� ������) ;)�	�	& 	����∫∫

G

∂P

∂y
dx ∧ dy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

∂P

∂y
dy =

b∫
a

P (x , y)

∣∣∣∣y=y2(x)

y=y1(x)
dx =

=

b∫
a

[P (x, y2(x)) − P (x, y1(x))] dx = −
∫
∂G

P (x , y) dx .

>)�� ������ R× [c , d] 4 ���	���������� ����� �	�	������% 0	(
�	��& �'��-�2�� G� :��'� G ��-�� ���'���	�� � �	'�

G =
{
(x , y) ∈ R2

∣∣ c � y � d ; x1(y) � x � x2(y)
}

,

�'� x = x1(t) 	 x = x2(t) 4 ��������� �)�
��(���'�	� 1)��+		�
>�	����� ������) ;)�	�	& 	����

∫∫
G

∂Q

∂x
dx ∧ dy =

d∫
c

y

x2(y)∫
x1(y)

∂Q

∂x
dx =

d∫
c

Q(x , y)

∣∣∣∣x=x2(y)

x=x1(y)
dy =

=

d∫
c

[Q(x2(y), y) − Q(x1(y), y)] dy =

∫
∂G

Q(x , y) dy .

����& 	���� ∫∫
G

∂P

∂y
dx ∧ dy = −

∫
∂G

P dx ,

∫∫
G

∂Q

∂x
dx ∧ dy =

∫
∂G

Q dy .



� �� )�	��� �	��� 1+

#�
	��� 	� ������� �������� ������& ���)
	� 1���)�) ��	��
5  �BJ6� �

-�		� �� ,�
�� G � D $ ���
�� 
 ��
������������ ������


Φ :

{
x = x(u , v) ,

y = y(u , v) ,

$ 
�)������" ���	����� ��&&	����&��� D � G� ��� ��������
�	�� �	��	� � 
�	-���) ����������) #
�� &����� >��� �	��
��� ���
�� D � �� �� �	�� � ��� ���
�� G 

� 7���� )�����	�� �������� 5  �BJ6& ���	���'�� � ��	���	��%(
��� 	�������� 	� 5  �BJ6 �����) ���������*& �������

P̃ (u , v) := (P ◦ Φ)(u , v) , Q̃(u , v) := (Q ◦ Φ)(u , v) .

:��'� ��'������������ ����-��	� ��	���	��%���� 	�������� �����(
���)��� ��').2	� �������A

P dx + Q dy = P̃ ·
(

∂x

∂u
du +

∂x

∂v
dv

)
+ Q̃ ·

(
∂y

∂u
du +

∂y

∂v
dv

)
=

=

(
P̃ · ∂x

∂u
+ Q̃ · ∂y

∂u

)
du +

(
P̃ · ∂x

∂v
+ Q̃ · ∂y

∂v

)
dv .

:�� ��� �� ���'����-��	. 1���)�� ��	�� ����� '�� �����	 D & ��
	����∫

∂D

[(
P̃ · ∂x

∂u
+ Q̃ · ∂y

∂u

)
du +

(
P̃ · ∂x

∂v
+ Q̃ · ∂y

∂v

)
dv

]
=

=

∫∫
D

[
∂

∂u

(
P̃ · ∂x

∂v
+ Q̃ · ∂y

∂v

)
− ∂

∂v

(
P̃ · ∂x

∂u
+ Q̃ · ∂y

∂u

)]
du ∧ dv .

5  �B"6

������)�& '����& ������) � ��0����* ���	���'��* 5������ �% ��
��0����� ���	���'��� ���	��� )�	
��-���6& ��������)�� ��'��(
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��������). 1)��+	. '��%���� 	�������� 	� 5  �B"6A

∂

∂u

(
P̃ · ∂x

∂v
+ Q̃ · ∂y

∂v

)
− ∂

∂v

(
P̃ · ∂x

∂u
+ Q̃ · ∂y

∂u

)
=

=

(
∂P̃

∂x
· ∂x

∂u
+

∂P̃

∂y
· ∂y

∂u

)
· ∂x

∂v
+

(
∂Q̃

∂x
· ∂x

∂u
+

∂Q̃

∂y
· ∂y

∂u

)
· ∂y

∂v
−

−
(

∂P̃

∂x
· ∂x

∂v
+

∂P̃

∂y
· ∂y

∂v

)
· ∂x

∂u
−
(

∂Q̃

∂x
· ∂x

∂v
+

∂Q̃

∂y
· ∂y

∂v

)
· ∂y

∂u
=

=

(
∂Q̃

∂x
− ∂P̃

∂y

)
·

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ .
:��	� �������& �������� 5  �B"6 ��	�������� ��').2	% �	'A∫

∂D

[(
P̃ · ∂x

∂u
+ Q̃ · ∂y

∂u

)
du +

(
P̃ · ∂x

∂v
+ Q̃ · ∂y

∂v

)
dv

]
=

=

∫∫
D

(
∂Q̃

∂x
− ∂P̃

∂y

)
·

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣ du ∧ dv .

>���*�'� �'�� ������� � ���������� x , y & ���)
	� 1���)�) ��	��
5  �BJ6� �

:����� ����*�'	� � '�����������) ������� BM�
� ����& �)�� G 4 ���	�������� ������  ���'�	� ����� ∂G� :��

��� G 4 �������& �� �.��� ��� �������� ������	� �'��-	� ����
���
��'������	�� >�$���) )2���)�� �������� ������	� {U1 , . . . , UN}
���-���� G& ����'�.2�� ��').2	�	 ��%����	� ��-'�� 	� ���(
-��� Uν 4 �	�� ��)�

{
(x − x0)

2 + (y − y0)
2 < r2

}
⊂ G0 & �	��

�� ������ ���������� �����
��	�
{
(x − x0)

2 + (y − y0)
2 < r2

}
∩ G&

������� �'��-	� ��
�) (x0 , y0) ∈ ∂G& 	 ���% ������% ���	� 	� ')�	
���)-���	

{
(x − x0)

2 + (y − y0)
2 = r2

}
	 ')�	 ����& �'��-�2�% ��
(

�) (x0 , y0) 5�� �	�6� /�'	)� ��)��� 4 �� ����������� �'	�������&
��-�� �	0�& 
���� ��	 ���	 '�����
�� �����	� >�	 ����� ������
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������	� 1���)�� ��	�� ���������� �����'�	��% '�� ��-'��� 	�
���-��� Uν � 	�) ���� B 	  � 8�%��	������& '�� ��)�� 1���)��
��	�� �����& ��� ��� ��)� 4 ���)���� ���-����� >)�� ������ Uν

4 ���-���� 	� ������	�& ������� �� ������� ��)���& � (x0 , y0) 4
�� ��
�� ��� ����& ������� ������� +������ ��)��� :��'� Uν ��-��
'	11�����1�� �������	�� �� ���)���� ���-����  ����2�. '	1(
1�����1	����& '�� ������* ����� ������� � ��0����* ���	���'��*�
8�%��	������& ��
���  ����2�. ������������� ������� 	 ��������
��-�� '��	��� ����& 
���� ��
�� (x0 , y0) ����0�� � ��
�) (0 , 0)& �
����-	������% �)
 ���������% � ��
�� (x0 , y0) �����  ����-	����(
��� �)
�� �	 ��+	� >������) ��	 ����� ������-��		 1���)��
��	�� �*�������& �� �)'�� 
	����& 
�� ���-���� Uν )-� ���	��(
�� )�������� ����� ����-��	�� >)�� y = y(x)& y(0) = y′(0) = 0 4
)������	� ��	��% ∂G ∩ ∂Uν � # $�	* ������
��	�* ������-��	�

Φ−1 :


u = x ,

v =

√
r2 − x2

√
r2 − x2 − y(x)

· (y − y(x)) ,

����	�)�� '	11�����1	�� ���� C∞ ���-���� Uν �� ���)����
���-����& 	 ���
	�& '�� Φ ���������� ������� � ��0����* ���	�(
��'��*�

>)�� ������ {ϕ1, . . . , ϕN} 4 �����-��	� �'	�	+� ���� C∞ '��
���-���� G& ��'
	������ ������	. {U1, . . . , UN}� ������)� ��� 	
'�������). 
��� �������& 	���� ����
�������

∫∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy =

=

∫∫
G

[
∂

∂x

(
Q

N∑
ν=1

ϕν

)
− ∂

∂y

(
P

N∑
ν=1

ϕν

)]
dx ∧ dy =
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=

∫∫
G

N∑
ν=1

[
∂

∂x
(Qϕν) −

∂

∂y
(Pϕν)

]
dx ∧ dy =

=
N∑

ν=1

∫∫
Uν

[
∂

∂x
(Qϕν) −

∂

∂y
(Pϕν)

]
dx ∧ dy =

=
N∑

ν=1

∫
∂Uν

[(ϕνP ) dx + (ϕνQ) dy] =
N∑

ν=1

∫
∂G

ϕν (P dx + Q dy) =

=

∫
∂G

N∑
ν=1

ϕν · (P dx + Q dy) =

∫
∂G

(P dx + Q dy) . �

���������� * >����� G�	� ����� ��� ������� � ����	�	 ����	 
7��
	���� ��� �� ������� ���
���	
�� 	 ��� ������� � ������������	�	 ���
��	 D����
	������� �#��# ������ � ������������	� ���� ��"�� ��	��	�	��
������# � ����	� ����� ���	���� ���	�
��� H��������	� ����
I 	 ����	�
��� ����
����
�#'	� ���������� ������� 
 &������ G�	� ��� H��	��	"�����I
�����	 

, �����'	� 
 &������ G�	� �	�
�� ∧ ���
���� H�	�
���� 
������� �����
"��	�I ���"��	� dx ∧ dy 	���� ������	� ������ �� 
 ����� ����� ��� ��
���	����� �� ������� ���'�	 dx dy  

/ � �����
� ����������� ��	��"��	� &������ G�	� ��"�� � 
����"�
����� 
��	����	� ���'��� � ����'�# ��	
��	������ 	�������
 =����� ��
��	���� ��������� 
��	��	�� ���'�� �����	 G � ������������	� ���� ∂G  (
���� ����# ����� �
� ����	� &����		� ��� ������� ��	 (x , y) ∈ G 
����������
�
����
�

∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y
≡ 0 .

=�	������ ����� &������ G�	�� 	����

µ2(G) =

∫∫
G

1 · dx ∧ dy =

∫∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy =

∫
∂G

(P dx + Qdy) .

� ������ ����� Q(x, y) ≡ x � P (x, y) ≡ 0 	����

µ2(G) =

∫
∂G

x dy .
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� ������ ������ ����� Q(x, y) ≡ 0 � P (x, y) ≡ −x �������

µ2(G) = −
∫
∂G

y dx .

3��� ��������� �������	� �
�� �
����
� ����	�

µ2(G) =

∫
∂G

−y dx + x dy

2
.

� 2� �������� ��� �4�#�' :��0. � ���#!

�� ��� �����9�� :��
�� ��� ��::���
���+�! :��	�
 �������

>)�� G ⊂ R2 4 ������� # �����	 G �)�� ��'��� 1)��+		
P, Q : G −→ R& 	��.2	� ����������� 
����� ���	���'���� ?���(
��� ��C����� 	�)
��	� � $��� �������1� �)'�� ��&&	�	�������
&��� P (x, y) dx + Q(x, y) dy & �� �� ��'������������ ����-��	� ��	(
���	��%���� 	��������  (�� ��'� 5�� �����% ��	��%6�

���������� �2� *�&&	�	�����	�� &������ F : G −→ R

����	�
� �	���������" ��� ��&&	�	�������" &����

P (x, y) dx + Q(x, y) dy

� ���
�� G� 	
�� ∀ (x , y) ∈ G � ∀ (h , k) ∈ R2 �������	�
� ��	��

���

DF (x, y)(h, k) = P (x, y) · h + Q(x, y) · k . 5  �B�6

%����	� �2� #
�� F $ �	��������� ��� ��&&	�	�������" &���
�� P dx+Q dy � ���
�� G� �� �
	 ���	 �	���������	 
��	���
�
� &�����	 F (x, y) + C � ��	 C $ ����������� ��
������ 

� >)�� F1 4 '�)��� ������������� '�� '	11����+	�����% 1��(
�� P dx+Q dy � 8�� ������	 Φ(x, y) := F1(x, y)−F (x, y) 	���� ����
��-'���� DΦ(x, y)(h, k) ≡ 0� ?�.'� � 	�) ��'��	� 	� ������� �
����
��* ��	��2��	�* ��������& 
�� Φ(x, y) ≡ C � �����	 G� :��	�
�������& F1(x, y) ≡ F (x, y) + C . �
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%����	� �3� ,�
�� F $ �	��������� ��� &���� P dx + Q dy

� ���
�� G�  γ $ ����� ������ ���	�� ����	�����{
x = x(t) ,

y = y(t) ,
a � t � b , (x(t), y(t)) ∈ G ,

���	��������� � �����	��� �� a � b =��� ��� ��������	"����
���	���

∫
γ

(P dx+Q dy) 
���	���� &����� 3����� $ 0	"����

∫
γ

[P (x, y) dx + Q(x, y) dy] = F [x(t), y(t)]

∣∣∣∣t=b

t=a

=

= F [x(b), y(b)] − F [x(a), y(a)] . 5  �BK6

� 3��'�� ��	���	��%��% 	������� � 	�������) /	����

∫
γ

[P (x, y) dx + Q(x, y) dy] =

b∫
a

{P [x(t), y(t)]x′(t) + Q[x(t), y(t)]y′(t)} dt .

5  �BL6
>�	����� +����� ����	��& 	����

d

dt
F [x(t), y(t)] =

∂F [x(t), y(t)]

∂x
· x′(t) +

∂F [x(t), y(t)]

∂y
· y′(t) =

= P [x(t), y(t)]x′(t) + Q[x(t), y(t)]y′(t) .

?�.'� �	'��& 
�� ������	+	� F [x(t), y(t)] ������� ������������%
'�� ����'�������� 	�������� 	� 5  �BL6� >�	����� � ���) ���	
�(
�). 1���)�) @�.���� 4 9�%��	+�& ���)
	� �������� 5  �BK6� �

���������� J� �
����
 8,, *.9 
	���� ��� 
 ����
	�� ������� ,6 	������∫
γ

[P (x, y) dx + Q(x, y) dy] �� �
	�	� �� ��
���	� ��	
�� γ �  �
	�	� ������ ��

����"��	� �� ������� 	 �����
�� ����� !��	� 
 �������	� ��	
� γ ; ������

��� �� ���� 	������ �
�� ���# 



� �� ������	
� �	��"���& +�	��
 �	��� 4*

�� -����+�� ��� �����9�� � �������! �� ��1��� � ���

���������� #3� >������� ��� ��&&	�	������� &���
P dx + Q dy ��		� � ����	 (a , b) ∈ G0 �������� �	�����������
	
�� 
��	
���	� ���	
���
�� U ⊂ G0 ����� (a , b) � &������
F : U −→ R� �	��������� ��� &���� P dx + Q dy � U  

���������� J���� 8��� 
�����	� �L������ ������	9 !��������� ���
#�

���
�������#� � ������� 	��� ���� 
 ���������		 ,5 

%����	� ��� ,�
�� &������ P, Q : G −→ R ��	�� � ���
��
G �	��	�����	 ����������	 4���
����� 
�	�����	 ���	���	���/

5E6 ∀ (x, y) ∈ G :
∂Q(x, y)

∂x
≡ ∂P (x, y)

∂y
6

5G6 	
�� ∆ ⊂ G $ ����" ��	��������� ��∫
∂∆

[P (x, y) dx + Q(x, y) dy] = 0 ;

5H6 � ����" ����	 (x, y) ∈ G ��&&	�	������� &���

P (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0

��		� �������� �	���������� 

� 8������������ $��% ������� �)'�� �����'	�� �� *���A

(a)

(b)(c)

=⇒

⇐=

=
⇒

(a) ⇒ (b) >)�� ∆ ⊂ G 4 �.��% ���)�����	�� >�	����� 1���)�)
��	�� 	 	�����)� )���	� (a)& 	����∫
∂∆

(P · dx + Q · dy) =

∫∫
∆

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy =

∫∫
∆

0 · dx ∧ dy = 0 .

(b) ⇒ (c) >)�� (a , b) ∈ G 4 �.��� ��
��& � U ⊂ G 4 �������%
��)�  +������ � $��% ��
��� ?���'��	� 1)��+	. F : U −→ R&
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������� ∀ (x , y) ∈ U A

F (x , y) := C +

(x,y)∫
(a,b)

[P (u, v) du + Q(u, v) dv] , 5  �BM6

�'� C 4 ���	�������� ���������& � 	�����	�����	� ��'��� �� ���(
���	��%���) ������) [(a, b); (x; y)]�

7���� ��������& 
�� 1)��+	� 5  �BM6 4 �������������& �������
��	��2��	� (h , k) ���& 
���� ���� (x + h , y + k) ∈ U � :��'� ���(
)�����	� ∆  ���0	���	 � ��
��* (a , b)& (x , y)& (x + h , y + k) �)'��
��-��� � U 5�� �	�6� # 	�) )���	� (b) 	����

0 =

∫
∂∆

(P dx + Q dy) =

 (x,y)∫
(a,b)

+

(x+h,y+k)∫
(x,y)

+

(a,b)∫
(x+h,y+k)

 (P dx + Q dy) .

�*�'� 	� $���� ��������& ��������)�� ��	��2��	� 1)��+		 5  �BM6

F (x+h , y+k)−F (x , y) =

(x+h,y+k)∫
(a,b)

(P dx + Q dy)−
(x,y)∫

(a,b)

(P dx + Q dy) =

=

(x+h,y+k)∫
(x,y)

(P dx + Q dy) .

>�	����� � ����'���) 	�������) ������) <� ��'���=& �)'�� 	����

F (x + h , y + k) − F (x , y) =

=

1∫
0

[P (x + th, y + tk) · h + Q(x + th, y + tk) · k] dt =

= P (ξ , η) · h + Q(ξ , η) · k

��	 ��������� (ξ , η) ∈ [(x , y) ; (x + h , y + k)]� /������� 5  �B�6
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�������� 	� ��').2�% �+���	A

0 � |[F (x + h, y + k) − F (x, y)] − [P (x, y) · h + Q(x, y) · k]|√
h2 + k2

=

=
|[P (ξ , η) · h + Q(ξ , η) · k] − [P (x, y) · h + Q(x, y) · k]|√

h2 + k2
=

=
|[P (ξ , η) − P (x, y)] · h + [Q(ξ , η) − Q(x, y)] · k|√

h2 + k2
�

�
√

[P (ξ , η) − P (x, y)]2 + [Q(ξ , η) · k − Q(x, y) · k]2 → 0

��	 (h , k) → (0 , 0) � 	�) �����������	 1)��+	% P 	 Q�
(c) ⇒ (a) >��'����-	� ����	����A

∃ (x0 , y0) ∈ G :
∂Q(x0, y0)

∂x
− ∂P (x0, y0)

∂y
�= 0 .

:�� ��� 
����� ���	���'��� ����������& �� )2���)�� ��)�

U � (x0, y0)& ����%& 
�� ∀ (x, y) ∈ U 1)��+	�
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
	���� ���

-� ����& 
�� 	
∂Q(x0, y0)

∂x
− ∂P (x0, y0)

∂y
� >)�� ������ ∆ ⊂ U 4 �.��%

���)�����	�� >�	����� � ���) 1���)�) ��	�� 	 	�����)� )2����(
���	� ��������% ������������% F : U −→ R& 	����

0 �=
∫∫
∆

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy =

∫
∂∆

(P dx + Q dy) = F (x , y)

∣∣∣∣
∂∆

= 0

� 	�) �'�����
���	 ��������% ������������%� >��)
��� ����	����(

	�A 0 �= 0 . �

#� =�	������ ��� ��� %����	� � ��	������

8�� 	�)
��	� ���������* ������� ����� ������� ����	 	 	����(
������ �����	� ��������� �����)�

���������� #�� *�	 ���������	 �����	 γ0 � γ1 
 ������
������ a � b � ���	��	 �� ������	��� r0 : [0 , 1] −→ G
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� r1 : [0 , 1] −→ G� ������
� ����������� � ���
�� G ⊂
⊂ R2, 	
�� 
��	
���	� �	��	�����	 ������	��	 r(s, t) ≡ r s(t) :
[0, 1] × [0, 1] −→ G� ������		 
�	������� 
��"
����/

(a) ∀ t ∈ [0, 1] :

{
r(0, t) ≡ r0(t) $ ����� γ0 ;

r(1, t) ≡ r1(t) $ ����� γ1 ;

(b) ∀ s ∈ [0, 1] :

{
r(s, 0) ≡ a $ ������ ���� �
	) �����) ;

r(s, 1) ≡ b $ ����	�� ���� �
	) �����) .

���������� #�� *�	 �������	 �����	 γ0 � γ1 � ���	��	 ��
������	��� r0 : [0 , 1] −→ G � r1 : [0 , 1] −→ G� �������

� ����������� � ���
�� G ⊂ R2, 	
�� 
��	
���	� �	��	�����	
������	��	 r(s, t) ≡ r s(t) : [0, 1] × [0, 1] −→ G� ������		 
�	���
����� 
��"
����/

(a) ∀ t ∈ [0, 1] :

{
r(0, t) ≡ r0(t) $ ����� γ0 ;

r(1, t) ≡ r1(t) $ ����� γ1 ;

(b) ∀ s ∈ [0, 1] : r(s, 0) ≡ r(s, 1) $ �������
�� �
	) �����).

�������	� ��	��* 	���� �����% �������	
��	% ���& �����
��� ����	��& ������
	� 
���� γs ��	�).& ��'���). ��� ������-��	�
r s : [0, 1] −→ G& �'� r s(t) ≡ r(s, t)� �������	� ��	��% γs ��	 	�����(
�		 ��������� s ��-�� ������	���� ��� ���������). '�1����+	.
��	��% γs � :��	� �������& �������	� ��	��* γ0 	 γ1 � �����	 G
����
���& 
�� )2���)�� ����������� '�1����+	�& ��������).2��
��	��� γ0 	 γ1 �'�� � '�)�).& ��	��� ���& 
�� �� �����-)��
���
��	��� �� ��*�'�� �� ���'��� �����	 G� # ���	  ���& 
�� ���
���'��	� 	�����	������ �� ��	��� γs & �)'�� 
	���� �������	. ��(
��%& 
�� �� �����-)��
��� ��	��� γs ����.�� ���'�	�	� :��).
�������	. )���	�� �������� �����"�

%����	� �� &� ��	������'� ,�
�� &������ P , Q : G −→ R

��	�� �	��	�����	 ����������	 � ���
�� G ⊂ R2 � �

∀(x, y) ∈ G :
∂Q(x, y)

∂x
≡ ∂P (x, y)

∂y
.
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#
�� �����	 �����	 γ0 � γ1 ����� ��������� � G� ��∫
γ0

(P dx + Q dy) =

∫
γ1

(P dx + Q dy) . 5  �BN6

� ?���'��	� 1)��+	. J : [0 , 1] −→ R& �������

J(s) :=

∫
γs

(P dx + Q dy) , s ∈ [0 , 1] , 5  � !6

�'� γs 4 �����-)��
��� ��	��� 	� ����'����	% JB 	 J � @�0� +���
4 ��������& 
�� 1)��+	� J 4 ���������& ���)'� 	 �)'�� ��������
�������� 5  �BN6�

>)�� ρ := dist (Fr G ; r ([0, 1] × [0, 1])) ∈ R+ 4 ������	� �� ���(
�	+� �����	 G '� ������ ���'���� [0, 1] × [0, 1] ��	 ������-��		 r �
��'���� ε ∈ (0 , ρ) 	 �����)�� ����������% ������������. ������(
-��	� r & ��%'�� δ = δ(ε) ���& 
���� ∀ (s, t) , (σ, τ) ����A{

|t − τ | � δ ,

|s − σ| � δ
=⇒ |r(s, t) − r(σ, τ)| < ε . 5  � B6

;	�	�)� σ ∈ [0, 1]& ����� ��
	���� 	������� J(σ)� 3 $��% +���.
�����	� ����	��	� ������� [0 , 1]

0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = 1 ,

������� �������� ����0� δ & 	 �����	� �������� ��)�	

K0 , K1 , K2 , . . . , Kn−1 ,

��'	)� ε  +������	 � ��
��*

r(σ, t0) , r(σ, t1) , r(σ, t2) , . . . , r(σ, tn−1)

������������� :�� ��� �� ��)�	 Kν ��-�� � �����	 G& �� �� �������
J! � $�	* ��)��* )2���).� ��������� �������������

F0 , ; F1 , F2 , . . . , Fn−1 . 5  �  6
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# 	�) )���	� 5  � B6 	���� r (σ × [tν, tν+1]) ⊂ Kν & ��$���) 	�������
�� ��	��% γν

σ & ��'������% ������-��	�� rσ : [tν, tν+1] −→ Kν & ��-��
��
	�	�� �� 1���)�� @�.���� 4 9�%��	+�A∫
γν

σ

(P dx + Q dy) = Fν [rσ(tν+1)] − Fν [rσ(tν)] , ν = 0 , 1 , . . . , n − 1 .

5  � J6
��-'�� ������������� 	� 5  � J6 ����'������  ��
����. '� ���	�(
�������� ���������� ���������� >����)�� $�	� ���	������& ��'��(
��� ������������� F1 , F2 , . . . , Fn−1 ���& 
���� ����A

Fν+1 [r(tν+1)] = Fν [r(tν+1)] ��	 ν = 0 , 1 , . . . , n − 2 .

�
	����� $�	 �������� 	 	�����)� 5  � J6& 	����

J(σ) =

∫
γσ

(P dx + Q dy) ==
n−1∑
ν=0

∫
γν

σ

(P dx + Q dy) =

=
n−1∑
ν=0

{Fν [rσ(tν+1)] − Fν [rσ(tν)]} = Fn−1 [rσ(1)] − F0 [rσ(0)] . 5  � "6

#�
	�	� ������ 	������� J(s) ��	 |σ − s| < δ � :�� ��� ��	 t ∈
[tν, tν+1] 	� 5  � B6 ��')��& 
�� |r s(t)− rσ(tν)| < ε& �� �� 
�� r(t) ∈ Kν &
�� ��	��� γν

s 	���� )������	� r = r s(t) 	 ������-��� ������� [tν, tν+1]
� ��)� Kν � ��� ����
���& 
�� '�� ��
	���	� 	�������� �� ��	��%
γν

s ��-�� 	���������� �) -� �����������).& 
�� 	 '�� ��
	���	�
	�������� �� ��	��% γν

σ & 	 �� 	����∫
γν

σ

(P dx + Q dy) = Fν [rσ(tν+1)] − Fν [rσ(tν)] , ν = 0 , 1 , . . . , n − 1 .

������)� $�	 ��������& ��*�'	�

J(s) =

∫
γs

(P dx + Q dy) ==
n−1∑
ν=0

∫
γν

s

(P dx + Q dy) =

=
n−1∑
ν=0

{Fν [rs(tν+1)] − Fν [rs(tν)]} = Fn−1 [rs(1)] − F0 [rs(0)] . 5  � �6
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# �)
�� �������		 �������)��* ��	��* 	���� r s(0) ≡ rσ(0) ≡ a &
r s(1) ≡ rσ(1) ≡ b & �� �� ������ 
��	 ������� 5  � "6 	 5  � �6 ������
>�$���) J(σ) ≡ J(s) ��	 |σ − s| < δ �

# �)
�� �������		 �����)��* ��	��* 	���� rσ(1) ≡ r s(0)& 	
�����) ������������� F0 	 Fn−1 ���	
�.�� �� ������). ������(
�)� �� �� Fn−1(r) − F0(r) ≡ C � ���
	�& 	 � $��� �)
�� ������ 
��	
������� 5  � "6 	 5  � �6 �����& �� �� J(σ) ≡ J(s) ��	 |σ − s| < δ �

����& 1)��+	� J : [0 , 1] 4 �������� ���������& � ��� ��� �������
[0 , 1] �����& �� ��� 	 ��������� ���������� # 
�����	& ����������
�������� 5  �BN6� �

���������� ##� 2��
�� G ⊂ R2 ����	�
� ����
�����"� 	
��
���� ������� ����� r : [0 , 1] −→ G �������� �������	���"
�����" ;����< 

���������� * =�� ����	� � ��� 
����� ���	����� ��	
�� ��
���
��
���	�� 
	� r (t) ≡ c � ��� c ∈ G ; ��������� A�� ��
�	� �
����� ����

	���� � ���� ��� ������& ���� ��	
�� �����	� 	� ����� ����	 

, 7����
����� �����	 � ��������	 ; ��� �����	� ������� 
 ���������

������ �������� �	����� ������ %�	���	�� �����
������	 ����	������ �����

�	 �
������ �
������� �� ���	�� K �	� ������ ��������� ��	���� �����
���

��� ������� 

%����	� �#� ,�
�� G ⊂ R2 $ ����
����� ���
���  &������
P, Q : G −→ R $ ��	�� �	��	�����	 ����������	 4���
�����

�	�����	 ���	���	���/

5E6 ∀ (x, y) ∈ G :
∂Q(x, y)

∂x
≡ ∂P (x, y)

∂y
6

5G6 	
�� γ $ ������� ����� 
 ��
��	�	�� � G� ��∫
γ

(P (x, y) dx + Q(x, y) dy) = 0 ;

5H6 	
�� γ $ ��������� ����� ������ �� ���	���∫
γ

[P (x, y) dx + Q(x, y) dy]

�?��� ���#�$ γ ��(��� ��� ���&��%���� r : [0, 1] −→ R2 - �� �� ��������� +���$��

���"#�� �&��� r ([0, 1]) �
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�	 ���
�� �� &���� �����" γ �  ���
�� ������ �� �����	���
������" � ����	��" ���	� :��" �����"6

5I6 � ���
�� G 
��	
���	� �������� �	��������� ��� ��&�
&	�	�������" &���� P (x, y) dx + Q(x, y) dy  

� 8������������ $��% ������� �)'�� �����'	�� �� *���A

(a) (b)=⇒

(c)(d)
=⇒

⇐=
=
⇒

(a) ⇒ (b) :�� ��� ��	��� γ 4 �����)���& � ������ G 4 �'��(
������& �� ��	��� γ ��������� �'����
�
��% ��	��% γ0 & �� �� ��	��%
 )������	�� r = r(t) ≡ c � >�$���)& 	�����)� ������)   & 	����∫

γ

(P dx + Q dy) =

∫
γ0

(P dx + Q dy) =

1∫
0

0 · dt = 0 .

(b) ⇒ (c) >)�� γ1 	 γ2 4 '�� ��	���  ��2	�	 ���+��	 	 ��	(
����� � G� :��'� ��	��� γ∗γ

−1
2 4 �����)���� ������)� )���	� (b) 	

��%��� �''	�	����	& 	����

0 =

∫
γ1∗γ−1

2

(P dx + Q dy) =

∫
γ1

(P dx + Q dy) −
∫
γ2

(P dx + Q dy) ,

�� �� ∫
γ1

(P dx + Q dy) =

∫
γ2

(P dx + Q dy) .

(c) ⇒ (d) ?���'��	� 1)��+	. F : G −→ R& �������

F (x , y) := C +

(x,y)∫
(x0,y0)

[P (u, v) du + Q(u, v) dv] , 5  � K6

�'� C 4 ���������& (x0, y0) ∈ G 4 ���	������� ��1	�	��������
��
��& (x, y) ∈ G& � �)�� 	�����	�����	� ��-	� � G� :�� ��� 	�������
�� ���		� �� �)�	& �� �������� 5  � K6 ��'��� 1)��+	. �� (x, y) ∈ G�
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����� ��������& 
�� F 4 �������������& ��%'�� ��
�) (x1, y1) ∈ G
���& 
���� ����

[(x0, y0) ; (x, y)] ∈ G 	 dist ((x1, y1) ; (x, y)) < dist ((x1, y1 ; Fr G)) =: d .

:��'� ��)�  +������ � ��
�� (x1, y1) ��'	)� d �)'�� ��-��� � �����	
G 	 �'��-��� ��)��	 ��
�) (x, y)� >����)�� ���& 
�� 	������� �
5  � K6 �� ���		� �� �)�	& ��������)�� ��� � �	')

F (x, y) =

(x1,y1)∫
(x0,y0)

(P dx + Q dy) +

(x,y)∫
(x1,y1)

(P dx + Q dy) , 5  � L6

�'� �����% 	������� ������ �� ���	�������% ��	��%  ��	����� � G&
� �����% 4 �� ������	��%���) ������)& ��'	��.2��) ��
�	 (x1, y1)
	 (x, y)� # �����% 
��	 5  � L6 ������ '�� �������� 4 ���������&
��$���)

DF (x, y)(h, k) = P (x, y) · h + Q(x, y) · k ,


�� ��-�� '������� ��
�� ��� -�& ��� 	 � �������  B5H6�
(d) ⇒ (a) >)�� F : G −→ R 4 ������������� '�� 1����

P dx + Q dy � �����	 G� :��'� ∀ (x, y) ∈ G �)'��

∂F (x, y)

∂x
≡ P (x, y) ;

∂F (x, y)

∂y
≡ Q(x, y) ,

	 �� ������� � ��0����* ���	���'��* �)'�� 	����

∂2F (x, y)

∂x∂y
≡ ∂2F (x, y)

∂y∂x
, �� ��

∂Q(x, y)

∂x
≡ ∂P (x, y)

∂y
. �

� 3� ��&��*#�/�#�� �#��+�! �

�� ���1��+ ����	����9� ��! ������! �� �������
� ����	

>)�� R 4 �Q����� ���'��� �����*����  ���'�	� �����& ����
�	��� � R3 � >�' ���-��	�� �'�� ���	����� �� ������ ��&
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�� S ⊂ R3 & �� �2� 	 ��& 
�� �����*���� S ���-��� 	�')(
+	�������% �������	�% 5�� �� ���	 �������		 �� S �����).� ��(
���
��	� �����*���	 S  0����	 '�����
�� ����* ��'	)��{
(x − x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 < r2
}
& �'� (x0 , y0 , z0) ∈ S �

>����	� ��'�
) ����'��	�� �����	� ���2�'	 ����% �����*���	
	 '��� ����' 1���)� '�� ��
	���	� $��% ���2�'	� �'�� ����	��(
.� �������� '������� ��'�A �������	 	 ��������	� 9������). ���(
����) ������	� � $��� �)����� ?�� ����.
���� � ���& 
���� ��%(
�	 ���2�'� �����*���	 S & ��'����% )������	�� r = r(u , v)& �'�
(u , v) ∈ D ⊂ R2 �

#���	������	� ���������% �������� ������  ���& 
�� 
��� ��(
���*���� ����2� �������-�� ��'��� )������	�� )��������� �	'�& ���
��� ��� �� ��������1�� �	����% �����% �����	� :�����& ����	���&
�����*���	& ���������� �� �	)���*� #� $�	 �����*���	 �������-(
�� ��������	������ �� �������	
��	� ��	
	���� 8�%��	������& ��(
���� D0 ⊂ R2 4 �� ���������& ��	���	�)���& � �.��� ������ ����(
�)��� ��	��� ����	���� �� �� '�� ������ ����������& 	 �� $�	 ��%(
��� '��-�� �*������� ��	 ��������1	���*� ?'���� 1��� 	 ���
���������& �	� �P�	)� ����	���	�)��& � �� <�)
��= ��� ������
�����)��� ��	���& '�������	� ������% ������

���������� #$� ,��	���������" ���	�)��
��� ���	� ��
����� ��&�� S �	��	������� ���	�������� ������	��� r =
= r(u, v) : D −→ R3 � ��	 D ⊂ R2 $ ���
�� 
 ��
�����������
��	� ∂D  ,��	��������� ���	�)��
�� ����	�
� �����"� 	
�
�� 
��	
����� �	��	�����	 �
���	 ����������	 r ′

u � r ′
v � ����	�

∀ (u, v) ∈ D : r ′
u × r ′

v �= 0  

���������� #,� >����� ���	���������� ���	�)��
�� S

���	� ������ ���
��"� 	
�� 		 ���	��������	 �� �	��-	" �	�
�	 � ���� �� ����������) ���
��
�	" ����	�
� ��&&	����&�����
π : S ←→ π(S) 

>�	�����	 �����* �����*����% ����.�� ���1	�	 ����������
'	11����+	�)���* 1)��+	% �	'�A

z = f(x, y) , (x, y) ∈ Dxy , 5  � M6



�  � ,���	$�����
� �����	�
 5*

x = g(y, z) , (y, z) ∈ Dyz , 5  � N6

y = h(z, x) , (z, x) ∈ Dzx , 5  �J!6

?���'��	� ��
��� �����	� ���2�'	 �����% ���'��% ��������	(
�������% �����*���	 S & ��'����% )������	�� 5  � M6� 3 $��% +���.
�����	� ����	��	�

T = {D1 , D2 , . . . , DN} , Dxy =
N⋃

k=1

Dk ,

���-���� Dxy �� ���'�	�)���� ��'���-���� D1 , D2 , . . . , DN ���
��2	* ��)�����	* ��
��� #��	��� ���	������� ����
����� ��
�	
(ξk, ηk) ∈ Dk & �����	� ��	��	-���� 
��� Sk �����*���	 S & ��-�(
2). ��' Dk & 
���. ���������% ������	 � �����*���	 S � ��
��
(ξk, ηk, ζk)& �'� ζk = f(ξk, ηk)� >��	���'� $�� �������	� '�� ��-'���
k = 1, 2, . . . , N & ���)
	� ��� ���������� <
����	
��� ������	�=& �� ��
�)�
��(���������). �����*����& ����2). 	� �)��� ���������*
�������%& ������-����* ��' ��������).2	�	 ���-�����	 Dk �
�� ��	��	-����� ���
��	� ���2�'	 '����% �����*���	 ���������
��	���� ���2�'� <
����	
���� ������	�=& ������� �� ��� ������(
����� � �����	 ���	��	 ������ ���	�)��
�� S ������	�
� ��	�
�	� �����	" D�	�	�����) �������"E ��� �
������ ��� �	���
��
λ(T ) ����	��" T 
��	���
� � �����

%����	� �$� ,��
�� ����� ���	�)��
�� S ⊂ R3 � ���	����
������ ����	��	� r = r(u, v)� (u, v) ∈ D ⊂ R2 � �������	�� 
��� 		 ������ 
���	����� ��	�
���

µ2(S) =

∫∫
D

|r ′
u × r ′

v| dudv . 5  �JB6

� �� ����'����	� J� ��')��& 
�� �.�). ����). �����*����
��-�� 
	���� ���1	��� �� ���%��% ���� �'��% 	� 1)��+	% �	'�
5  � M6 4 5  �J!6� 8�� ����'�������	 ���'����-	�& 
�� �����*����
S ��'��� )������	�� 5  � M6& 	 ��
	�	� �� ���2�'��

>)�� T = {D1, D2 . . . , DN} 4 ����	��	� ���-���� Dxy & �����(
����� ���& ��� )������ ��0�� #��	��� ����
����� ��
�	 (ξk, ηk) ∈ Dk &
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ζk = f(ξk, ηk)& ��
	�	� ���2�'� <
����	
���� ������	�=� 3 $��%
+���. ������� )������	� ���������% ������	 � �����*���	 S �
��
�� (ξk, ηk, ζk)A

z − ζk =
∂f(ξk, ηk)

∂x
· (x − ξk) +

∂f(ξk, ηk)

∂y
· (y − ηk) .

#����� n = −∂f(ξk, ηk)

∂x
i − ∂f(ξk, ηk)

∂y
j + k ������� �������� ���(

���	 � �����*���	 S � ��
�� (ξk, ηk, ζk)� >����)�� ���& 
�� ������
������	 ��-�� ���	����  ��
����. '� �����& �� ������	 ��� ���&

���� �� ����������� ����% )���  �������� k � :����� ����� ��(

	�	�� ���2�'� µ2(σk) 
��	 ���������% ������	& ��-�2�% ��'
���-����� Dk � �
	�����& 
�� ������ 1	�)�� Dk ������� �����(
+	�% �����% 1	�)�� σk �� ������� xOy & 	����

µ2(Dk) = µ2(σk) · cos(nk, k) = µ2(σk) ·
〈nk

∣∣k〉
|nk| · |k|

=

=
µ2(σk)√

1 +
(

∂f(ξk,ηk)
∂x

)2
+
(

∂f(ξk,ηk)
∂y

)2
.

?�.'� ��*�'	�

µ2(σk) =

√
1 +

(
∂f(ξk, ηk)

∂x

)2

+

(
∂f(ξk, ηk)

∂y

)2

· µ2(Dk) .

3)��	�)� $�	 ���2�'	& ���)
	� ���2�'� <
����	
���� ������	�=A

µ2(S) ≈
N∑

k=1

µ2(σk) =

=
N∑

k=1

√
1 +

(
∂f(ξk, ηk)

∂x

)2

+

(
∂f(ξk, ηk)

∂y

)2

· µ2(Dk) . 5  �J 6

?
��	'��& 
�� � �����% 
��	 $���� ��	��	-������ �������� ��*�(
'	�� 	����������� )��� ���������� '��%���� 	��������� >�$���) �



�  � ,���	$�����
� �����	�
 5/

���'��� ��	 λ(T ) → 0 	� ��	��	-������ �������� 5  �J 6 ���)
	�
��
��� ��������

µ2(S) =

∫∫
Dxy

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy . 5  �JJ6

,�	 ������ �����*���� ��'��� )������	�� 5  � N6& �� ������	
��
���'�')2��) �)'�� 	����

µ2(S) =

∫∫
Dyz

√
1 +

(
∂g

∂y

)2

+

(
∂g

∂z

)2

dydz . 5  �J"6

,�	 -� ������ �����*���� ��'��� )������	�� 5  �J!6& �� ������	
��
���'�')2��) ���)
	�

µ2(S) =

∫∫
Dzx

√
1 +

(
∂h

∂z

)2

+

(
∂h

∂x

)2

dzdx . 5  �J�6

>��'����-	� ������& 
�� ������ �����*���� S ��'��� �������(
�	
��	� )������	�� r = r(u, v)& (u, v) ∈ D & 	�	 �����	����% ��)
	����% �������* )������	%

x = x(u, v) ,

y = y(u, v) ,

z = z(u, v) ,

(u, v) ∈ D . 5  �JK6

>� )���	. �����*���� S ������� �����%& �� �� �	���	��� ������	(
�)��� �� ���%��% ���� �� �'�) 	� ����'	�����* �������% 5�)�� '��
����'�������	 4 �� ������� xOy6� :��'� )��� ��-') ��������	 k

	 r ′
u× r ′

v �� ����� π�2& �� �� 〈k
∣∣r ′

u× r ′
v〉 �= 0 5	 '�-� ��-�� 
	����&


�� $�� �������� ���	���'��	� ����-	������6� ����& ∀ (x, y) ∈ D

	����

〈k
∣∣r ′

u × r ′
v〉 = 〈k

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
i j k

x′
u y′u z′u

x′
v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣〉 =

∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣ > 0 .
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�� $���� ���������� ��')��& 
�� '�� ������-��	�

{
x = x(u, v) ,

y = y(u, v) ,

)2���)�� �'	�������� �������� ������-��	�

{
u = u(x, y) ,

v = v(x, y) ,
���(

�	�).2�� '	11�����1	�� Dxy ←→ D � @� ���'� )������	� �����*(
���	 S ��-�� �����	��� � ��').2�� �	'�A

z = z(u, v) = z (u(x, y); v(x, y)) =: f(x, y) .

>��	���'�� � 	�������� 5  �JJ6 �����)& ��	�	��� (u, v) �� �����

����������� #����	� ��
��� ���'	���

(
∂f

∂x

∂f

∂y

)

���� (u, v)A

(
∂f

∂x

∂f

∂y

)
=
(
z′u z′v

)
·
(

u′
x u′

y

v′x v′y

)
=
(
z′u z′v

)
·
(

x′
u x′

v

y′u y′v

)−1

=

=
(
z′u z′v

)
·

(
y′v −x′

u

−y′u x′
u

)
∣∣∣∣x′

u x′
v

y′u y′v

∣∣∣∣ .

?�.'� ��*�'	�A

∂f

∂x
=

z′uy
′
v − z′vy

′
u∣∣∣∣x′

u x′
v

y′u y′v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣z′u z′v
y′u y′v

∣∣∣∣∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣ ,
∂f

∂y
=

−z′ux
′
v + z′vx

′
u∣∣∣∣x′

u x′
v

y′u y′v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x′
u x′

v

z′u z′v

∣∣∣∣∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣ .

>�'������ $�	 ����-��	� � 5  �JJ6& ���)
	�

µ2(S) =

∫∫
D

1 +

∣∣∣∣z′u z′v
y′u y′v

∣∣∣∣2∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣2
+

∣∣∣∣x′
u x′

v

z′u z′v

∣∣∣∣2∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣2


1�2

·
∣∣∣∣x′

u x′
v

y′u y′v

∣∣∣∣ dudv =

=

∫∫
D

√∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣y′u y′v
z′u z′v

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣z′u z′v
x′

u x′
v

∣∣∣∣2 dudv =

∫∫
D

|r′
u×r′

v| dudv . �



�  � ,���	$�����
� �����	�
 5+

���������� � �	&&�����	����� �������		 �����
����� ���

|r ′
u × r ′

v| =
√

EG − F 2 dudv ,

��� E , F , G ; ���&&	�	���� ���
�� �
���	���� &���� ��
�������	 S  
0�	� ������� ��� ������� ��
�������	 	����

µ2(S) =

∫∫
D

√
EG − F 2 dudv .

���������� #.� >���� ���	�)��
�� S ⊂ R3 ����	�
� ����
	�����	��"� 	
�� � �	" 
��	
���	� �	��	�����	 ���	 �����	"�
� 	 �	��	�����	 ������	��	 n = n(x, y, z) : S −→ R3 � ���	�
��� � ����" ����	 (x, y, z) ∈ S �	���� n � �
�	���� ���
�
��
�� � ���	�)��
�� S ����������� 2��	�����	�� ���	�)��
��
��	
�	 
 &��
�������� � �	" �	��	������ ���	� �����	" ����
�	�
� ���	���������" ���	�)��
��� 

���������� =�������	�	 ��	����	 ��	���	������ ��
��������� �
��#��

��: ��������� 	 �#�� ��"'� � ��� ������ 7��#� �������� ��� �#�� ���

����	��
��� ����� ��
�������� ��	���	���� J� ����	� �	��
 ����	� ���


��������� ��������	�	 ��	���	������	 ��
���������	 �
��#��� �&�� 	 ��� 

!��	 ��
�������� ��	���	����� �� �� 	���� ��
�� �
� ��	����		� ���������


 ���� ����� � ��� 	������ �
 �������
��� ���� ������� n = ±n(x, y, z)  

=�������	� ��	����� ����	���	������ ��
�������	 �
������ �	�� <M�	�� 

���������� #/� *�	 ���	������� �����" ���	�)��
��
S ⊂ R3

r = r(u, v) : D −→ S � ρ = ρ(ξ, η) : G −→ S

������
� :�����	������� 	
�� 
��	
���	� ��&&	����&���{
ξ = ξ(u, v) ,

η = η(u, v) ,
: D −→ G , 5  �JL6

���"� ��� ρ (ξ(u, v) ; η(u, v)) ≡ r(u, v) 

���������� J� ����� ���������	� �������� ��� ��	 �������� �� ����� ���

����	��		 ��
�������	 S � ������ ��	����	� ��
�������	 R ����������� ���	

����	� �����"��	� 8,, /19 ����"	������ 	 �������� � ����	
�����"��#� ���	

���� ����	� ���	������ 
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%����	� �,� ,����� ���
��" �����" ���	�)��
�� S ⊂ R3 �	
���
�� �� 		 ���	������� � �
���
��� �� �	 ���
�� � ��
���	����� ���	�)��
�� S  

� 3������ �������  " � ��������	��+		 ρ = ρ(ξ, η) : G −→ S

���2�'� �����*���	 S '��-�� ��
	����� �� 1���)��

µ2(S) =

∫∫
D

∣∣ρ ′
ξ × ρ ′

η

∣∣ dξdη .

������)� ������-��	� 5  �JL6& ���	���'�� � $��� 	�������� �����)
���������* (ξ , η) �� ���������� (u , v)� :��'� ���)
	��

µ2(S) =

∫∫
D

∣∣∣∣( d

dξ
ρ(ξ(u, v); η(u, v))

)
×
(

d

dη
ρ(ξ(u, v); η(u, v))

)∣∣∣∣ ·
· mod

∣∣∣∣ξ′u ξ′v
η′

u η′
v

∣∣∣∣ dudv =

=

∫∫
D

∣∣∣∣( d

dξ
r(u, v) × d

dη
r(u, v)

)∣∣∣∣× mod

∣∣∣∣ξ′u ξ′v
η′

u η′
v

∣∣∣∣ dudv =

=

∫∫
D

∣∣(r′
u · u′

ξ + r′
v · v′ξ

)
×
(
r′

u · u′
η + r′

v · v′η
)∣∣ · mod

∣∣∣∣ξ′u ξ′v
η′

u η′
v

∣∣∣∣ dudv =

=

∫∫
D

|r′
u×r′

v| ·mod

∣∣∣∣u′
ξ u′

η

v′ξ v′η

∣∣∣∣ ·mod

∣∣∣∣ξ′u ξ′v
η′

u η′
v

∣∣∣∣ dudv =

∫∫
D

|r′
u×r′

v| dudv ,

	 �� ���)
	�	 ����). 
��� �������� 5 "6� �
���������� J� ���� ������� �������� ��� 	�
�	����� 8� � �� �
	��'	�

�� 
���� �������� �����	��9 ����� 	���� ������� ���'�	 ��
�������	

dS := |r ′
u × r ′

v| dudv .

�@ +��#�(��") ��%� �������) ���#�� mod ����6��� ����� ��&���7���7 #���6�����

A� +�����$���$ ��*(�- ��*(� +��������� ���#��� |.| ����"#����$ +� �����,�� +��6����

���(�&�"��
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�� �� �������� �������� ���� ����
&�� ���1��� �� �������'

>)�� G0 ⊂ R3 4 ������& � f : G0 −→ R 4 ����������� 1)��+	�
5�������� ����6� >)�� S ⊂ G0 4 ���'��� �����*����  �)�
��(
���'�	� ������

���������� #0� ,��	�)��
���" ���	��� ?��� ��� �� &������
f �� ������ ���	���������" �����" ���	�)��
�� S ���	�	���
��	�
����∫∫

S

f(r) · dS :=

∫∫
D

f [r(u, v)] · |r ′
u × r ′

v| dudv , 5  �JM6

��	 r = r(u, v) : D −→ S $ ���	������� ���	�)��
�� S  

,�	 �����*���� S �� '��)���� ���������% ��������	��+		& ��
������� �� ����
��� ������	� {S1 , S2 , . . . , SN} ������	 �����*��(
���	  �)�
��(���'�	�	 �����	� >)�� {ϕ1 , ϕ2 , . . . , ϕN} 4 �����(
-��	� �'	�	+�& ��'
	������ $���) ������	.� >����)�� 	����	���(
����. $������� ���2�'	 �����*���	 dS = |r ′

u× r ′
v| dudv �� ����0�(

�	. � �����) ��������% ��������	��+		& ��������� '��� ��').2��
����'����	��

���������� #2� ,��	�)��
���" ���	��� ?��� ��� �� &������
f �� ������ �����" ���	�)��
�� S ���	�	��� ��	�
����∫∫

S

f(r) dS :=
N∑

k=1

∫∫
S

ϕk(r)f(r) dS , 5  �JN6

��	 �
	 ���	�)��
���	 ���	���� � ����" �
�� 
��	
����� � 
���
��	�����	�� ���	�	�	��� 

,�	& � 
�����	& �����*���� S '��)���� ��������). �������(
�	��+	.& ��& ���	���'� �� 	 ����� � 5>>6 ����'�� )��	�����	� 	 	�(
����	�����	�& ���)
	� ����'����	� 5  �JM6� ?����	� ��������� ��%(
��� �����*�����* 	��������� B(�� ��'��

1◦ #
�� &������ f $ �	��	������  ���	�)��
�� S $ ������
�� ���	�)��
���" ���	��� ?��� ��� 
��	
���	�� �	 ���
�� ��
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����� ���	������" ;� �
���
��� �� ���	����� ���	�)��
��
S � 	
�� �� ���	�����	�<� � ����	� 
��"
���� ���	"��
�� �
��������
�� 

2◦ ,��	�)��
���" ���	��� ?��� ��� �� &������ f(r) ≡ 1 ��	�
������ ���	�)��
�� S /

µ2(S) =

∫∫
S

dS .

# ��
���� ��	��-��	� ������	� ���'����'�). �����*����
S ⊂ R3 5<�����
�)= 	�	 <���0)=6  �����*�����% ��������.
ρ = ρ(x, y, z)� :���)��� ��%�	 ��) M �����*���	 S � >��	���'�
����	��	� �����*���	 S �� ���'�	�)���� 
��	 {S1 , S2 , . . . , SN}
��� ��2	* ��)�����	* ��
�� 	 ���	��� ���	������� ��
�	 (ξk, ηk, ζk) ∈
∈ Sk & k = 1, 2, . . . , N & ���)
	� ��	��	-����� ��������

M ≈
N∑

k=1

ρ(ξk, ηk, ζk) · µ2(Sk) .

?�.'� � ���'��� ��	 �������		 � �)�. ������	 ����	��	� ��-��
���)
	�� ��
��� ��������A

M =

∫∫
S

ρ(x, y, z) dS .

	
���
� ���	��	�� ��
���������� 	������

I =

∫∫
x2+y2+z2=1

z · dS .

� ���"� 	� ��
���	� �&��� z ����� x 	 y � �����	�

I = 2

∫∫
x2+y2�1

√
1 − x2 − y2 ·

√
1 +

x2

1 − x2 − y2
+

y2

1 − x2 − y2
· dxdy =

=

∫∫
x2+y2�1

dxdy = π . �
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#� �� �������� �������� ���� ���� &�� ���������	'

>)�� ���� G0 ⊂ R3 4 ������& F = P · i+Q · j +Rk : G0 −→ R3

4 ����������� ������-��	� 5��������� ����6& � S ⊂ G0 4 ���'���
��	���	�)���� �����*����  �)�
��(���'�	� ������

���������� $3� ,�
�� S ⊂ G0 ⊂ R3 $ ����� ���	�����	�
�� ���	�)��
��� ���	��������� ������	��	� r = r(u, v) :
D −→ S  ,��	�)��
���" ���	��� �� �	�����&������

F = P · i + Q · j + Rk

�� ���	�)��
�� S � ���	���������" �	������ ������ r ′
u×r ′

v � ���	�
�	��� ��	�
����

∫∫
S

[P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy] :=

:=

∫∫
D

〈
F [r(u, v)]

∣∣r′
u × r′

v

〉
dudv . 5  �"!6

# �����% 
��	 $���� �������� ��*�'	�� '��%��% 	������� /	(
���� �� ����������% 1)��+		� >�$���) �����*�����% 	�������  (��
��'� )2���)�� 	 <����')��= ������� ��%��� 	�������� /	�����

�� ����'����	� 5  �"!6 �
��	'��& 
�� ��� ���	�	��� ���	�����
���	�)��
�� S � ��������������� ���	�)��
���" ���	��� A���
��� �	��	� ����

��� ���	*�'	� �����)& 
�� � �����% 
��	 �������� 5  �"!6 ������
������	 r ′

u × r ′
v ��������� �������� (−r ′

u × r ′
v)�

8�� )'����� 	���������	� �����	0�� ����'����	� 5  �"!6 � ���(
�	
��* 1����*� ?�����
�� r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k &
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	����∫∫
S

[P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy] =

=

∫∫
D

[
P ·

∣∣∣∣y′u z′u
y′v z′v

∣∣∣∣+ Q ·
∣∣∣∣z′u x′

u

z′v x′
v

∣∣∣∣+ R ·
∣∣∣∣x′

u y′u
x′

v y′v

∣∣∣∣] dudv =

=

∫∫
D

∣∣∣∣∣∣
P [r(u, v)] Q[r(u, v)] R[r(u, v)]

x′
u y′u z′u

x′
v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ dudv .

#��'� �2� �'	�	
��% ������ ������	

n = i cos α + j cos β + k cos γ :=
r ′

u × r ′
v

|r ′
u × r ′

v|
,

�'� cos α& cos β & cos γ 4 ��� ��������.2	� ��	�)� (cos2 α+cos2 β +
+ cos2 γ = 1)& ���)
	�∫∫

S

[P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy] =

∫∫
D

〈F |n〉 · dS =

=

∫∫
S

[P · cos α + Q · cos β + R · cos γ] · dS . 5  �"B6

��� �������� '��� ����-��	� �����*������� 	��������  (�� ��'� 
�(
��� �����*�����% 	������� B(�� ��'��

>��'����-	� ������& 
�� ���'��� ��	���	�)���� �����*����
S �� '��)���� ���������% ��������	��+		� :��'� ����'����	�
5  �"!6 ����	���	��& 	 �� 	�����)�� ��').2	% ��	��� >)��
{S1, S2, . . . , SN} 4 ������	� �����*���	 S ������	 �����*�����	&
� {ϕ1, ϕ1, . . . , ϕN} �����-��	� �'	�	+�& ��'
	������ $���) ������	.�
>)�� r = rk(uk, vk) : Dk −→ Sk 4 ��������	��+	� �����*���	 Sk &
(k = 1, 2, . . . , N)� >�������	��+		 ��-�� ������� ���& 
���� ��	 ��(
���������	 ���	��������" ��
& �� �� ���& 
���� ����

D(uk, vk)

D(uj, vj)
> 0 , ��	 Sk ∪ Sj �= ∅ .



� -� )�	��
 #����� � ������ . /��	��	������� *6*

>�	 ����� ������ ��������	��+	% ���������	� ������� ������	 ��
������� ��	 ����*�'� �� �'�	* ��������* ����'	��� � '�)�	�& ���
���

r ′
uk×r ′

vk
= r ′

uj×r ′
vj
· D(uk, vk)

D(uj, vj)
.

:��'� �����*�����% 	�������  (�� ��'� ��-�� ����'��	�� ��').(
2	� ���������A∫∫

S

[P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy] :=

:=
N∑

k=1

∫∫
D

〈ϕkF | r′
u × r′

v〉 · dudv . 5  �" 6

	
���
� ���	��	�� 	������

I =

∫∫
S

[x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy]

�� ��
�������	 �&��� x2 + y2 + z2 = 1 � ��	���	��
���� 
������ ������# 
� (��� ����	� ��	�	���� 
����� 
������ �����	

n =
xi + yj + zk√

x2 + y2 + z2
= xi + yj + zk .

J��������� ����� �
����
� 8,, 2*9� 	����

I =

∫∫
S

〈F | n〉 dS =

∫∫
S

(x2 + y2 + z2) dS =

∫∫
S

dS = 4π . �

� >� 9��0. � ����/! � �!.//! ? �/���+�!"/��+�

�� �������� =�	��+��� ?����@

/�����	��� ����������
��� 	 �����������
��� ����������
'	11����+	�)���� 1)��+		& ����'������� � �����	 G0 ⊂ R3 & ��(
����.� 	* 	���'� ������ 5�������� 	 ��������� ������������6�
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���������� $�� >���	���� 
�������� ���� f : G0 −→ R

����	�
� �	������	 ���	 ;������	��	< grad f : G0 −→ R3 �
���	�	��	��	 
�	������ ��	�
����/

grad f :=
∂f

∂x
· i +

∂f

∂y
· j +

∂f

∂z
· k . 5  �"J6

*��	��	���	" �	�������� ���� F = P i + Qj + Rk : G0 −→ R3

����	�
� 
������	 ���	 ;&������< div F : G0 −→ R� ���	�	��	�
��	 
�	������ ��	�
����/

div F :=
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
. 5  �""6

4������ ;��� ��)�	�< �	�������� ���� F = P i + Qj + Rk :
G0 −→ R3 ����	�
� �	������	 ���	 ;������	��	< rot F :
G0 −→ R3 � ���	�	��	��	 
�	������ ��	�
����/

rot F :=

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂x

)
k . 5  �"�6

#� $�	 ���� 	��.� �������% 1	�	
��	% ���& � '�� 	* )'��(
��% '�� �����	���	� ���		 	�����)��� ��� ���������% ��	����
>�������� D���E�

���������� $�� 2�	������ >������� D���E	 ����	�
�
��	����

∇ :=
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
ki , 5  �"K6

�	"
���	 �������� � 
������	 &������ (x, y, z) �−→ f(x, y, z) 
���
��	� 
 ��	������ ��&&	�	���������

∇f :=
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k , 5  �"L6

	!������	 �B�������� =�� $� C���� �	
/1	
21�  �����(���� ����������

8����� "���� +����)�(�� �� *��6����*� ���#� ναβλα  ����- ������7 ��+�������

���#�� ∇ �
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/������� 5  �"L6 ��-�� ������	���� ��� ������ ���	���'��	�
������� ∇ �� ����� f � /�����	��.�� ���-� ������	 ���������
	 ���������� ���	���'��	% ������� ∇ �� ������ F � ������)� $�	
������		& ���)
	� ��').2	� ����-��	� '�� ���'	����& '	������+		
	 ������ 
���� �������� ���	������A

grad f = ∇ f =
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k ; 5  �"M6

divF = 〈∇ |F 〉 =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
; 5  �"N6

rot F = ∇ × F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ . 5  ��!6

3 ����2�. ��������� ���	������ ��-�� ���	�� '�)�	�& �����
��-��� '	11����+	������ ���������& ����	���& 0	���� 	������%
�������� 9�����

∆u :=
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2 = 〈∇ | ∇u〉 = divgrad u ,

	��.2	% ����0	� ��	��-��	� � �������	
���% 1	�	���

�� 6��	��� ������

;���)�� 3�����
 ������� ����2��	�� 1���)�� ��	�� �� ��� �)(

�%& ���'� ����� �����	  ����� ������ ��	���	�)���� �����*����
 ������

%����	� �.� ,�
�� S ⊂ G0 ⊂ R3 $ ��
������ ����� ���	��
����	�� ���	�)��
�� 
 ������ ��	� ∂S �  F = P i + Qj + Rk :
G0 −→ R3 $ �	��	����� ��&&	�	�����	��	 �	������	 ���	 =���

���	����� ��	�
���∫∫

S

〈rot F | n〉 dS =

∮
∂S

〈F | dr〉 , 5  ��B6

��#���� 3%��(% ��&���� �	
	�	�/!�  ��*������� ����� � ����������
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��	 r = xi + yj + zk ∈ S � n = n(x, y, z) $ 	�������" �	����
������� ���	��������" ���	�)��
�� S �  ∂S $ ��" ���	�)��
��
S � ���	���������" �� ����-	��� � 		 ���	����� 
������� 

���������� =����	��� &������ (���� 
 ��������	� �
���	����� &���� 
7������ n = i cos α + j cos β + k cos γ � �����	�∫∫

S

∣∣∣∣∣∣
cos α cos β cos γ

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ dS =

∮
∂S

(P dx + Qdy + R dz) . 8,, +,9

$����
� 
 ��
�� ���	 �������	����� ����� 	����∫∫
S

[(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos α +

(
∂P

∂Z
− ∂R

∂x

)
cos β +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos γ

]
dS =

=

∮
∂S

(P dx + Qdy + R dz) . 8,, +/9

7��#�� ��	��
� �
	�	����� ��"�� ��
����������	 	�������	 *��� 	 ,���
���� �����	�∫∫

S

[(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂Z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

]
dS =

=

∮
∂S

(P dx + Qdy + R dz) . 8,, +29

J� ������� �
���	
� �������������� 
��"��	� ��
����������� 	������ 

�������	����� �����	�∫∫

S

∣∣∣∣∣∣
dy ∧ dz dz ∧ dx dx ∧ dy

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ dS =

∮
∂S

(P dx + Qdy + R dz) . 8,, ++9

J��� &����� (���� �����	�� 
 ���	 �
���	����� &���� 0����� �����

���	� � �� ����������
� 

� >��'����-	� ��
���& 
�� �����*���� S 4 ��������	�)���� 	
��'����  ����2�. ������-��	� r = r(u, v) A D −→ S & '�� ��������
�����'�	�� ������� � ��0����* ���	���'��*� �
	�����& 
�� � $���
�)
�� 	��.� ���� ��������

n =
r ′

u × r ′
v

|r ′
u × r ′

v|
, dS = |r ′

u × r ′
v| dudv ,
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�� ��-�� �����	��� 1���)�) 3���� �2� � �'��� �����	�����
�	'�A∫∫

D

〈rot F | r ′
u × r ′

v〉 dudv =

∮
∂D

[〈F | r ′
u〉 du + 〈F | r ′

v〉 dv] . 5  ��K6

>�	����� � ��	���	��%���) 	�������) 	� 5  ��K6 1���)�) ��	�� 	
)
	����� �����) � ��0����* ���	���'��*& ��������)�� $��� ��	��(
�	��%��% 	������� � '��%��%

∮
∂D

[〈F | r′
u〉 du + 〈F | r′

v〉 dv] =

∫∫
D

[
∂

∂u
〈F | r′

v〉 −
∂

∂v
〈F |r′

u〉
]

dudv =

=

∫∫
D

[〈F ′
u | r′

v〉 − 〈F ′
v | r′

u〉] dudv .

?����� ������ ��������& 
��

∫∫
D

[〈F ′
u | r ′

v〉 − 〈F ′
v | r ′

u〉] dudv =

∫∫
D

〈rot F | r ′
u × r ′

v〉 dudv , 5  ��L6

�� �� 
��

〈F ′
u | r ′

v〉 − 〈F ′
v | r ′

u〉 ≡ 〈rot F | r ′
u × r ′

v〉 . 5  ��M6

3 $��% +���. ����-	� ��
��� Q ≡ R ≡ 0& �� �� F (x, y, z) ≡
≡ P (x, y, z)i � :��'� ����� 
��� �������� 5  �K!6 �����	������ �
��').2�� �����	����� �	'�A

(P ′
x · x′

u + P ′
y · y′u + P ′

z · z′u)x′
v − (P ′

x · x′
v + P ′

y · y′v + P ′
z · z′v)x′

u =

= −P ′
y

∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣+ P ′
z

∣∣∣∣z′u z′v
x′

u x′
v

∣∣∣∣ , 5  ��N6
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� ������ 4 � �	'�〈∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P 0 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
i j k

x′
u y′u z′u

x′
v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣
〉

=

=

〈
P ′

z · j − P ′
y · k

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
i j k
x′

u y′u z′u
x′

v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣
〉

=

= −P ′
y

∣∣∣∣x′
u x′

v

y′u y′v

∣∣∣∣+ P ′
z

∣∣∣∣z′u z′v
x′

u x′
v

∣∣∣∣ . 5  �K!6

>������) ������ 
��	 ������� 5  ��N6 	 5  �K!6 ����'�.�& �� ��(
������ 5  ��L6 '������� ��	 F ≡ P i � O�����	
�� ��-�� '�������
�������� 5  ��L6 ��	 F ≡ Qj 	 ��	 F ≡ Rk � 3���'���� $�	 ��	
��������& ���)
	� �������� 5  ��L6 '�� �.���� F & � ���
	�& 	 ��(
������ 5  ��K6�

3�	��� ������ �����	
��	� � ��������	�)����	 �����*���	 S �
>)�� {S1, S2, . . . , SN} 4 ������	� �����*���	 S ������	 �����*(
�����	 Sk  ���'�	�	 �����	� :�� ��� �����*���� S 4 ��	���	�)�(
���& �� ��������� ��������	��+		 r = rk(u, v) �����*����% Sk ��-(
�� ������� ���& 
���� ��	 �����������	 ���	��������" ��
� >�(

��'��� ����
���& 
�� �� ����	���
D(u, v)

D(ξ, η)
����*�'� �� �'�	* ������(

��* ����'	��� � '�)�	� ����-	������� >)�� {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} 4
�����-��	� �'	�	+� '�� S & ��'
	������ ������	. {S1, S2, . . . , SN}�
������)� ��� 	 '�������). 
��� ������� 3����& 	����∫∫

S

〈rot F |n〉 dS =

∫∫
S

〈
rot

(
N∑

k=1

ϕkF

) ∣∣∣∣n〉 dS =

=
N∑

k=1

∫∫
Sk

〈rot (ϕkF ) |n〉 dS =
N∑

k=1

∮
∂Sk

〈ϕkF | dr〉 =

=

∮
∂S

〈
N∑

k=1

ϕkF | dr〉 =

∮
∂S

〈F | dr〉 .
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:�� ���� 1���)�� 3���� '������� '�� �.��% ���'��% ��	���	�)(
���% �����*���	  ���'�	� ����� ��	 '�����	������� �����	
��		&

�� '�� ��������	
��	* ���'������	% �����*����% Sk �����'�	(
�� ������� � ��0����* ���	���'��*� @� ���� '��� 1���)�� 3����
����� 	 ��� '�����	�������� �����	
��	�& �� $��� ����� ������	(
���� �'�� �� �)'��� �

#� 6��	��� =����� A ��������������

�'�� �)'�� ����'��� 1���)��& ����-�.2�� ���		���� ��-')
���%��� 	��������� �� ���*�����% �����	  ���'�	� ����� 	 ��(
���*������ 	��������� �� ��	���	��������) ���. $��% �����	�

���������� $#� =�	)�	���" ���
��� 
 ������ ��	� ���	�
������ ��������	 ����	
��� V ⊂ R3 � ���� ���� �����
���� ��		� ���	
���
��� ��&&	����&��� ���� ��������� -��{
x2 + y2 + z2 < 1

}
� ���� ����-��

{
x2 + y2 + z2 < 1 , z � 0

}
 =����

�	����� ��� ������
� �����	����� � ������� � 
���������

�� �����	���� ���
�� V 0 ⊂ V. =���� ������� ��� ������
�
������ ��� � � 
��������
�� ������� ��" ∂V. =��� �������
V = V 0 � ∂V.

;	�	�)� � R3 ����). 	���) ����'	���& �� ��� ���� ��'��� �
R3 5� ���
	�& 	 � V 06 ��	����+	.� ?�� 	�')+	�)�� ��	����+	. 	 ��
���. ∂V. ����� $�� ��������& ������� ��
�) (x0, y0, z0) ∈ ∂V 	 ����(
���	� �� ��������� �� �	-�	% ���)0��

{
x2 + y2 + z2 < 1 , z � 0

}
 ����2�. '	11�����1	���& 	��.2��� ����-	������% ����	��&
��	��� ���& 
���� ���0��� ������� � ∂V � ��
�� (x0, y0, z0) ����0��
�� ����-	������% �)
 �	 Oz � #� ���	� '	11�����1	��� �����)(
.� ��	���	�).2	% ���� ���� ∂V, 	& ���	� �������& ���% ����������
��	���	��������� ?�	����+	. ����  ����2�. ���� ���0�	* �����(
��% )���	�� �������� 
�������"�

%����	� �/ &:��	��� =����� A ��������������'� ,�
��
V ⊂ R3 $ ���
�� 
 ��
������ ������ ��	� ∂V � ���	��������
��� 
��������  F = P i + Qj + Rk / V −→ R3 $ �	��	�����
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��&&	�	�����	��	 ������	��	 ;�	������	 ���	< =���∫∫∫
V

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz =

=

∫∫
∂V

(P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy) , 5  �KB6

���� ��� ����
������∫∫∫
V

div F dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫
∂V

〈F | n〉 dS , 5  �K 6

��	 n = n(x, y, z) $ 	�������" �	���� ��	-�	" ������ � ���	�)�
��
�� ∂V  

8������������ �����'�� �� ��% -� *���& �� ������% ���� �����(
'��� '������������ 1���)�� ��	���

-�		� �� '����� >�

 $ 2
������
���� �	�� ��� ����" ���
�����" ���
�� V ⊂ R3 
 ��
����������� ��	� ∂V.

� >)�� Vz ⊂ R3 4 ��	����0	% �����)��% +	�	�'�  �����).(
2	�	& ������������	 �	 Oz & �'��-�2	% ���-���� V. :��'� ���(
-���� V ��-�� ���'���	�� � �	'�

V = {(x, y, z) ∈ Vz | z1(x, y) � z � z2(x, y)} ,

�'� z = z1(x, y) 	 z = z2(x, y) 4 )������	� 
���% ���� ∂V, �����	
	(
��.2	* ������ V 0 ���*) 	 �	�) ������������� ������)� ������)
;)�	�	 	 ���'� ������
��	� Dz := Vz ∩ {z = 0} ⊂ R2 & 	����

∫∫∫
V

∂R

∂z
dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫
Dz

dx ∧ dy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

∂R

∂z
dz =

=

∫∫
Dz

{R[x, y, z2(x, y) − R[x, y, z1(x, y)]} dx ∧ dy =

∫∫
∂V

R dx ∧ dy ,
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��� ��� 	������� �� ������% �����*���	 +	�	�'�� ����� �)�.
5x = const , y = const6� ����& 	����∫∫∫

V

∂R

∂z
dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫
∂V

R dx ∧ dy . 5  �KJ6

O�����	
��& ∫∫∫
V

∂Q

∂y
dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫
∂V

Q dz ∧ dx ; 5  �K"6

∫∫∫
V

∂P

∂z
dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫
∂V

P dy ∧ dz . 5  �K�6

3���'���� $�	 ��	 ��������& ���)
	� 5  �KB6� �
-�		� �� ,�
�� G � D $ ���
�� 
 ��
������������ ������

�	���	 � R3, 

Φ :


x = x(u, v, w) ,

y = y(u, v, w) ,

z = z(u, v, w) ,

$ 
�)������" ���	����� ��&&	����&��� ���
�� D � ���
��
G� ��� �������� ������	� �	��	� � 
�	-���) ����������) #
��
&����� >�

 $ 2
������
���� �	�� ��� ���
�� D � �� �� �	��
� ��� ���
�� G 

� 8�����
�� )�����	�� )����-'��	� ����� '�� �'��% 	� 1��(
�)� 5  �KJ6 4 5  �K�6� ������	� ��� '�� 1���)�� 5  �K�6�

3 $��% +���. ���	���'�� � �����*������ 	�������� 5  �K�6 �����)
���������*& ������
�� P̃ (u, v, w) := (P ◦ Φ)(u, v, w)� �����

dy = y′udu + y′vdv + y′wdw , dz = z′udu + z′vdv + z′wdw . 5  �KK6

8�� ��
	���	� ����-��	� dy∧dz �������)��� ���	����)���	���(
��.�� ���0���� )���-��	� '	11����+	�����* 1��� 5  �KK6� :��'�

����� �#����#� �dy ∧ dz = −dz ∧ dy � ���$(� � (��*��� &�(�� ������#���� # ���(�7'��

*��#��



**6 ���� ��� !����	�*�
� +�	��


���)
	�

dy ∧ dz = (y′udu + y′vdv + y′wdw) ∧ (z′udu + z′vdv + z′wdw) =

=

∣∣∣∣y′v y′w
z′v z′w

∣∣∣∣ dv ∧ dw +

∣∣∣∣y′w y′u
z′w z′u

∣∣∣∣ dw ∧ du +

∣∣∣∣y′u y′v
z′u z′v

∣∣∣∣ du ∧ dv .

:��	� �������& �����*�����% 	������� 	� 5  �K�6 ��������)��� �
�	')∫∫

∂D

P̃ ·
{∣∣∣∣y′v y′w

z′v z′w

∣∣∣∣ dv ∧ dw +

∣∣∣∣y′w y′u
z′w z′u

∣∣∣∣ dw ∧ du +

∣∣∣∣y′u y′v
z′u z′v

∣∣∣∣ du ∧ dv

}
.

>������) ���'����-���&
�� '�� �����	 D 1���)�� ��)� 4 ?���(
���'���� �����& �� ����'�	% 	������� ��������)��� � �	')∫∫∫

D

{
∂

∂u

(
P̃

∣∣∣∣y′v y′w
z′v z′w

∣∣∣∣)+
∂

∂v

(
P̃

∣∣∣∣y′w y′u
z′w z′u

∣∣∣∣)+
∂

∂w

(
P̃

∣∣∣∣y′u y′v
z′u z′v

∣∣∣∣)}×

× du ∧ dv ∧ dw . 5  �KL6

# 	�) ������� � ��0����* ���	���'��* ���������� ��-'����

∂

∂u

(∣∣∣∣y′v y′w
z′v z′w

∣∣∣∣)+
∂

∂v

(∣∣∣∣y′w y′u
z′w z′u

∣∣∣∣)+
∂

∂w

(∣∣∣∣y′u y′v
z′u z′v

∣∣∣∣) ≡ 0 .

>�$���) 	������� 5  �KL6 ��-�� ������������� ��').2	� �������A

∫∫∫
D

∣∣∣∣∣∣
P̃ ′

u P̃ ′
v P̃ ′

w

y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣ du ∧ dv ∧ dw =

=

∫∫∫
D

∂P

∂x
(Φ(u, v, w))

∣∣∣∣∣∣
x′

u x′
v x′

w

y′u y′v y′w
z′u z′v z′w

∣∣∣∣∣∣ du∧dv∧dw =

∫∫∫
G

∂P

∂x
dx∧dy∧dz .

����& ������ 
��� �������� 5  �K�6 ������������� � ���).� �
>���*�'	� � '�����������) �������  L�
� >������ ���-���� V ����
��� ���%���� 0����

{V1 , V2 , . . . , VN} ,
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����'�.2	* ��').2	�	 ��%����	� ,�	 +���� 0��� Vk ��-	� �
V 0 & �� 	 Vk ⊂ V 0 � ,�	 -� +���� 0��� Vj ��-	� �� ∂V 	 	���� ��'	)
r ∈ R+ & �� �����
��	� Vj ∩ V '	11�����1�� ���)0��)& ��	
�� $��
��%��� �*������� '�� ��* ��'	)��& ����0	* r �

,�	 Vk 4 0��& �� 1���)�� ��)� 4 ?������'���� '�� ���� ���(
�� � 	�) ����� B� ,�	 -� Vj '	11�����1�� ���)0��)& �� 1���)��
��)� 4 ?������'���� '�� ��� ����� � 	�) ����  	 B� ����� $��
��������& ��'� ���'C��	�� '�����
�� ���'�	% '	11�����1	�� ���(
-���� Vj �� ���)���� ���-����� >)�� (x0, y0, z0) ∈ ∂Vj 4 +����
0���& �'� ��-	� Vj & � r 4 ��'	) $���� 0���� :�� ��� ������2��	�
������� ������
�� ���'�	� '	11�����1	����& ��& �� �����	
	���
��2���	& �)'�� 
	����& 
�� (x0, y0, z0) = (0, 0, 0)& ���������� ���(
���� ����'���  �������. xOy & � ���0��� ������� ����������
�'��� �	 Oz ��	�� >)�� z = z(x, y) 4 )������	� ���� ∂Vj & ��	
��
'�� $��% 1)��+		 �)�� ���������� ������� � ��0����* ���	���'(
��*��� >�	 ���'����* ������
��	�* 	 �����	
��	�* ������-��	�

Φ−1 :


u = x ,

v = y ,

w =

√
r2 − x2 − y2√

r2 − x2 − y2 − z(x, y)
· [z − z(x, y)] ,

������� '	11�����1	���� ���-���� Vj �� ���)���� ���-����&
	 '�� ���� ���������� ������� � ��0����* ���	���'��*�

����& 1���)�� 3���� )��������� '�� ��* ������% 	� ������	�
{V1, V2, . . . , VN} ���-���� V. >)�� {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} 4 �����-��	�
�'	�	+� '�� V, ��'
	������ $���) ������	.� ������)� $�� �����(

����� (�+������� ��� �*����6���� �� *��(���� ���$- ������� �(�� +���������$ �+��,

'���$ (�������� ��#� ��(��



-��	� �'	�	+�& 	����∫∫∫
V

div F dx ∧ dy ∧ dz =

∫∫∫
V

div

(
N∑

ν=1

ϕνF

)
dx ∧ dy ∧ dz =

=
N∑

ν=1

∫∫∫
Vν

div (ϕνF ) dx ∧ dy ∧ dz =
N∑

ν=1

∫∫
∂Vν

〈ϕνF |n〉 dS =

=
N∑

ν=1

∫∫
∂V

〈ϕνF |n〉 dS =

∫∫
∂V

〈
N∑

ν=1

ϕνF |n〉 dS =

∫∫
∂V

〈F |n〉 dS . �

���������� ��"�� ����� � &	�	����	� ����� &����� (���� 	 G��� ;

7������������ =���� F ; ���� ��������� �����	� ���"	����� "	�����	� ��	�

��� 
 �����	 �����	� ����� ���� 	�����	�	� ����	 	 
	��	 0��� ��
� ����

&������ (���� ; ����� 
	��� �����	� ����� ��
�������� S �  ��
� �� ����

; �	������	� 
����� F 
���� ��� ∂S  C�
� ���� &������ G��� ; 7�����

�������� 8������� 	������9 ; ��� ���	����
� "	�����	� ������� ���
	���� 


�����	 V � ���� ��	������	 	�����	��
 =�
� ���� ; ��� ����� 
����� ����

����	 ����� ��� ∂V  J��� ��
���� ������� "	�����	 ���
	���� 
 �����	 V �

���� ��	������	 	�����	��
� ������� "� �� ������	���� ����� ��� ∂V  



����� ��
��6������ 	�@��

��99���A���;�� 9��5� ��������
�� 5����B��<�75 � �B��7 �����5�

���
��

� ���� ��
� 	���#��� 	������� �� ���������	�� ���	���� ���������

���� 
��"����� 
 Rn  A�	 	������� �
��#��� ����'��	��	 ��	
��	������ 	

��
���������� 	�������
 ,��� ��� 

� �� ���"&!���� C#�� /&�"�#�' �$ ! +�-��

�� %�9���� ����9 ����� �������!�� :��	
� ��� � �!�� �

>)�� V 4 �	��%��� 5���������6 ���������� ���������	 n ��'
����� R� ?�����
	�

V k := V × . . . × V︸ ︷︷ ︸
k �����������

.

;)��+	� T : V k −→ R ��������� �������	"��" 5k (�	��%��%6& ��	
∀ i = 1, . . . , k 	 ∀ a ∈ R 	��.� ���� ��').2	� ��������A

T (v1, . . . , vi + v′
i, . . . , vk) =T (v1, . . . , vi, . . . , vk)+

+ T (v1, . . . , v
′
i, . . . , vk) ;

T (v1, . . . , a · vi, . . . , vk) =a · T (v1, . . . , vi, . . . , vk) .

>��	�	��%��� 1���� T : V k −→ R ��������� k (�	������ �� V &
� ���-���� ��* k (��������& ������
����� 
���� T k(V )& �����	��
�	��%��� 5���������6 ����������� ��' R& ��	 ∀ S, T ∈ T k(V ) 	
∀ a ∈ R ����-	��

(S + T )(v1, . . . , vk) := S(v1, . . . , vk) + T (v1, . . . , vk) ,

(a · S)(v1, . . . , vk) := a · S(v1, . . . , vk) .



**2 ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

3)2���)�� ���-� �����+	�& ������.2�� ����	
��� �������(
��� T k(V )� O 	�����& �)�� S ∈ T k(V )& T ∈ T l(V )F 	* �	������	
������	�	��	 S ⊗ T ∈ T k+l(V ) ����'������ ��').2	� ���������A

(S⊗T )(v 1, . . . , vk, vk+1, . . . , vk+l) := S(v 1, . . . , vk)·T (vk+1, . . . , vk+l) .

�����	�& 
�� ����'�� ����-	����% �'�� )2�����& �������) S⊗T
	 T ⊗ S ���.'� �� ������ �	�����. ���'������� � ��
���� ����-(
��* )���-���	% '������� ��').2	� ��%��� �����+		 ����������
)���-��	�A

(S1 + S2) ⊗ T =S1 ⊗ T + S2 ⊗ T ;

S ⊗ (T1 + T2) =S ⊗ T1 + S ⊗ T2 ;

(aS) ⊗ T =S ⊗ (aT ) = a · (S ⊗ T ) ;

(S ⊗ T ) ⊗ U =S ⊗ (T ⊗ U) .

�� ����'���� �������� ��')��& 
�� 	���� ��� ����-��	�
S ⊗T ⊗U F ������	
�� ��-�� ����'��	�� ��������� ���	���'��	� �.(
���� ����
���� 
	�� ����-	����%& ��	
�� 	���� ��� ����-��	�
T1 ⊗ . . . ⊗ Tk �

?
��	'��& 
�� T 1(V ) = V ∗ 5���������)& ����-�����) � V 6�
?����+	� ⊗ ��������� ���'���	�� �� �������� �	��%��� �������(
��� T k(V ) 
���� T 1(V )�

%����	� �0� ,�
�� (v 1, . . . , vn) $ ���
 ���
���
�� V � 
(ϕ1, . . . , ϕn) $ �������������" � �	�� ���
 
�����	����� ����

���
�� V ∗ � � 	 ϕi(v j) = δij  =��� ����	
��� �
	) �	������)
������	�	��"� 
�
�����) �� k 
�������	�	"

ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik , (i1, . . . , ik = 1, 2, . . . , n) ,

����	�
� ���
�� ���
���
�� T k(V )� ������	 � 
��� :���� ��		�
���	���
�� nk.

� ?
��	'�� ��').2�� ��������

(ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik)(vj1, . . . , vjk
) =

= δ(i1,...,ik),(j1,...,jk) =

{
1 ��	 (i1, . . . , ik) = (j1, . . . , jk) ,

0 ��	 (i1, . . . , ik) �= (j1, . . . , jk) .



� �� ,	����	���*�
� �������& �� ����	
 **+

,�	 '��� k �������� w1, . . . , wk & �'� w i =
n∑

j=1
aij v j & �� '��

�.���� T ∈ T k(V ) 	����

T (w1, . . . , wk) =
n∑

j1,...,jk=1

a1j1 · . . . · akjk
· T (vj1, . . . , vjk

) =

=
n∑

j1,...,jk=1

T (vj1, . . . , vjk
) · (ϕj1 ⊗ . . . ⊗ ϕjk

)(w1, . . . , wk) .

3��'���������&

T =
n∑

j1,...,jk=1

T (v j1, . . . , v jk
) · (ϕj1 ⊗ . . . ⊗ ϕjk

) ,

	 �����) ������� ϕj1 ⊗ . . . ⊗ ϕjk
����-'�.� ���������� T k(V )�

>��'����-	� ������& 
�� ai1,...,ik 4 
	��& '�� ������*

n∑
i1,...,ik=1

ai1,...,ik · (ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik) = 0 .

>�	����� ��� 
��	 $���� �������� � �����-) (v j1, . . . , v jk
)& ���)
	�

aj1,...,jk
= 0� :��	� �������& ��������� ���	���'��	� ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik

�	��%�� �����		��� �
@� ������� ��-�� ���������	�� ���-� ��-�). �����)�+	.&

*���0� 	�����). � �)
�� ����-����* ���������� ������& ��(
�	� �	��%��� ������-��	�� f : V −→ W ����'������ �	��%���
������-��	� f ∗ : T k(W ) −→ T k(V )& '�%��).2�� �� 1���)��A

(f ∗T )(v 1, . . . , vk) := T (f(v 1), . . . , f(vk)) 5 J�B6

'�� �.��* T ∈ T k(W ) 	 v 1, . . . , vk ∈ V �

-�		� �� %���	����� ��	�
��� f ∗(S ⊗ T ) = f ∗(S) ⊗ F ∗(T ) .



**. ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

� >)�� S ∈ T k(V )& T ∈ T l(V )� �����

f ∗(S ⊗ T )(v1, . . . , vk, vk+1, . . .vk+l) =

= (S ⊗ T )(f(v1), . . . , f(vk), f(vk+1), . . . , f(vk+l)) =

= S(f(v1), . . . , f(vk)) · T (f(vk+1), . . . , f(vk+l)) =

= (f ∗S)(v1, . . . , vk) · (f ∗T )(vk+1, . . . , vk+l) =

= (f ∗S) ⊗ (f ∗T )(v1, . . . , vk, vk+1, . . .vk+l) . �

�� B����		���������� ��9���; ��+������ ���;
 �(�� ����9 ����� � ��� � �!�� �

#�-��� ��	����� ���	�	��%��% 5�	�	��%��%6 1���� �������
�������� ���	���'��	� ��������� 8�)�	�& '�� �� �2� ����� ��-���
��	�����& ������� 1���� <����'��	����=& �� �� ������ det ∈ T n(Rn)&
������	�����% ��� n(�	��%��� 1���� �� ��� ����� ���� � �	')
����2��	� $��% 1)��+		& �����	�& 
�� ��	 ����������� '�)* ����
����'��	���� ������ ����� ��	� ��'��������� ��').2�� ����'���(
�	��

���������� $$� =	���� ω ∈ T k(V ) ����	�
� ���
���	��
���	
����� 	
�� ∀ i, j = 1, . . . , k �������	�
� ��	�
���

ω(. . . , v i, . . . , v j, . . .) = −ω(. . . , v j, . . . , v i, . . .) ,

��	 ������������ ������	�� �	 �� �	������ v � ������	 �
���
�
� 
���) �	
�) ;�	 �	�	
������
�< 

���-���� Λk(V ) ��* ���		�����	
��	* k (�������� �������&
�
��	'��& ��'����������� ���������� T k(V )� >������) �����(
�	� ����'��	���� ����)�� ���
	������% ������& �� ���������& 
��
���		�����	
��	� ������� ��)'�� ���	������ 3)2���)��& �'��(
��& �'	���������% ���� ���		 ��-'��� 	� ���	* ��������& 	 ��
����*�'	� � ��� 	���-��	.�

���������� $,� ,��
������" ����� k ����	�
� ��	�����
��	 ������	��	 σ : {1, . . . , k} −→ {1, . . . , k} 1���	
��� �
	)

�D�����$7��$ ���%� ������" ���������������� ��� ������	�����		���



� �� ,	����	���*�
� �������& �� ����	
 **1

k! ���
������ ����� k ��	
�	 
 ��	���	" ���������� ◦ ����	�
�
������" 2� ����	�
� 
���	����	
��" ������" � ������	�
�

������� Sk  

���������� =������
�	 ���� ��	��
#� 
 
	�� ���	�� ���	����

σ =

(
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)
, τ =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
.

���	��	� 	� ���	�
����	�

σ · τ = σ ◦ τ =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
·
(

1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)
=

(
1 2 3 4 5
3 5 4 1 2

)
.

���������� $.� ,��
����� σ =

(
1 2 . . . k

σ(1) σ(2) . . . σ(k)

)
����	�
� �	���" ��� �	�	���" � ���
���
�� �� �	���
�� ���
�	�	���
�� ��
� ���	�
�" � �	�	
�����	 (σ(1), σ(2), . . . , σ(k)) 
%�������" ���
������ σ ����	�
� ��
��

sgn σ :=

{
+1 , 	
�� ���
����� σ $ �	��� ,

−1 , 	
�� ���
����� σ $ �	�	��� .

���������� $/� 2�	���� ���	��������� Alt : T �−→ Alt T
�	���� T ∈ T k(V ) ���	�	��	�
� ��	�
����

Alt T (v 1, . . . , vk) :=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn σ · T (vσ(1), . . . , vσ(1)) .

%����	� �2� *�� ����) T ∈ T k(V ) � ω ∈ Λk(V ) ��		�

(a) Alt (T ) ∈ Λk(V ) ;

(b) Alt (ω) = ω ;

(c) Alt(Alt(T )) = Alt(T ) .

� 5E6 >)�� (i, j) 4 �������	+	��& � σ ∈ Sk � >������ σ′ := σ·(i, j)&
(i < j)& )
	����� ��)������ ��%��� ���-���� Sk 	 ��
������

����	��������� ���"#����$ +�(�����#�� (i, j) - ���$7'�$ ������� 6���� i � j - � #��

����� �"� 6���� ����#�$7'�$ �� �#��) �����)�



**4 ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

�������	+		& 	����

(Alt T )(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vk) =

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn σ · T (vσ(1), . . . , vσ(j), . . . , vσ(i), . . . , vσ(k)) =

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn σ · T (vσ′(1), . . . , vσ′(i), . . . , vσ′(j), . . . , vσ′(k)) =

= − 1

k!

∑
σ′∈Sk

sgn σ′ · T (vσ′(1), . . . , vσ′(k)) = −(Alt T )(v1, . . . , vk) .

5G6 ,�	 ω ∈ Λk(V )& � σ = (i, j) 4 �������	+	�& �� ��������

ω(vσ(1), . . . , vσ(k)) = sgn σ · ω(v 1, . . . , vk)

�
��	'��� ������� ����������� :�� ��� ���). ��'������) ��-(
�� ���'���	�� � �	'� ���	���'��	� �������	+	%& �� $�� ��������
���������� '�� ��* σ � >�$���) 	����

(Alt ω)(v1, . . . , vk) =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn σ · ω(vσ(1), . . . , vσ(k)) =

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn σ · sgn σ · ω(v1, . . . , vk) =
ω(v1, . . . , vk)

k!

∑
σ∈Sk

1 =

= ω(v1, . . . , vk) .

5H6 ��� )����-'��	� ������� �
��	'��� ��'��	�� )����-'��	%
5E6 	 5G6� �

���������� D�� ���"���	� ���������	 	 ��	� ���������
 Λk(V ) ����

�� "�������� 	���� �������� ����	���# ������� ,4 7����� ���	 ω ∈ Λk(V )

	 η ∈ Λl(V ) � �� 	� ��������� ���	�
����	� ω ⊗ η � 
���'� ��
���� �� ��	����"	�

���������
� Λk+l(V )  � �
��	 � ��	� 

��	��� ��
� �����	� 8
������ ����"��

�	�9� �
������ �� ����� �������� 

���������� $0� ��	-�		 ������	�	��	 &���� ω ∈ Λk(V ) �
&���� η ∈ Λl(V ) ���	�	��	�
� ��	�
����

ω ∧ η :=
(k + l)!

k! · l! · Alt(ω ⊗ η) . 5 J� 6



� �� ,	����	���*�
� �������& �� ����	
 **5

%����	� #3� *�� ����) ω, ω1, ω2 ∈ Λk(V )� η, η1, η2 ∈ Λl(V )�
a ∈ R� f : V −→ W 
���	����� 
�	�����	 ��	�
��/

(a) (ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η 6
(b) ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2 6
(c) (aω) ∧ η = ω ∧ (aη) = a · (ω ∧ η)6
(d) ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω 6
(e) f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η) 

� 5E6 �����

(ω1 + ω2) ∧ η =
(k + l)!

k! · l! · Alt((ω1 + ω2) ⊗ η) =

=
(k + l)!

k! · l! · Alt(ω1 ⊗ η) +
(k + l)!

k! · l! · Alt(ω2 ⊗ η) = ω1 ∧ η + ω1 ∧ η .

5G6 �����

ω ∧ (η1 + η2) =
(k + l)!

k! · l! · Alt(ω ⊗ (η1 + η2)) =

=
(k + l)!

k! · l! · Alt(ω ⊗ η1) +
(k + l)!

k! · l! · Alt(ω ⊗ η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2 .

5H6 �����

(aω) ∧ η =
(k + l)!

k! · l! · Alt((aω) ⊗ η) =
(k + l)!

k! · l! · Alt(ω ⊗ (aη)) =

= a · (k + l)!

k! · l! · Alt(ω ⊗ η) = ω ∧ (aη) = a · (ω ∧ η) .

5I6 ����� ����	�� ���	���'��	� ω ∧ η 	 η ∧ ω & ���	0�� 	* ���(

��	� �� �������*

(ω ∧ η)(v1, . . . , vk+l) =

=
(k + l)!

k! · l! ·
∑

σ∈Sk+l

sgn σ · ω(vσ(1), . . . , vσ(k)) · η(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)) ,

(η ∧ ω)(v1, . . . , vk+l) =

=
(k + l)!

k! · l! ·
∑

σ∈Sk+l

sgn τ · η(vτ(1), . . . , vτ(l)) · ω(vτ(l+1), . . . , vτ(k+l)) .



*,6 ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

�	�� �������* � ���	* )���* �'	�������� ������	� ��-') ����(
����	 ����� ��������	�A

ω(vσ(1), . . . , vσ(k)) · η(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)) ≡
≡ η(vτ(1), . . . , vτ(l)) · ω(vτ(l+1), . . . , vτ(k+l)) .

?�.'� ����� )������� ���		���� ��-') ��'��������	

σ =

(
1 . . . k + l

σ(1) . . . σ(k + l)

)
	 τ =

(
1 . . . k + l

σ(k + 1) . . . σ(k)

)
.

������& 
���� ���)
	�� �'�) 	� $�	* ��'������� 	� '�)��%& ��'�
����0	�� k · l �������	+	%& ���� ��-'�% 	� ������* ���	*�'	�
�������� ����� 	����)���

5V6 ���	���� ���
��	� ������� f ∗(ω ∧ η) �� �������*& ���)
	�

f ∗(ω ∧ η)(v1, . . . , vk+l) = (ω ∧ η)(f(v1), . . . , f(vk+l)) =
(k + l)!

k! · l! ×

×
∑

σ∈Sk+l

sgn σ · ω(f(vσ(1)), . . . , f(vσ(k))) · η(f(vσ(k+1)), . . . , f(vσ(k+l))) =

=
(k + l)!

k! · l! ·
∑

σ∈Sk+l

sgn σ · (f ∗(ω) ⊗ f ∗(η))(vσ(1), . . . , vσ(k+l)) =

= (f ∗(ω) ∧ f ∗(η))(v1, . . . , vk+l) . �
%����	� #�� *�� ����)

S ∈ T k(V ) , T ∈ T l(V ) , ω ∈ Λk(V ) , η ∈ Λl(V ) , θ ∈ Λm(V )


���	����� 
�	�����	 ���	���	���/

(a) 	
�� Alt(S) = 0 , �� Alt(S ⊗ T ) = Alt(T ⊗ S) = 0F

(b) Alt(Alt(ω ⊗ η) ⊗ θ) = Alt(ω ⊗ η ⊗ θ) = Alt(ω ⊗ Alt(η ⊗ θ))F

(c) (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ) =
(k + l + m)!

k! · l! · m!
· Alt(ω ⊗ η ⊗ θ)  

� 5E6 8�� '������������ �������� Alt(S ⊗ T ) = 0 ���	0�� ���(

��	� $���� ������� �� �������*A

Alt(S ⊗ T )(v1, . . . , vk+l) =

=
∑

σ∈Sk+l

sgn σ · S(vσ(1), . . . , vσ(k)) · T (vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)) .



� �� ,	����	���*�
� �������& �� ����	
 *,*

>)�� G ⊂ Sk+l 4 ��'��)���& ����2�� 	� ��* ��'������� σ &
������.2	* �� ���� 
	�� k + 1, . . . , k + l � :�� ��� ��'��)��� G

	�����1�� ��)��� Sk & �� 	����∑
σ∈G

sgn σ · S(vσ(1), . . . , vσ(k)) · T (vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)) =

=

[∑
σ′∈Sk

sgn σ′ · S(vσ′(1), . . . , vσ′(k))

]
· T (vk+1, . . . , vk+l) = 0 ,

��� ��� ����-��	� � ���'�����* �����* ������+	������� 
	�)
Alt(S) = 0�

>)�� ������ σ0 /∈ G� ?����)�� �����% ��� ��-���	& ����(
��� Gσ0 :=

{
σσ0

∣∣ σ ∈ G
}
& 	 ���'�� ������
��	� (w1, . . . , wk+l) :=

:= (vσ0(1), . . . , vσ0(k+l))� :��'� ���)
	�∑
σ∈Gσ0

sgn σ · S(vσ(1), . . . , vσ(k)) · T (vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)) =

=

[
sgn σ0 ·

∑
σ′∈G

sgn σ′ · S(wσ′(1), . . . , wσ′(k))

]
· T (wk+1, . . . , wk+l) = 0

�� ��% -� ��	
	��& 
�� 	 ��0�� �����	� ������& 
�� G ∩ Gσ0 = ∅�
# ���� '���& ��	 σ ∈ Gσ0 & �� σ = σ′ · σ0 '�� ���������� σ′ ∈ G&
	 �����) σ0 = (σ′)−1σ ∈ G ������	 ���'����-��	.� >��'��-�� $���
���+�& ��-�� ���'���	�� ��)��) Sk+l � �	'� '	�C.������� ��C(
�'	���	� �����* ����� ��-���	& )��� �� ��-'��) 	* ������*
����� �)�.� >�$���) 	 )��� �� ��% ��)��� Sk+l ����� �)�.�

8������������ �������� Alt(T ⊗ S) = 0 ��-�� ������	 ���(
���	
��& ���'������ ��)��) Sk+l � �	'� '	�C.������� ��C�'	���	�
����* ����� ��-���	& )��� �� ��-'��) 	* ������* ����� �)�.�

5G6 �����

Alt(Alt(η ⊗ θ) − η ⊗ θ) = Alt(η ⊗ θ) − Alt(η ⊗ θ) = 0 .

3��'���������& � 	�) 5E6 ���)
���

0 = Alt(ω ⊗ [Alt(η ⊗ θ) − η ⊗ θ]) =

= Alt(ω ⊗ Alt(η ⊗ θ)) − Alt(ω ⊗ η ⊗ θ) ,



*,, ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

#����� 	� ������� 5G6 ��-�� '������� ������	
���
5H6 �����

(ω ∧ η) ∧ θ =
(k + l + m)!

(k + l)! · m!
· Alt((ω ∧ η) ⊗ θ) =

=
(k + l + m)!

(k + l)! · m!
· (k + l)!

k! · l! · Alt(ω ⊗ η ⊗ θ) .

#����� 	� ������� 5H6 ��-�� '������� ������	
��� �
���������� !�����
���� ������	�� �� ���	�
����	� ω∧ (η∧ θ) 	 (ω∧ η)∧ θ

�	�
���� ω ∧ η ∧ θ 8��� ������9 	 ����	��� �������	�� 
������ ���	�
����	�

ω1∧ω2∧ . . .∧ωr �#���� ��������� �	�� �����"	����� ���
 ������ ������	����

��	� (v 1, . . . , vn) ���������
 V 	 �	������������ � ���� ��	� (ϕ1, . . . , ϕn)

���������
 T 1(V ) � ��"�� ����� ������	�� ��	� ���������
 Λk(V ) ��� �#�

���� k = 1, . . . , n  

%����	� #�� 1���	
��� �
	) ��	-��) ������	�	��" ���

ϕi1 ∧ ϕi2 ∧ . . . ∧ ϕik , ��	 1 � i1 < i2 < . . . < ik � n , 5 J�J6

����	�
� ���
�� ���
���
�� Λk(V )� ������	 � 
��� :���� ��		�
���	���
�� (

n

k

)
=

n!

k! · (n − k)!
. 5 J�"6

,�� k > n ��		� Λk(V ) = {0} 

� >)�� ω ∈ Λk(V ) ⊂ T k(V )� @� ������		 �������  M 	����

ω =
∑

1�i1,...,ik�n

ai1,...,ik · ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik .

8�%��)� �� $�� �������� ���������� �������	�����	�& ���)
	�

ω = Alt(ω) =
∑

1�i1,...,ik�n

ai1,...,ik · Alt(ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik) . 5 J��6

:�� ��� ��-'�� Alt(ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik) ���	
���� �� ��������).2���
���0���� ���	���'��	� ϕi1 ∧ . . .∧ ϕik �	0� ��������� ���-	�����&
�� $�	 ���0�	� ���	���'��	� ����-'�.� ���������� Λk(V )�



� �� ,	����	���*�
� �������& �� ����	
 *,/

,�	 k > n& �� ��'	 	�'���� i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} ��� ������&
	 �����) �� ���0�	� ���	���'��	� ϕi1 ∧ . . .∧ϕik ����� �)�.� :��	�
�������& Λk(V ) = 0 ��	 k > n�

,�	 1 � k � n& ��& ��������� 	� )��� 5 J��6 �� �)����� ����(
���� 5�� �� ��& � ������* ��'	 	�'���� iν 	��.�� ������6& ��	��'��
�� � �	')

ω =
∑

1�i1<...<ik�n

bi1,...,ik · Alt(ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik) ,

	& ���	� �������& �.��� 1���� ω ∈ Λk(V ) ���'���	�� � �	'� �	(
��%��% ����	��+		 1��� 5 J�J6� ?����� ������ ��������& 
�� $�	
1���� �	��%�� �����		��� >)��

0 =
∑

1�i1<...<ik�n

ci1,...,ik · (ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕik) .

8�%��)� $�	� �������� �� ������� (v j1, . . . , v jk
)& ���)
	�

0 =
∑

1�i1<...<ik�n

ci1,...,ik · (ϕi1 ∧ . . . ∧ ϕik)(vj1, . . . , vjk
) =

=
∑

1�i1<...<ik�n

ci1,...,ik ·
(i1 + . . . + ik)!

i1! · . . . · ik!
· (ϕi1 ⊗ . . . ⊗ ϕik)(vj1, . . . , vjk

) =

= cj1,...,jk
· (j1 + . . . + jk)!

j1! · . . . · jk!
,

	& ���
	�& �� cj1,...,jk
= 0 .

>����% ����	�������% ��'
�� ����������& 
�� ���	
���� ���(
�	
��* �������� 5 J�J6 ����� 
	�) 5 J�"6� �

���������� J� ���� ������� �������� ��� ���	 ���������
� V 	���� ������

����� n � �� Λn(V ) 	���� ���������� * 0�	� ������� 
�� ��	�	�����	����	�

n�������� � V ���	�#��� �	�� �	���
�� ���"	����� �� �#���� ������
��� 	�

�	� =�������� ��	����� ����� ������ �
������ �������	���� n��� ������� ��

�� ��	
	������ ���
���	� ��� 
 �����#'�� ������� 

%����	� ##� ,�
�� (v 1, . . . , vn) $ ���
 ���
���
�� V � 

ω ∈ Λn(V ) *�� ����) n �	������ w i =
n∑

j=1
aij v j �� V ��		�

ω(w1, . . . , wn) = det(aij) · ω(v 1, . . . , vn) .



*,2 ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

� �����

ω(w1, . . . , wn) = ω

(
n∑

j1=1

a1j1vj1, . . . ,

n∑
jn=1

anjn
vjn

)
=

=
∑

1�j1,...,jn�n

a1j1 · . . . · anjn
· ω(vj1, . . . , vjn

) =

= ω(v1, . . . , vn) ·
∑
σ∈Sn

sgn σ · a1j1 · . . . · anjn
=

= ω(v1, . . . , vn) · det (aij) ,

�'� ������
��� σ :=

(
1 2 . . . n

j1 j2 . . . jn

)
. �

���������� 0����� // �����
��� ��� ������
�� ������ ω ∈ Λn(V ) ���	�


�� ��	�� ���������
 V � �
 ����: ��� ��	��
 (v 1, . . . , vn) � ��� �������

ω(v 1, . . . , vn) > 0 � 	 ���� ��� ������� ω(v 1, . . . , vn) < 0  !��	 (v 1, . . . , vn) 	

(w 1, . . . , wn) ; �
 ��	�� 	 A = (aij) ; ���	� ������� w i =
n∑

j=1

aij v j � ��

��	�� (v 1, . . . , vn) 	 (w 1, . . . , wn) ��	����"� ������ 	 ���� "� ����� ����

	 ������ ����� ���� det A > 0  %"��� 	� ��	� �����
 ���
���� �����	����

���������
 V  

� ,� �/%�/ �#�� &#�D#�* "�::���#8�! C#�* :��0

���������� $2� ,��
���
����� �
�	����� � �	��������
���
���
��� Rn � ����	 x ∈ Rn � �
�����
� ������ ���
����

��� Rn

x :=
{
dx := x ′ − x

∣∣ x ′ ∈ Rn
}

 

>��������� Rn
x ��-�� �������	
��	 ���'������� ��� � �	'�

$��������� ���������� Rn & ������% ����������� �������� �� ���(
��� x � >)�� (e1, e2, . . . , en) 4 ���'�����% ���	 ����������� ���(
������� Rn

x & � (π1, π2, . . . , πn) = (dx1, dx2, . . . , dxn) 4 �	����������(
��% � ���) ���	 ���������� T 1(Rn

x)& �� �� πi(ej) = dxi(ej) = δij �
>��'������ ������ dx ∈ Rn

x 
���� ����'	����& 	����

dx = (dx1, dx2, . . . , dxn) = e1 · dx1 + e2 · x2 + . . . + en · dxn .



� �� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
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8�%��)� �� $�� �������� �������� πi & ��*�'	�

πi(dx) = dxi(dx) = dxi .

���������� ,3� ��	-�	" ��&&	�	�������" &����" 
�	�	�� k

;��� k �&����"<� ���	�	�	���" � ���
�� D ⊂ Rn � ����	�
� �����
��	��	 D � x �−→ ω(x) ∈ T k(Rn

x) ���	��	 :���� ������	��� �
����	 x ����� ��	�
����� � ���	

ω(x) =
∑

1�i1<...<ik�n

ωi1...ik(x) · πi1 ∧ . . . ∧ πik =

=
∑

1�i1<...<ik�n

ωi1...ik(x) · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , 5 J�K6

��	 ωi1...ik(x) $ �	������	 &������� ����	��	 ��:&&���	����
��&&	�	�������" &���� 

8	11����+	������ 1���� 5 J�K6 ��������� ����������%& '	11�(
���+	�)���% 	 �� ��& ��	 �������	 ����.�� �� 1)��+		 ωi1...ik � #.(
') � $��% ����� �)'��& �� ������	��� $���� ��-'�% ���& ���'��������
�� ����
�.2	�� �	-� 1���� '	11����+	�)����	 	& ����� ����&
��	��'��-�2	�	 ���) C∞ � ��	* ������* ����'����	�� ��� )���(
2�.2�� ���'����-��	� 	����	� �� �� ����*�'	���	 ��'
	������&
������ ��� � ���+�� '������������ ���'	11����+	������ �� 	�	
	��� 1)��+	��

?����+		 )��� 1��� �'	������* ������%& ���0���� ���	���'�(
�	� 	 ���	���'��	� 1���� �� 1)��+	. f ����'���.�� ����������
�������& ����
�
��A

(ω + η)(x) := ω(x) + η(x) ;

(ω ∧ η)(x) := ω(x) ∧ η(x) ;

(f · ω)(x) := f(x)ω(x) .

>�	 $��� ����� f ·ω 
��� �	0)� f∧ω � ?���% 	����� ���'�������
����-��	� '�� '	11����+	��� 1)��+		�

%����	� #$� #
�� &������ f : Rn −→ R ��&&	�	�����	�� ��
		 ��&&	�	������ ����	�
� ��&&	�	������� ?�&���

df(x) =
∂f(x)

∂x1
· dx1 + . . . +

∂f(x)

∂xn
· dxn .



*,. ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
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� 8	11����+	�)� 1)��+	. f & 	����

df(x)(dx) =
∂f(x)

∂x1
· dx1 + . . . +

∂f(x)

∂xn
· dxn =

=
∂f(x)

∂x1
· dx1(dx) + . . . +

∂f(x)

∂xn
· dxn(dx) =

=

(
∂f(x)

∂x1
· dx1 + . . . +

∂f(x)

∂xn
· dxn

)
(dx) . �

>)�� ������ ��'��� '	11����+	�)���� ������-��	� f : Rn −→
−→ Rm � 8�� ��-'��� x ∈ Rn ��� ����-'��� �	��%��� ������-��	�
Df(x) : Rn −→ Rm � @������� ��'	1	+	�)� ���& ���)
��� �	��%���
������-��	� ���������* ��������� f∗ : Rn

x −→ Rm
f(x ) & ����'�������

���������

f∗(dx) = (Df(x)(dx))f(x) .

��� �	��%��� ������-��	� 	�')+	�)�� �	��%��� ������-��	�

f ∗ : Λk(Rm
f(x)) −→ Λk(Rn

x) .

������� ���������� ��-'�% k (1���� ω �� Rm
f(x) k (1���) f ∗(ω) ��

Rn
x ������ �������) (f ∗(ω))(x) := f ∗(ω(x))& �� ��

(f ∗(ω))(x)(dx1, . . . , dxk)) := ω(f(x))(f∗(dx1), . . . , f∗(dxk))

'�� �.���� ������ �������� dx1, . . . , dxk ∈ Rn
x �

%����	� #,� #
�� ������	��	 f = (f 1, . . . , fm) : Rn −→ Rm

��&&	�	�����	��� ��

5E6 f ∗(dxi) =
∂f i

∂x1
· dx1 + . . . +

∂f i

∂xn
· dxn ;

5G6 f ∗(ω1 + ω2) = f ∗(ω1) + F ∗(ω2) ;

5H6 f ∗(g · ω) = (g ◦ f) · f ∗(ω) ;

5I6 f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η) 
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� 5E6 �����

f∗(dxi)(x)(dx) = dxi(f(x))(f∗(dx)) = dxi(f(x)) (Df(x)(dx))f(x) =

= dxi(f(x))

 n∑
j=1

∂f1(x)
∂xj

dxj + . . . +
n∑

j=1

∂fm(x)
∂xj

dxj


f(x)

=

=
n∑

j=1

∂f i(x)

∂xj
dxj =

n∑
j=1

∂f i(x)

∂xj
dxj(x)(dx) .

5G6 �����

f ∗(ω1 + ω2)(x)(x1, . . . , xk) = (ω1 + ω2)(f(x))(f∗(x1), . . . , f∗(xk)) =

= ω1(f(x))(f∗(x1), . . . , f∗(xk)) + ω2(f(x))(f∗(x1), . . . , f∗(xk)) =

= f ∗(ω1)(x)(x1, . . . , xk) + f ∗(ω2)(x)(x1, . . . , xk) .

5H6 8�� �.��% 1)��+		 g : Rn −→ R 	����

f ∗(g · ω)(x)(x1, . . . , xk) = (g ◦ f)(x) · ω(f(x)) · (f∗(x1), . . . , f∗(xk)) =

= (g ◦ f)(x) · (f ∗(ω))(x)(x1, . . . , xk) .

5I6 >�	 ω ∈ Λk(Rn)& η ∈ Λl(Rn) 	����

f ∗(ω ∧ η)(x)(x1, . . .xk+l) = f ∗(ω(x) ∧ η(x))(x1, . . .xk+l) =

= f ∗(ω(x))∧f ∗(η(x))(x1, . . .xk+l) = (f ∗(ω)∧f ∗(η))(x)(x1, . . .xk+l) . �
	
���
� =���� x = f(t) : R3 −→ R3 ; �	&&�����	������ �����"��	� 

���	��	� f ∗(ω) � ���

ω = P (x1, x2, x3)dx2 ∧ dx3 + Q(x1, x2, x3)dx3 ∧ dx1 + R(x1, x2, x3)dx1 ∧ dx2 .

� =�	����� ������� /+� 	����

f ∗(ω) = (P ◦f)(t)∧f ∗(dx2∧dx3)+(Q◦f)(t)∧f ∗(dx3∧dx1)+(R◦f)(t)∧f ∗(dx1∧dx2) =

= (P ◦ f)(t) ∧ f ∗(dx2) ∧ f ∗(dx3) + (Q ◦ f)(t) ∧ f ∗(dx3) ∧ f ∗(dx1)+

+ (R ◦ f)(t) ∧ f ∗(dx1) ∧ f ∗(dx2) =

= (P ◦ f)(t) ·
(

∂x2

∂t1
dt1 +

∂x2

∂t2
dt2 +

∂x2

∂t3
dt3

)
∧
(

∂x3

∂t1
dt1 +

∂x3

∂t2
dt2 +

∂x3

∂t3
dt3

)
+

+ (Q ◦ f)(t) ·
(

∂x3

∂t1
dt1 +

∂x3

∂t2
dt2 +

∂x3

∂t3
dt3

)
∧
(

∂x1

∂t1
dt1 +

∂x1

∂t2
dt2 +

∂x1

∂t3
dt3

)
+

+ (R ◦ f)(t) ·
(

∂x1

∂t1
dt1 +

∂x1

∂t2
dt2 +

∂x1

∂t3
dt3

)
∧
(

∂x2

∂t1
dt1 +

∂x2

∂t2
dt2 +

∂x2

∂t3
dt3

)
=
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= (P◦f)(t)


∣∣∣∣∣∣∣
∂x2

∂t2

∂x2

∂t3
∂x3

∂t2

∂x3

∂t3

∣∣∣∣∣∣∣ dt2 ∧ dt3 +

∣∣∣∣∣∣∣
∂x2

∂t3

∂x2

∂t1
∂x3

∂t3

∂x3

∂t1

∣∣∣∣∣∣∣ dt3 ∧ dt1 +

∣∣∣∣∣∣∣
∂x2

∂t1

∂x2

∂t2
∂x3

∂t1

∂x3

∂t2

∣∣∣∣∣∣∣ dt1 ∧ dt2

+

+ (Q ◦ f)(t)


∣∣∣∣∣∣∣
∂x3

∂t2

∂x3

∂t3
∂x1

∂t2

∂x1

∂t3

∣∣∣∣∣∣∣ dt2 ∧ dt3 +

∣∣∣∣∣∣∣
∂x3

∂t3

∂x3

∂t1
∂x1

∂t3

∂x1

∂t1

∣∣∣∣∣∣∣ dt3 ∧ dt1 +

∣∣∣∣∣∣∣
∂x3

∂t1

∂x3

∂t2
∂x1

∂t1

∂x1

∂t2

∣∣∣∣∣∣∣ dt1 ∧ dt2

+

+(R◦f)(t)


∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂t2

∂x1

∂t3
∂x2

∂t2

∂x2

∂t3

∣∣∣∣∣∣∣ dt2 ∧ dt3 +

∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂t3

∂x1

∂t1
∂x2

∂t3

∂x2

∂t1

∣∣∣∣∣∣∣ dt3 ∧ dt1 +

∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂t1

∂x1

∂t2
∂x2

∂t1

∂x2

∂t2

∣∣∣∣∣∣∣ dt1 ∧ dt2

 . �

=��������� 
��"��	� ��"�� �'� ��������
��� ����
 ���&&	�	���� ��	

��	���
�� ��	���� &���� dt2 ∧ dt3 � dt3 ∧ dt1 � dt1 ∧ dt2 � �� �� ����� ��� ��

����� ����� ��������	� � �����#'�� ������� ������	
���� 
"��� ������

������ ���� �������� 
��	����	� 
�����	� �������� �&&����� 

%����	� #.� #
�� x = f(t) : Rn −→ Rn $ ��&&	�	�����	��	
������	��	� ��

f ∗(h · dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = (h ◦ f) · det[f ′] · dt1 ∧ . . . ∧ dtn . 5 J�L6

� :�� ���

f ∗(h · dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = (h ◦ f) · f ∗(dt1 ∧ . . . ∧ dtn) ,

�� '�����
�� ��������& 
��

f ∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = det[f ′] · dt1 ∧ . . . ∧ dtn .

?�����
�� f = (f 1, . . . , fn)& 	�����)� ������) J�5I6 	 ����	�� ���0(
���� )���-��	�& 	����

f ∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxn)(t) = f ∗(dx1)(t) ∧ . . . ∧ f ∗(dxn)(t) =

=

(
∂f 1(t)

∂t1
dt1 + . . . +

∂f 1(t)

∂tn
dtn

)
∧. . .∧

(
∂fn(t)

∂t1
dt1 + . . . +

∂fn(t)

∂tn
dtn

)
=

=
∑

1�i1<...<in�n

sgn σ · ∂f 1(t)

∂ti1
· . . . · ∂fn(t)

∂tin
· dt1 ∧ . . . ∧ dtn =

= det[f ′(t)] · dt1 ∧ . . . ∧ dtn ,
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�'� σ =

(
1 2 . . . n

i1 i2 . . . im

)
. �

���������� �"��� ���������	��� �
������ � �	&&�����	�����	 &����

�	� �
������ �����	�� ���#��!� ����������������� ������� �
������ ����'��	�

�� ������� d � �����"#'��� 6�&���� 8&����		9 
 *�&���� 7������	� ��� 	

	���	� ��������� ��� �
����
 

���������� ,�� ,�
��

ω =
∑

1�i1<...<ik�1

ai1...ik · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

$ ��&&	�	�����	�� ��&&	�	������� k �&��� �� �	�	�	�����
x ∈ Rn  #	 ��	-��� ��&&	�	������ ����	�
� ��&&	�	�������
(k + 1)�&��� dω � ���	�	��	�� 
�	������ ��	�
����/

dω :=
∑

1�i1<...<ik�n

dai1...ik ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik =

=
∑

1�i1<...<ik�n

n∑
j=1

∂ai1...ik

∂xj
· dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik . 5 J�M6

%����	� #/� %���	����� 
�	�����	 ���	���	���/
5E6 ��	���� d $ ���	"��"6
5G6 	
�� ω $ k �&���� �� d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)k · ω ∧ dη 6
5H6 d(dω) = 0� ��� �����	� d2 = 06
5I6 	
�� ω $ k �&��� � Rm �  ������	��	 f : Rn −→ Rm $

��&&	�	�����	��	� �� f ∗(dω) = d(f ∗ω) 

� 5E6 @� !(1����* 5�� �� �� 1)��+	�*6 �������� ���0���� '	11�(
���+	�����	� ����'���  ���������� ���
���� '	11����+	�����	�&
�	��%���� �������� 	������� 9	��%���� ��������� d �� k (1����*
��')�� 	� ����'����	� 5 J�M6 	 �	��%���	 ��� �� !(1����*�

5G6 8�� 1��� ω 	 η & 	��.2	* �	'

ω = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik 	 η = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl ,

'����������� �������� �
��	'��& ��� ��� � $��� �)
��

dω = dη = d(ω ∧ η) = 0 .
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,�	 ω = a 4 �)��(1���� 51)��+	�6& �

η =
∑

1�j1<...<jl�1

bj1...jl
· dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl ,

�� 	����

d(ω ∧ η) =
∑

1�j1<...<jl�1

d(a · bj1...jl
) ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl =

=
∑

1�j1<...<jl�1

(da ∧ bj1...jl
+ a ∧ dbj1...jl

) ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl =

= dω ∧ η + ω ∧ dη .

# ��2�� �)
�� 	����

d(ω ∧ η) = d

( ∑
1�i1<...<ik�n

ai1...ik · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik∧

∧
∑

1�j1<...<jl�n

bj1...jl
· dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl

)
=

=
∑

1�i1<...<ik�n
1�j1<...<jl�n

(dai1...ik · bj1...jl
+ ai1...ik · dbj1...jl

)∧

∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl = dω ∧ η+

+ (−1)k
∑

1�i1<...<ik�n
1�j1<...<jl�n

ai1...ik · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ∧ dbj1...jl
∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjl =

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη .

5H6 :�� ���

dω =
∑

1�i1<...<ik�n

n∑
k=1

∂ai1...ik

∂xk
· dxk ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

��

d2ω = d(dω) =
∑

1�i1<...<ik�n

n∑
j=1

n∑
k=1

∂2ai1...ik

∂xk∂xj
· dxj ∧ dxk∧

∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .
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# $��% )��� �� �������� ���	��� )�	
��-�.�� � 	�) ��%���
���	����)���	����	 ���0���� ���	���'��	� 	 ������� � ��0����*
���	���'��*& �� �� dxk ∧ dxk = 0& � ��	 k �= j 	����

∂2ai1...ik

∂xk∂xj
· dxj ∧ dxk +

∂2ai1...ik

∂xj∂xk
· dxk ∧ dxj = 0 .

5I6 8������������ �����'�� ����'�� 	�')�+		 �� 
	�) k 4 ��(
���	 1���� ω � >��'����-	� ��
���& 
�� ω 4 �)��(1����� :��'�&
)
	�����& 
�� '�� 1)��+	% ���0�	% '	11����+	�� ����'���  ���
(
��� '	11����+	����& ���)
	�

d(f ∗ω)(x) = d(ω◦f)(x) =
∂ω(f(x))

∂x1
·df 1(x)+ . . .+

∂ω(f(x))

∂xn
·dfn(x) .

3 '�)��% ������&

(f ∗(dω))(x) = f ∗
(

∂ω

∂x1
π1 + . . . +

∂ω

∂xn
πn

)
(x) =

=
∂(ω(f(x))

∂x1
· df 1(x) + . . . +

∂(ω(f(x))

∂xn
· dfn(x) .

:�� ��� ������ 
��	 ����'�	* '�)* ������� �����& �� ����� 	 	*
����� 
��	�

>�	����� 	�')�+	.& ���'����-	�& 
�� �������� f ∗(dω) = d(f ∗ω)
�����'�	�� '�� k (1���� ω � 8�����
�� )��'	��� � ���& 
�� ���
�����'�	�� '�� (k + 1)(1���� ω ∧ dxi � �����

f ∗(d(ω ∧ dxi)) = f ∗(dω ∧ dxi + (−1)kω ∧ d(dxi)) = f ∗(dω ∧ dxi) =

= f ∗(dω)∧f ∗(dxi) = d(f ∗(ω))∧df i = d(f ∗(ω)∧df i) = d(f ∗(ω)∧f ∗(dxi)) =

= d(f ∗(ω ∧ dxi)) . �

���������� ,�� *�&&	�	������� &��� ω ����	�
� ����
����"� 	
�� dω ≡ 0� � �����"� 	
�� 
��	
���	� ��&&	�	�������
&��� η � ���� ��� dη ≡ ω  

���������� $
����
� d(dη) ≡ 0 �����
��� ��� 
���� ����� &��� ω = dη

�
������ �������� 7������� ������ ��
����� � � �� 
���� ������� &���
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�
������ ������ K��	���� ������� �	&&�����	���� &��� ω = d arctg
y

x
�� �
������ ������ D�� &��� 
	� P ·dx+Q ·dy � ��������	 ���� ���� 
������


��� 	������
� � �������'�� ��
�� 
 ������� ,* 	 ,/ K	"� ����� ��	����"�

'�� N =������ ���������� ����
	� �������	 ���	�
������ �������� &����


 Rn  

���������� ,#� 1���	
��� A ⊂ Rn ����	�
� ��5����� ���
��
��	���� ����� 0 ∈ Rn � 	
�� ��� ����" ����� x ∈ Rn ��������
	�
� �����	��	 [0, x] ⊂ Rn  

%����	� #0 &��		� �������'� �
��� ������� &��� ω �
���	�	�	��� � �������� ����	
��	 A ⊂ Rn � ��	����� ����
��
�	���� ����� 0 � ���� 

� 8�� ��-'��� k ∈ N �� ����'��	� �������� I & ��������).2	%
k (1���) ω � (k − 1)(1���) Iω ���& 
�� I(0) = 0 	 ω = I(dω) + d(Iω)
'�� �.��% 1���� ω � >�	 dω = 0 �)'�� ���'� 	���� ω = d(Iω)� >)��

ω(x) =
∑

1�i1<...<ik�n

ai1...ik(x) dxi1 ∧ . . . ∧ dxik . 5 J�N6

:�� ��� ���-���� A 4 ����'��� ����	������ ��
�	 0 & �� ∀ x =
= (x1, . . . , xn) ∈ A 	���� ��� ������ 
��� ��').2��� ��������A

(Iω)(x) :=
∑

1�i1<...<ik�n

k∑
j=1

(−1)j−1

 1∫
0

tk−1 · ai1...ik(tx) · dt

∧

∧ xij ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xij ∧ . . . ∧ dxik , 5 J�B!6

�'� <���0��= ��' ���-	����� dxij ����
���& 
�� $��� ���-	����
����*�'	�� )'��	��� :�-'���� ω = I(dω) + d(Iω) '���������� ���(
��� ��
	���	��� #�
	��� ���0�	% '	11����+	�� ���	* 
���% ��(

�$��	���� �7� E���  �	
1�	�	��  ��������"� ����������� ��������� � ���,

������
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������ 5 J�B!6& 	����

d(Iω)(x) = k ·
∑

1�i1<...<ik�n

1∫
0

tk−1 · ai1...ik(tx) dt · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+

+
∑

1�i1<...<ik�n

k∑
j=1

n∑
i=1

(−1)j−1

 1∫
0

tk · ∂ai1...ik(tx)

∂xi
dt

 · xij∧

∧ dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xij ∧ . . . ∧ dxik . 5 J�BB6

3 '�)��% ������& 	� 5 J�N6 	����

dω(x) =
∑

1�i1<...<ik�n

n∑
i=1

∂ai1...ik(x)

∂xi
· dxi ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik .

>�	����� � $��% (k + 1)(1���� �������� I & 	����

I(dω)(x) =

=
∑

1�i1<...<ik�n

n∑
i=1

 1∫
0

tk · ∂ai1...ik(tx)

∂xi
dt

 · xi · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik−

−
∑

1�i1<...<ik�n

k∑
j=1

n∑
i=1

(−1)j−1

 1∫
0

tk · ∂ai1...ik(tx)

∂xi
dt

 · xij∧

∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xij ∧ . . . ∧ dxik . 5 J�B 6

>�	 ��-��		 ������� 5 J�BB6 	 5 J�B 6 ���%��� )��� ���	��� )�	(
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��-�.��& 	 �� ���)
	�

d(Iω) + I(dω) = k ·
∑

1�i1<...<ik�n

1∫
0

tk−1 · ai1...ik(tx) dt · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik+

+
∑

1�i1<...<ik�n

n∑
i=1

 1∫
0

tk · ∂ai1...ik(tx)

∂xi
dt

 · xi · dxi1 ∧ . . . ∧ dxik =

=
∑

1�i1<...<ik�n

 1∫
0

d

dt
[tk · ai1...ik(tx)] dt

 dxi1 ∧ . . . dxik =

=
∑

1�i1<...<ik�n

ai1...ik(x) dxi1 ∧ . . . ∧ dxik = ω(x) . �

� 2� �����0! ����/! " ' /�#+. '�#�* 8���1

�� ���� ������+�� � ����� �9 ���	�����

���������� ,$� %���������� k ��	���� ����� � ���
��
A ⊂ Rn ����	�
� �	��	�����	 ������	��	 c : [0 , 1]k −→ A�
��	 [0 , 1]k := [0 , 1] × . . . × [0 , 1]︸ ︷︷ ︸

k ���������	

$ ������" F��	���" ���� 1 � k � n 

���-���� R0 	 [0 , 1]0 ������
	� 	������ {0}� :��'� 	��)���(
��% �)�������% �)� � A ��� 1)��+	� c : {0} −→ A& ���1	���
������% ������� ���-����& ����2�� 	� �'��% ��
�	� 3	��)���(
��%� �'�������% �)� 
��� ������.� �����"� ?������ ������& ��
	 ������� ��-��� ��	����� 	��)������� n(������� �)�� �������

�������" n��	���" ��� In : [0 , 1]n −→ Rn & �'� ∀ x ∈ [0 , 1]n A
In(x) ≡ x �

���������� ,,� ,�
�� S $ ����	
��� �
	) 
���������)
n��	���) ������  Z $ ����	
��� �
	) �	��) ��
	� %���������"

�8����� ��	%�� �	�� ����&"�� ��& +��������$ # ��� ��"���- 6�� +�� ���&��%����

c �&��� ��&� [0 , 1]n �� �&$����� �� *���������� :���� ��&�- � ��%�� 4#"��%(�� �$5�



� �� 1��	��� #����� �& �����&	�
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n��	���" �	��� ����	�
� ���	 ������	��	 f : S −→ Z� ���
f(c) = 0 ��� �
	) c ∈ S � ����	 ���	����� �) ��
� 

>)�� f : cν �−→ kν �= 0& ν = 1, . . . , N 4 ��$��������� ��(
�	� ������-��	�& ��'�.2��� 	��)����). n(����). +���� 8�� ���(
���
��	� $��% +��	 	�����)��� ��').2�� <�''	�	����= ���	�A
k1 ·c1+k2 ·c2+. . .+kN ·cn � # $�	* ������
��	�* 	��)�����% �)� c = 1·c
��-�� ������	���� ��� 	��)����). n(����). +���& ��	�	��.2).
�� 	��)������ �)�� c ���
��	� B& � �� ��* �������* 	��)�����* �)(
��* 4 ���
��	� !� 3��-��	� 5��
	���	�6 	��)�����* n(�����* +���%
5��� ������-��	%6 ��'	�� � ��-��	. 5��
	���	.6 ��$11	+	�����
��	 �'	������* 	��)�����* �)��* � �''	�	���% ���		 $�	* +���%�
?�.'� �	'��& 
�� ���-���� ��* n(�����* 	��)�����* +���% ���
������� ��)��� ����	������ �����+		 ��-��	��

8�� ��-'�% 	��)�����% n(�����% +��	 c ��	 n ∈ N �� ����'�(
�	� 	��)����). (n−1)(����). +���& ��������). �����	" +��	 c 	
������
���). 	������ ∂c� 3 $��% +���. ����'��	� ��
��� ����	+)
���'������� n(������� �)��& ����� 4 	��)������� n(������� �)��
	& ������+& ����	+) 	��)�����% n(�����% +��	�

�

�
�

�
(a)

�

�
�

�

(b)

+1

−1

−1 +1

$	� ** % ���������	# ���	�� ���������� �
�������� ���

/�������	� $���� ������ ��
���  ��	����� @� �	)��� 11(a)
������� ���'��� 5'�)�����% �)�6& ���% �������� ��	���	����� ���(
'����� 5�� �� � ���������		 ����	� 
����% �����	6� @� �	)��� 11(b)
������� ��� -� ���'���& ������ �������� ��	���	������ ���& ���
��� )'���� 5������������ ������ ���'���� ��	���	������ �'	����(
��6� ����� 	� $��% ��	����+		 ���)
	�� ���'����).& ��'� 	� �����
���'���� ����	�� �'������). +���& ������� ����	 ����' ���	 ��(
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�����	 ���'����& ��	����+	� ������* �� ����'��� � ���'�����%�
:���)���� '�� $���� ��$11	+	���� )������ �� �	)��� 11(b) ���(
�� ��������).2	* ����� ���'����� ������ $��� ����'�	% ����
)'���� 	���������� '�� ����'����	� ����	+� ���	�������% +��	�

>)�� In : [0 , 1]n −→ [0 , 1]n 4 ���'�����% n(�����% �)� 5�� ��
��-'�������� ������-��	�6� 8�� ��-'��� i = 1, . . . , n ����'��	� '��
(n− 1)(�����* 	��)�����* �)�� 5'�� ����	6 In

(i,0) 	 In
(i,1) ��').2	�

�������� 8�� ��-'��� x = (x1, . . . , xn−1) ∈ [0 , 1]n−1 ����-	�

In
(i,0)(x) := In(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn−1) ≡

≡ (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn−1) ,

In
(i,1)(x) := In(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn−1) ≡

≡ (x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn−1) .

����� In
(i,0) ������� (i, 0)(�����. �)�� In & � ����� In

(i,1) 4 (i, 1)(�����.
$���� �)�� 5�	� B 6 	 �� ����'����	. ����-	�

∂In :=
n∑

i=1

1∑
ν=0

(−1)i+νIn
(i,ν) .

�
I1I1

(1,0)

I1
(1,1)

�

�
�

�

I2
(2,0)

I2
(2,1)

I2
(1,0) I2

(1,1)I2

$	� *, 7�������	� ��� ����� ����������� 	 �
�������� ����


8�� ���	��������� 	��)������� n(������� �)�� c : [0 , 1] −→ A
�� ��
��� ����'��	� (i, ν)(�����

c(i,ν) := c ◦ (In
(i,ν)) ,



� �� 1��	��� #����� �& �����&	�
$ (���� */1

� ����� ����-	�

∂c :=
n∑

i=1

1∑
ν=0

(−1)i+νc(i,ν) .

@�����+& ����'��	� ����	+) 	��)�����% n(�����% +��	
∑

ki ·ci 1��(
�)��%

∂
(∑

ki · ci

)
:=

∑
ki · ∂(ci) .

# ��').2�% ������� )������	����� ��	����� *���������� ��%���
��������� ∂ �

%����	� #2� *�� ����" 
���������" n��	���" �	�� c 
���	�����
��	�
��� ∂(∂c) = 0 ��� �����	 ∂2 = 0 

� >)�� 1 � i � j � n−1� #�
	�	� <����� ����	= ���'�������
n(������� �)�� In � >�	 x = (x1, . . . , xn−2) ∈ [0 , 1]n−2 	����(

In
(i,ν)

)
(j,µ)

(x) = In
(i,ν)

(
In−1
(j,µ)(x)

)
=

= In
(i,ν)(x1, . . . , xj−1, µ, xj, . . . , xn−2) =

= In(x1, . . . , xi−1, ν, xi, . . . , xj−1, µ, xj, . . . , xn−2) .

O�����	
��(
In
(j+1,µ)

)
(i,ν)

= In
(j+1,µ)

(
In−1
(i,ν)(x)

)
=

= In
(j+1,µ)(x1, . . . , xi−1, ν, xi, . . . , xn−2) =

= In(x1, . . . , xi−1, ν, xi, . . . , xj, µ, xj+1, . . . , xn−2) .

:��	� �������&
(
In
(i,ν)

)
(j,µ)

=
(
In
(j+1,µ)

)
(i,ν)

��	 i � j � 8�%��)� ��

$�� �������� ������-��	�� c& ���)
	�
(
c(i,ν)

)
(j,µ) =

(
c(j+1,µ)

)
(i,ν) ��	

i < j '�� �.���� 	��)������� n(������� �)�� c� #�
	�	� ������
∂2cA

∂(∂c) = ∂

(
n∑

i=1

1∑
ν=0

(−1)i+νc(i,ν)

)
=

=
n∑

i=1

1∑
ν=0

n−1∑
j=1

1∑
µ=0

(−1)i+j+ν+µ
(
c(i,ν)

)
(j,µ) .
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# $�) )��) ������ ��-') ���% ����	
(
c(i,ν)

)
(j,µ) 	

(
c(j+1,µ)

)
(i,ν) & �'�

1 � i � j � n − 1& �*�'��  ����	������-���	 ������	 	 ����(
�) ��������).2	� �������� ���	��� )�	
��-�.��� #��� � )���
4n · (n − 1) �������*& �����	�� 	� ������* �'��-	� ����	 �������
�	��& � ������ �����	�� 4 ����	 ������� �	��� ���
	�& �� ��������
)��� ���	��� )�	
��-�.��& 	 �����) ∂2c = 0� >������) �������
����� '�� �.���� 	��)������� n(������� �)��& �� ��� ����� 	 '��
�.��% 	��)�����% n(�����% +��	� �

F���6����� (	��������# n������# ���� c � ��� ������� ∂c = 0 � ��	���� ����


�� �
��� (	�������� ���� c ���
���� !������� ���	 ��'���
��� ���� c1 �

���� ��� c = ∂c1  � �	�� ������� /5 	���� ∂c = ∂(∂c1) = 0 � � � !����� �����

��� �����	�� �
��� ����	��� ������
����� 
�����: ���
�� �� �
� �����	��

!������$ 7�
�� � ���� 
����� 
 ��'�� ����� ���	�������� <�"�� �������

���	���� ��� 
 �����	 R2�(0, 0) �	�� t �−→ e2πit, t ∈ [0 , 1] � �� �
������ ���	�

��� 

�� ��� �� �����	�

:�� 1���& 
�� d2ω = 0 	 ∂2c = 0 ����'	� �� ���� � ���& 
�� ��-')
'	11����+	������	 1�����	 ω 	 	��)������	 +����	 c )2���)(
�� ��������� ����� ��� ���� )������	����� 	�����	�����	�� '	1(
1����+	�����* 1��� �� 	��)������ +����� #.') � '�����%0��
�)')� ������	����� ������ '	11����+	�)���� 	��)������ �)���

>)�� ω 4 k (1���� �� [0 , 1]k � :��'� ω(x) = f(x) · dx1 ∧ . . .∧ dxk

 �'�����
�� ����'������% 1)��+	�% f : [0 , 1] −→ R� >� ����'���(
�	. �������� ∫

[0,1]k

ω :=

∫
[0,1]k

f

	�	 � �������)��� �	'�∫
· · ·

∫
[0 , 1]k

ω(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxk :=

∫
· · ·

∫
[0 , 1]k

f(x) dx1 . . . dxk .



� �� 1��	��� #����� �& �����&	�
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>)�� ������ ω 4 '	11����+	������ k (1����& ����'������� � ��(
���	 A ⊂ Rk & � c 4 	��)�����% k (�����% �)� � A� # $��� �)
��
�������� ∫

c

ω :=

∫
[0,1]k

c∗(ω) .

,�	& � 
�����	& c = Ik 4 ���'�����% k (�����% �)�& �� $�� �����(
��� ��-�� �����	��� � ��').2�� �	'�A∫

Ik

f(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxk =

∫
[0,1]k

(Ik)∗(f(x) dx1 ∧ . . . ∧ dxk) =

=

∫
· · ·

∫
[0 , 1]k

f(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk .

?���� ����'����	� ����)��� � �)
�� k = 0� #���� �)��(1����
ω 4 $�� ����� 1)��+	� ω : A −→ R& � �.��% 	��)�����% �)��(�)�
c : {0} −→ A 4 $�� ��
�� c(0) ∈ A� # $��� �)
�� ��������∫

c

ω := ω(c(0)) ,

�� �� 	�����	�����	� 1)��+		 �� ��
�� 4 $�� ��
	���	� ���
��	�
1)��+		 � ��
���

���������� * =���� ω = P dx + Qdy ; �	&&�����	���� *�&��� 
 R2 � 
c ; �	��������� ���������� ��� 8��	
�9 
 R2  J������

∫
c

ω :=

1∫
0

c∗(P dx + Qdy)

	������ 
 �������'�� ��
� ��� ��
�	�� 
�����������!� ��	�!���� %�!� ����

�� ����
�� 
����� c  
, N����	���� ���������	� ����� ��� 	������ �� �	&&�����	�����

,�&���� ω = P dy ∧ dz + Qdz ∧ dx + R dx ∧ dy 
 R3 �� �	���������� �
�����
���� ���� c [0 , 1]2 −→ R3 :∫

c

ω :=

∫∫
[0,1]2

c∗ (P dy ∧ dz + Qdz ∧ dx + R dx ∧ dy) .
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0�	� 	������� 	����	�� �� ��
�	�� �����&���	��& ��	�!����� %�!� ���� 

@�����+& 	������� �� '	11����+	�����% k (1���� ω �� 	��)���(
��% k (�����% +��	 ω =

∑
ki · ci ����'��	� 1���)��%

∫
c

ω :=
∑

ki

∫
ci

ω .

?���2��	�� 1���)� ��	�� 	 3���� �� 	��)������ +��	 �������
��').2�� ��������

%����	� $3 &�����	� ������ ��� 
���!'� ,�
�� ω $ &���

�	�	�� (k − 1)� ���	�	�	��� � ���
�� A ⊂ Rn �  c $ 
���������
k ��	�� � A =��� ∫

c

dω =

∫
∂c

ω .

� >��'����-	� ��
���& 
�� c = Ik 4 ���'�����% k (�����%
�)�& � ω 4 1���� �����	 (k−1) �� �)�� [0 , 1]k. :��'� ω ���'���	��
� �	'� )��� (k − 1)(1��� �	'�

f(x) · dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi . . . ∧ dxk ,

	 '�����
�� '������� ������) '�� ��-'�% 	� ���	* 1���� ����� ��-(
�� '��	
� ������'������� ��
	���	��& 
�� �� �%
� 	 '������
3��
��� �����	�& 
�� �����'�	�� ��').2	� ��������A

∫
Ik
(j,ν)

f(x) dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk =



� �� 1��	��� #����� �& �����&	�
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=

∫
[0,1]k−1

(Ik
(j,ν))

∗(f(x) dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk) =

=

∫
[0,1]k−1

f(. . . , xj−1, ν, xj+1, . . .) dx1 . . . d̂xi . . . dxk =

=

0 ��	 i �= j ,∫
[0,1]k−1

f(. . . , xi−1, ν, xi+1, . . .) dx1 . . . d̂xi . . . dxk ��	 i = j , =

=

0 ��	 i �= j ,∫
[0,1]k

f(. . . , xi−1, ν, xi+1, . . .) dx1 . . . dxk ��	 i = j .

>�$���)

∫
∂Ik

f(x) dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk =

=
k∑

j=1

1∑
µ=0

(−1)i+µ

∫
[0,1]k−1

(Ik
(j,µ))

∗(f(x) dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk) =

= (−1)i+1
∫

[0,1]k

f(. . . , xi−1, 1, xi, . . .) dx1 . . . dxk+

+ (−1)i

∫
[0,1]k

f(. . . , xi−1, 0, xi, . . .) dx1 . . . dxk . 5 J�BJ6

3 '�)��% ������&

∫
Ik

d
(
f(x) · dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk

)
=
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=

∫
Ik

∂f(x)

∂xi
· dxi ∧ dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk =

= (−1)i−1
∫
Ik

∂f(x)

∂xi
· dx1 ∧ . . . ∧ dxi ∧ . . . dxk =

= (−1)i−1
∫

[0,1]Ik

∂f(x)

∂xi
· dx1 . . . dxk .

>�	�����& '����& ������) ;)�	�	 	 1���)�) @�.���� 4 9�%��	+�&
���)
	�A∫

Ik

d
(
f(x) · dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxk

)
=

= (−1)i−1

1∫
0

. . .

1∫
0

dx1 . . . d̂xi . . . dxk

1∫
0

∂f(x)

∂xi
dxi =

= (−1)i−1

1∫
0

. . .

1∫
0

[f(. . . , xi−1, 1, xi+1, . . .)−

−f(. . . , xi−1, 0, xi+1, . . .)] dx1 . . . d̂xi . . . dxk =

= (−1)i−1
∫

[0,1]k

f(. . . , xi−1, 1, xi+1, . . .) dx1 . . . dxk+

+ (−1)i

∫
[0,1]k

f(. . . , xi−1, 0, xi+1, . . .) dx1 . . . dxk . 5 J�B"6

:�� ��� ������ 
��	 ������� 5 J�BJ6 	 5 J�B"6 �����& �� ����� 	 	*
����� 
��	& �� �� 	���� ∫

Ik

dω =

∫
∂Ik

ω .

,�	 c 4 ���	�������% 	��)�����% (k − 1)(�����% �)�& �� �� ����(



�  � !����	�	������ �� ��������	���&� *2/

'����	. 	���� ∫
∂c

ω =

∫
∂Ik

c∗(ω)

	 �����) ∫
c

dω =

∫
Ik

c∗(dω) =

∫
Ik

d(c∗ω) =

∫
∂Ik

c∗(ω) =

∫
∂c

ω .

�& ������+& '�� ���	�������% 	��)�����% k (�����% +��	 c =
∑

ki · ci

	����∫
c

dω =

∫
∑

ki·ci

dω =
∑

ki ·
∫
ci

dω =

=
∑

ki ·
∫
∂ci

ω =

∫
∑

ki·∂ci

ω =

∫
∂c

ω . �

� 3� �#��+����&!#�� �� 0#�+���-�!$�'0

�� )�������9��; ��*�1��  Rn

����������	�� ���������	 k ��	���� �������� �������	
����
����������& ) ��-'�% ��
�	 �������� )2���)�� ���������& ��(
������1��� ��������) ��'���-���) ���������� Rk � >������)
$�� �����	� '�� ��0	* ��	-�%0	* +���% ������� �	0��� ��2	�&
�� �'�� ���'�� �����	� ���'���� k (������� ����������	�& ��-�2���
� ���������� Rn �

���������� ,.� 3	��
��	 ����	
��� M ⊂ Rn ����	�
�
k ��	���� ����������	�� 	
�� ∀ x0 ∈ M �������	�
� 
�	����		
�
����	/

5W6 
��	
�����A �������	 ����	
��� U ⊂ Rn � 
��	���
�		 ����� x0 F �������	 ����	
��� V ⊂ Rn F ��&&	����&���
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h : U −→ V � ���	� ���

h(U ∩ M) = V ∩
(
Rk × {0}

)
=

=
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ V

∣∣ xk+1 = . . . = xn = 0
}

. 5 J�B�6

?����	� '�� ���%�	* �)
��� ���-���� {x0}& ����2�� 	� �'(
��% ��
�	 x0 ∈ Rn & ��� ����������	� ���������	 �)��� ?�������
��'���-���� ���������� Rn ��� n(������ ����������	��

?�2�	������� ��	����� n(������� �����������	� �������
n(������ 1��� Sn ⊂ Rn+1 & ����'������� ��� ���-����

Sn :=

{
x ∈ Rn+1

∣∣∣∣ |x| = 1

}
.

3��').2�� ������� '��� ��	
�������% 	��
�	� ��	����� �����(
������	%& ��-�2	* � Rn �

%����	� $�� ,�
�� A ⊂ Rn $ �������	 ����	
���� 
g : A −→ Rp � 1 � p � n − 1� $ ��&&	�	�����	��	 ������	��	�
���	� ��� �� �
	) ����) x ∈ A� ��	 g(x) = 0 � �������	�
� ��
�	�
��� rang [g′(x)] ≡ p =��� ����	
��� g−1(0) ⊂ Rn ����	�
�
����������	� ���	���
�� n − p 

� 3�����'�	���� $��% ������� �������� 	� ������� � ������ �
%����	� $�� ,�
�� V ⊂ Rn $ ����������	 ���	���
�� k  *��

����" ����� x0 ∈ M �������	�
� 
�	����		 �
����	A
5X6 
��	
�����A �������	 � Rn ����	
��� U � x0 � �������	

� Rk ����	
��� W � ���	������	 ��&&	�	�����	��	 ������	��	
f : W −→ Rn � ���	� ���

5E6 f(W ) = M ∩ U 6
5G6 ∀ x ∈ W : rang [f ′(x)] = k 

� #��'�� � ��������	� ������-��	� h : U −→ V & )'�������(
��.2�� )���	. 5W6� >���-	�

W :=
{
a ∈ Rk

∣∣ (a, 0) ∈ h(M) ⊂ Rn
}

.

?���'��	� ������-��	� f : W −→ Rn ��������� f(a) :=
:= h−1(a, 0)� ?
��	'��& 
�� f(W ) = M∩U � ,�	 H : U −→ Rk ����(
'��	�� ��������� H(z) := (h1(z), . . . , hk(z))& �� �)'�� H(f(y)) ≡ y



�  � !����	�	������ �� ��������	���&� *2+

'�� ��* y ∈ W � >�$���) �����'�	�� ��-'����

H ′(f(y)) ◦ f ′(y) ≡ Id : Rk −→ Rk ,

	& ���
	�& rang [f ′(y)] ≡ k . �
?����	� �'�� ��'��	� 	� ������� " � 8�� �.��* '�)* 	���

����'	��� f1 : W1 −→ Rn 	 f2 : W2 −→ Rn ������-��	��

f−1
2 ◦ f1 : f−1

1 (f2(W2)) −→ Rk

'	11����+	�)��� 	 	���� ������-'����% ����	���
����� �����	� k (������� ����������	� ��� ������)��� �2� ��(

���	� k ��	����� ����������� 
 ��	�� ����� ��� ����'��	��& ���'��
��
��� k ��	���	 �������
���
���

Hk :=
{
x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk

∣∣ xk � 0
}

.

���������� ,/� ,������	
��� M ⊂ Rk ����	�
� k ��	����
����������	� 
 ��	�� 	
�� ��� ����" ����� x0 ∈ M �������	�
�
���� �
����	 5W6� ���� 
�	����		 �
����	A

(M′) 
��	
�����A �������	 ����	
��� U ⊂ Rn � 
��	���
�		 ����� x0 � �������	 ����	
��� V ⊂ Rn � ��&&	����&���
h : U −→ V � ���	� ���

h(U ∩ M) = V ∩
(
Hk × {0}

)
=

=
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ V

∣∣ xk � 0 , xk+1 = . . . = xn = 0
}

.

?����	�& 
�� '�� �'��% 	 ��% -� ��
�	 x0 ∈ M ��-�� ���������(
� ������ �'�� 	� )���	% (M) 	�	 (M′)� :�
�	& '�� ������* �����(
����� )���	� (M)& ������.�� �����	����� ��
���	 ����������	�
M. ���-���� ��* ��)�����	* ��
�� ����������	� M ��������� ���
�����	���
��� 	 ������
���� 	������ M 0. :�
�	& '�� ������* ��(
�������� )���	� (M′), ������.�� ������ ��� ����������	� M �
3����)����� ��* ���	* ��
�� ��������� ��	� ����������	� M 	
������
���� 	������ ∂M. @� ��')�� ��0	���� �����	� ���� 	
����	+�& ��� ��� $�	 �����	�& ����2� ������& ����	
���� ����� ����&
�
��	'��& 
�� M = M 0 � ∂M.

�A��&��%���$ f−1
2 ◦ f1 � f−1

1 ◦ f2 ���"#�7��$ ���	�� ���� ��� ����	�&�	� �

����������
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$ +�	�

�� 8������� ���� � ��::���
���+�� :��	�
� 	�������9���

>)�� M ⊂ Rn 4 ����������	� ���������	 k 5��� ����6& �
f : W −→ Rn & W ⊂ M & 4 	���� ����'	��� � ��������	 ��
�	
x = f−1(a) ∈ M. :�� ��� rang [f ′(x)] ≡ k& �� �	��%��� ������-��	�
f∗ : Rk

a −→ Rn
x 	�C���	���& � �����) ����� f∗

(
Rk

a

)
��� k (������

��'���������� ���������� Rn
x � ,�	 g : V −→ Rn & V ⊂ M & 4

�2� �'�� 	���� ����'	���  x = g−1(b)& ��

g∗
(
Rk

b

)
= f∗

((
f−1 ◦ g

)
∗
(
Rk

b

))
= f∗

(
Rk

a

)
:��	� �������& k (������ ��'���������� f∗

(
Rk

a

)
�� ���		� �� ��(

���� 	���� ����'	��� � ��������	 ��
�	 x � ��� ��'����������
��������� �
�	����� ���
���
���� � ����������	. M � ��
��
x 	 ������
���� 	������ Mx �

>��'����-	�& 
�� A ⊂ Rn 4 �������� ���-����& �'��-�2��
M, � F : A −→ Rn 4 ����� '	11����+	�)���� ��������� ����
�� A& 
�� ∀ x ∈ A : F (x) ∈ Mx � 8�� 	���� ��������* ��(
��'	��� f : W −→ Rn & W ⊂ M, ������-��	� f∗ 4 	�C���	�����
>�$���) )2���)�� �'	�������� '	11����+	�)���� ��������� ����
G : W −→ Rn & �����& 
�� f∗(G(a)) = F (f(a)) '�� ��-'��� a ∈ W.

��-�� ������	���� ���-� 1)��+	. F : M −→ Rn & �������
��-'��) x ∈ M ���������� ������ F (x) ∈ Mx � :���� 1)��+	�
��������� �	������� ���	�� ������ � M  >�(���-���) )2��(
�)�� �'	�������� ��������� ���� G �� W & �����& 
�� f∗(G(a)) =
= F (f(a)) '�� ��-'��� a ∈ W � �� �� ���	�	�	��� �)'�� 
	(
����& 
�� F '	11����+	�)���& ��	 '	11����+	�)��� G� �����	�&

�� '����� ����'����	� �� ���		� �� ������ 	���� ����'	���� ,�	
����'	������ ������-��	� g : V −→ Rn ������& 
�� g∗(H(b)) = F (b)
'�� ��* b ∈ V & �� ����'	������ 1)��+		 '�� H(b) '��-�� ����(
'���  ����'	������	 1)��+	��	 '�� G

(
f−1(g(b))

)
& ��� 
�� '	1(

1����+	�)����� ������-��	� G ���
�� '	11����+	�)����� ����(
��-��	� H �

O�����	
��� ��������	� �����'��� 	 '�� '	11����+	�����*
1���� '������ ω � ������ ������ x ∈ M 
���� � 
����	�
���	
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&���� ω(x) ∈ Λp (Mx)� ����	�
� ��&&	�	�������" &����" 
�	�
�	�� p � M. ,�	 f : W −→ Rn 4 	���� ����'	��� � ��������	
��
�	 x & �� f ∗(ω) �)'�� '	11����+	�����% p(1����% �� W � ;����
ω ��������� '	11����+	�)���%& ��	 '	11����+	�)���% �������
1���� f ∗(ω)� ;���� �����	 p �� W ��-�� ���� ���	��� � �	'�

ω =
∑

i1<...<ip

ωi1...ipdxi1 ∧ . . . ∧ dxip ,

�'� 1)��+		 ωi1...ip ����'����� ������ �� M � >��-��� ����'����	�
���0���� '	11����+	��� dω � '����� �)
�� �� 	���� ����& ��(

�����) �� ����'����� 
����� ���	���'���
∂

∂xν
ωi1...ip � :�� �� �����

)2���)�� ���)���% ���� ����'����	� dω �

%����	� $#� *�� ����" ��&&	�	�����	��" p�&���� ω � M


��	
���	� 	���
��	��� (p + 1)�&��� � M � ���� ���

f ∗(dω) = d(f ∗ω)

��� ����" 
�
�	�� �������) �������� f : W −→ Rn  

� >)�� f : W −→ Rn 4 	���� ��������* ����'	���  x =
= f−1(a)& � v 1, . . . , v p+1 ∈ Mx � # ���������� Rk

a 	��.�� �'��(
���
�� ����'������� ������� w1, . . . , wp+1 & '�� ������* f∗(w i) =
= v i � >���-	� ������ �� ����'����	.

dω(x)(v 1, . . . , v p+1) := d(f ∗ω)(a)(w1, . . . , wp+1) .

��-�� ������	��& 
�� $�� ��'��	� dω(x) �� ���		� �� ������ 	��(
�� ��������* ����'	���& 	 �����) dω ����'����� ���������� �

���� ����	���� ����*�'	���� ��	�	��� ������) ����������	.
M ⊂ Rn ���	����� 5��	 $�� �����-��6� 3 $��% +���. ��
��� ����(
��� ����) 5�� �� ����'	�����% '	11�����1	��6 f : W −→ f(W ) ⊂
⊂ M & �'� W ⊂ Rk 4 ������& 	 �)'�� ��	�	����� ��	����+	. ���(
-���) f(W )� ��1	�	�)�� � �����	 W ����%(�	�)'� ���	& ����	(
���& ���'�����% (e1, . . . , ek)� >)�� a ∈ W & � x = f(a)� :��'�
((e1)a , . . . , (ek)a) 4 ���	 ����������� ���������� Wa & � ��� ��(
��� (f∗((e1)a), . . . , f∗((ek)a)) ������� ���	�� ����������� �������(
��� Mx � ����������	. M � ��
�� x � ���� ���	 ���������� ���	(
	� �� ��
�	 x ∈ f(W )& 	& ���	� �������& ��	����+	� �� ���-����
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f(W ) ⊂ M ��������� 7���� ���'��-	�� $�) ��	����+	. �� ���'�(
�� ���-���� f(W )& ������� '�)�). ����) g : V −→ g(V ) ⊂ M &
�'� ������ V ⊂ Rk ����'��� ��').2	�	 ��%����	A V ∩ W �= ∅ 	
V �W �= ∅� O�����	
�� ���'�')2��) �����	� ��	����+	. �� ���(
-���� g(V )& ����� ����)�� ��  ���������% ����� ��	����+	�% ���(
-���� f(W )� 3��������	� '��-�� ����.
���� � ���& 
�� �� ����(
�
��		 f(W ) ∩ g(V ) ��	����+		& ���)
�����  	���������	�� ���(
�	
��* ����& '��-�� ����'���� ����� $���� ��������	� '��	
�&
'�����
�� ����� �'�) ��
�) x ∈ f(W ) ∩ g(V ) 	 ����	�� ��-') �(
��% ���	� ����������� ���������� Mx & ���)
����� �� ����	
��*
����� ,�	 $�	 ���	� ��	���	������ �'	������& �� ��������	� '�(
�	��)��� # ����	���� �)
�� '�����
�� �������
����� ��������%
���	 � �����	 V �����	�� ����	������-�� ��	���	��������& 	 ���(
�)���� ��������	� �)'�� '��	��)���

>��'��-�� ���+� ��	���	�����	� �� '�)�	� �����& �� �	�� ��	(
�	0�� ��	����+	. ���) ����������	. M 5� $��� �)
�� ���������(
�	� ��������� ���	�����	���6& �	�� )��'	�� � ���& 
�� $�� '�(
���� �������-�� 5� $��� �)
�� ����������	� ��������� �	���	����
��	���� @���	���	�)����� �����)-	����� ���'�& ���'� � ���+��
��	���	�����	� ������.�� ��	 �����

f : W −→ f(W ) , g : V −→ g(V ) , h : U −→ h(U) ,

���	�& 
��

f(V ) ∩ g(W ) = ∅ , f(V ) ∩ h(U) �= ∅ , g(W ) ∩ h(U) �= ∅ ,

��	
�� �� �����* '�)* �����* ��	����+	� )-� ����'�����& � �� ���(
���% 4 ���� >��� ���'��-��	� ��	����+	% 	� �����* '�)* ���� ��
�����. ��-�� �������� ���& 
�� ���)
����� '�� ��	����+		 ���-��(
�� h(U) 4 ����	������-���� ��� 	 �)'�� ����
���& 
�� ����������	�
M 4 ����	��	�)�����

8����� ��0� ����'����	� ��������* ����%& '	11����+	�����*
1��� 	 ��	����+	% ��-�� ���������	�� 	 �� ����������	�  ������
,�	 M ��� k (������ ����������	�  �����& 	 x ∈ ∂M & �� (∂M)x

��� (k − 1)(������ ��'���������� k (������� ���������� �������(
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��� Mx � >�$���) )2���).� ����� '�� �'	�	
��* �������& ��-�(
2	* � Mx 	 ������������* � (∂M)x � �* ��-�� ����	
	�� ��')(
.2	� �������� >)�� f : W −→ Rn 4 �����  0 ∈ W ⊂ Hk 	
f(0) = x � :��'� ������ �'	� 	� $�	* �'	�	
��* �������� ����� f∗(v)&
�'� v = (v1, . . . , vk)  vk < 0� ���� �'	�	
��% ������ nx ��������(
� ����� ��	-�	" ������� 9���� ��������& 
�� $�� ����'����	� ��
���		� �� ������ ������

>)�� M ⊂ Rn 4 ��	���	�������� k (������ ����������	�  �����
∂M � 8�� ��-'��� x ∈ ∂M ������� ������� v 1, . . . , vk−1 ∈ (∂M)x

���& 
���� ����'����������� �������� (nx , v 1, . . . , vk−1) ���� ���	(
��& �'	������ ��	���	��������  ���	�� ����������� ����������
Mx � ,�	 ����� '�)�	� ������� w1, . . . , wk−1 ∈ (∂M)x ���& 
����
����'����������� �������� (nx , w1, . . . , wk−1) ���� ���	��& �'	(
������ ��	���	��������  ���	�� ����������� ���������� Mx &
�� ���	� (v1, . . . , vk−1) 	 (w1, . . . , wk−1) ����������� ����������
(∂M)x �������.�� ��	���	��������	 �'	������� :��	� �������&
��	����+	� ����������	� M �'�����
�� ���'��-���� �� ���% ∂M &
	 �����) ��" ���	�����	���� ����������� � 
��� ��	�	�� ����	�
�
���	�����	��� ����������	�& � ���������� �'�� ��� ��	����+	�
��������� ������������" ���	����	" 

,�	 ��	���	�� $�	 ����'����	� � ���)���������) Hk  ��� ���(
'�����% ��	����+	�%& �� ���-���& 
�� ��� 	�')+	�������% ��	����(
+	�% �)-	� ���'������ ��	����+	�& )���-����� �� (−1)k � ?'����
� ������	�����* �'�� ������* 	�')+	�������� ��	����+	� ���'(
��
�	�������& �������) ��	 �� 	���������		 ������� 3���� �� ���(
��������	�* �����'	� ��	����� ������

# ��� 
����� �)
��& ���'� M ⊂ Rn 4 ���	���������	 �����(
�����	� ���������	 (n− 1)& ��-�� ����'��	�� ���� ���0�	* �����(
��% '�-� ���'�& ���'� M �� ������� ����� n(������� ����������	��
>)�� ������� (v 1, . . . , vn−1) ��	���	�).� ���������� ����������
Mx � #������ �'	�	
��% ������ nx ∈ Rn

x ���& 
���� �� ��� ��(
����������� � Mx 	 
���� ������� (nx , v 1, . . . , vn−1) ����'����	
���'����). ��	����+	. � Rn

x � #����% ������ nx ������� �	������
��	-�	" ������� ?
��	'��& 
�� $��� ������ ���������� ���		� ��
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��
�	 x ∈ M � ?������& ����� ��'����� �� M ����������� ���� �'	(
�	
��* ���������* �������� n = n(x) ����'����� �� M ��	����(
+	.� ��� ����������& ����	���& 
�� �� �	�� �P�	)�� �� )2���)��
������������ ���� �'	�	
��* �������� ������	� 8�	��� �'��� �	��
�P�	)� ��
�) �����  ��	��-����� � $��% ��
�� �������� ������	
5 ���.'��	�� �����������	6& ��-�� ����)��� � 	*�'�). ��
�) 
����	������-��� �������� ������	� ��� -� ��%��� ���������� �
���& 
�� �	� �P�	)� 	���� <������ �'�) �����)=A ��
�� ���	�� ���
 �'��% ������ 	 ���������� ��0	��� �����0���). 
���& ��-��
���	� ������ �����	�� ��� ��� 5�� �� ��� ������6�

#� %����	� ������ � 	�������9���

>)�� �� k (������ ����������		  ����� M ⊂ Rn ��'���A '	11�(
���+	������ p(1���� ω 	 	��)�����% p(�����% �)� c : [0 , 1]p −→
−→ M � �������� �� ω �� c ����'������ ��� -�& ��� 	 ����0�& �� ��∫

c

ω :=

∫
[0,1]p

c∗(ω) .

��������� �� 	��)������ p(������ +���� ����'���.�� ��� -�&
��� 	 ��0�� # ��2�� �)
�� 0 � p � k � n� # 
����� �)
��
p = k ��-�� ��������& 
�� )2���)�� �������� � Rk ���-����
W ⊃ [0 , 1]k 	 	���� ����'	��� 5�����6 f : W −→ Rn & ���	�& 
��
∀x ∈ [0 , 1]k : c(x) ≡ f(x)� �)'�� 
	����& 
�� �� ����
�.2	��
�	-� 	��)������ �)�� ��	��'��-�� $���) �	�)� ,�	 ����������	�
M ��	���	������& �� �)'�� �����	��& 
�� 	��)�����% k (�����% �)�

���	�������& ��	 ������-��	� f �*������ ��	����+	.�

%����	� $$� ,�
�� M ⊂ Rn $ ���	���������	 k ��	���	 ������
�����	� c1 , c2 : [0, 1]k −→ M $ �� 
���	���������) 
���������)
k ��	���) ��� � M �  ω $ &��� 
�	�	�� k � M � ����	
��	���

�'(���� E#*��� G��(����( �	��/	
2
�  �������� *�������
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���� ���� ��	 ����	
�� c1([0, 1]k) ∩ c2([0, 1]k) =���∫
c1

ω =

∫
c2

ω . 5 J�BK6

� ������)� ��	��'����� � 1���)�	����� ������� �����	
��	�
�� ��	���� supp ω & �)'�� 	����∫

c1

ω =

∫
[0,1]k

c∗1(ω) =

∫
[0,1]k

(c2 ◦ c−1
2 ◦ c1)

∗(ω) =

∫
[0,1]k

(c−1
2 ◦ c1)

∗c∗2(ω) .

?����� ������ ��������& 
��∫
[0,1]k

(c−1
2 ◦ c1)

∗c∗2(ω) =

∫
[0,1]k

c∗2(ω) =

∫
c2

ω . 5 J�BL6

>)�� c∗2(ω) = f · dx1 ∧ . . . ∧ dxk � #��'� ������
��	� g := c−1
2 ◦ c1 	

	�����)� ������) JK& ���)
	�

(c−1
2 ◦ c1)

∗c∗2(ω) = g∗(f · dx1 ∧ . . . ∧ dxk) =

= (f ◦ g) · det[g′] · dx1 ∧ . . . ∧ dxk =

= (f ◦ g) · | det[g′]| · dx1 ∧ . . . ∧ dxk ,

�������) det[g′] = det[c−1
2 ◦ c1] > 0� >��	���'� ������ � ������ 	���(

����� 	� 5 J�BL6 �����) t = g(x)& ���)
	� �������� 5 J�BK6� �
>)�� ω 4 1���� �����	 k �� ��	���	�������� k (������ ���(

�������		 M ⊂ Rn � ,�	 � M )2���)�� ����% ��	���	�������%
	��)�����% k (�����% �)� c& 
�� ω ≡ 0 ��� c([0, 1]k)& �� �� �� ����(
'����	. �������� ∫

M

ω :=

∫
c

ω .

:������ "" ����
���& 
�� 	�������
∫
c

ω �� ���		� �� ������ 	��)���(

���� �)�� c�
>)�� ������ ω 4 ���	�������� 1���� �����	 k �� ���������(

�		 M & 	 �)�� )2���)�� �������� ������	� O ����������	� M,



*+, ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

�����& 
�� '�� ��-'��� U ∈ O )2���)�� ����% ��	���	�������%
k (�����% �)� c& 
�� U ⊂ c([0, 1]k)� >)�� Φ 4 �����-��	� �'	�	+�
'�� M & ��'
	������ $���) ������	.� >� ����'����	. ��������∫

M

ω :=
∑
ϕ∈Φ

∫
M

ϕ · ω

� ���'����-��		& 
�� $�� )��� *�'	�� 5��� �� ����� �)
�� *�'	�(
�& ���'� M ���������6� /�)-'��	��	& ������	
���	 ���& �������
���	 ��	������ � ����		 ������* 	���������& ��-�� ��������� 
��
$�� ����'����	� ������� ���������� 5�� �� �� ���		� �� ������ O
	 Φ6�

8����� ��0� ����'����	� ��-�� ���� �� '��� 	 '�� k (�������
��	���	��������� ����������	�  ����� M. >)�� �� ���. ∂M ����(
'����� 	�')+	�������� ��	����+	�& 	 �)�� c 4 ����% ��	���	�����(
��% 	��)�����% k (�����% �)� � M, 
�� ��� ����� c(k,0) ��-	� � ∂M
	 ������� �'	�������% �����.& *��� �� �'�� ��)������� ��
�� ��(
����% ��	��'��-	� ∂M. �� ����
��	%& '������* ���� ����'����	�
��	����+		 ����& ��')��& 
�� ����� c(k,0) ��	���	������& ��	 k 
��(
��& 	 ����	���	������& ��	 k ��
����� :��	� �������& '�� ����%
1���� (k − 1)(% �����	 ω �� M, �����% �)�. �.') ��� c([0, 1]k)&
	���� ∫

c(k,0)

ω = (−1)k

∫
∂M

ω .

3 '�)��% ������& ����� c(k,0) �*�'	�  ��$11	+	����� (−1)k � ���(
�	+) ∂c 	��)������� �)�� c� >�$���) 	����∫

∂c

ω =

∫
(−1)k·c(k,0)

ω = (−1)k ·
∫

c(k,0)

ω =

∫
∂M

ω .

#���� ��	����+		 ���� ��� '���� ��0�  ���	� ��
����& 
����
����' 	��������� � �����% 
��	 ����'���� �������� �� ���� ���(
-	���� (−1)k �

:����� �� ������ '�� 1���)�	����	 	 '������������ ������%
������� $��% ������
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%����	� $, &�����	� ������ ��� 	�������9�!'� ,�
�� M ⊂
⊂ Rn $ ��������	 ���	���������	 k ��	���	 ����������	 
 ��	�
∂M,  ω $ ��&&	�	�����	�� (k − 1)�&��� � M. =���∫

M

dω =

∫
∂M

ω , 5 J�BM6

��	 ��" ∂M ��	�	� ������������" ���	����	" 

� >��'����-	� ��
���& 
�� )2���)�� ����% ��	���	�������%
	��)�����% k (�����% �)� c : [0, 1]k −→ M�∂M & 
�� ω = 0 ���
c
(
(0, 1)k

)
� # 	�) ��%�� ���0���� '	11����+	��� 	 ������� 3����

'�� +���% 	����∫
M

dω =

∫
c

dω =

∫
[0,1]k

c∗(dω) =

∫
[0,1]k

dc∗(ω) =

∫
∂Ik

c∗(ω) =

∫
∂c

ω = 0 ,

�������) ω = 0 �� ∂c� 3 '�)��% ������& 	
∫

∂M

ω = 0& �������)

ω = 0 �� ∂M �
>��'����-	� ������& 
�� )2���)�� ����% ��	���	�������% 	�(

�)�����% k (�����% �)� c : [0, 1]k −→ M & 
�� �'	�������% ���
�����.& ��-�2�% �� ∂M & ������� ����� c(k,0) & 	 ω = 0 ��� c

(
[0, 1]k

)
�

# $��� �)
�� 	����∫
M

dω =

∫
c

dω =

∫
∂c

ω =

∫
∂M

ω .

?���2��� � ��2��) �)
�.& ����
���& 
�� ����������	� M '�(
�)���� ����� �������� ������	� O 	 ��'
	������ ��) �����-��	�
�'	�	+� Φ& 
�� '�� ��-'��� ϕ ∈ Φ 1���� ϕ ·ω ��	��'��-	� �'���)
	� '�)* )-� ����������* �	���� :�� ��� 1 ≡

∑
ϕ∈Φ

ϕ& ��

0 ≡ d(1) = d

∑
ϕ∈Φ

ϕ

 =
∑
ϕ∈Φ

dϕ ,

	 �����) ∑
ϕ∈Φ

dϕ ∧ ω = 0 .



*+2 ���� ��� !�������� ���0��$ ��++�	��(��*�
$ +�	�

>������) ����������	� M ���������& �� $�� )��� ����
��& 	&
	�����	�)� ��' ������ )���& ��%'��∑

ϕ∈Φ

∫
M

dϕ ∧ ω = 0 .

������)� $�� ��������& ����
������� 	����∫
M

dω =

∫
M

∑
ϕ∈Φ

ϕ · dω =
∑
ϕ∈Φ

(dϕ ∧ ω + ϕ · dω) =

=
∑
ϕ∈Φ

∫
M

d(ϕ · ω) =
∑
ϕ∈Φ

∫
∂M

ϕ · ω =

∫
∂M

∑
ϕ∈Φ

ϕ · ω =

∫
∂M

ω . �

$� "����������� :��	��� �������+��� ���������
��� ������ ������ ��1�! �����	� ������

>�'�	��� ��+	������ ������� ����������	�  �����	 	 ��'��(
��� �� �	* '	11����+	������ 1����& �� ���)
	� �'�� � ��
����
��'��	% 	� ��2�% 1���)�� 5 J�BM6 '��������� ����� 1���)�� 	�(
����������� 	
	���	��

>)�� M = [a , b] ⊂ R 4 ������� 
	����% �	 5�'�������� �����(
�����	�6& ��	���	�������% � ���������		 �� a � b � ,�� ����� ������(
� �)��(+��� ∂M = +1 · {b}−1 · {a} 5�� �� ��
�� b& ������  ��������.
(+1)& 	 ��
�� a& ������  ��������. (−1)6� # ��
���� �)��(1����
������� '	11����+	�)��). 1)��+	. ω = F : [a , b] −→ R& 	 �)��
F ′ =: f � :��'� dω(x) = dF (x) = f(x) dx� >�'������ $�	 ����-��	�
� �������� 5 J�BM6& ���)
��� 1���)�) @�.���� 4 9�%��	+��

b∫
a

f(x) dx = F (b) − F (a) .

>)�� M ⊂ R2 4 ������  ���'�	� ����� ∂M, ��	���	��������
���'�����& � P, Q : R2 −→ R 4 ���������� '	11����+	�)����

�9�+�����- 6�� ����*��� �� ��� ,����" ��� �� �� �������� +� ��6�� +� �+��(�����7

��#�� ���6���7 (����� ������� # (����� ��6���
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1)��+		� #���-��	� ω(x, y) := P (x, y) dx + Q(x, y) dy 4 '	11����(
+	������ B(1���� � R2 � ������)� ����	�� ���0���� '	11����+	��(
���	� 	 ���0���� )���-��	�& ��
	�	� �� ���0�	% '	11����+	��

dω := dP ∧ dx + dQ ∧ dy =

=

(
∂P

∂x
dx +

∂P

∂y
dy

)
∧dx+

(
∂Q

∂x
dx +

∂Q

∂y
dy

)
∧dy =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx∧dy .

>�'������ ��%'����� ����-��	� � 1���)�) 5 J�BM6& ���)
��� 1��(
�)�) ��	�� ∫∫

M

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy =

∫
∂M

(P dx + Q dy) .

>)�� M ⊂ R3 4 ���'��� ��	���	�������� �����*����  ���'�	�
����� ∂M & ��	���	�������� ���'�����& � P, Q, R : R3 −→ R 4
���������� '	11����+	�)���� 1)��+		� #���-��	�

ω(x, y, z) := P (x, y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz

4 '	11����+	������ B(1���� � R3 � ������)� ����	�� ���0����
'	11����+	�����	� 	 ���0���� )���-��	�& ��
	�	� �� ���0�	%
'	11����+	��

dω := dP ∧dx+dQ∧dy +dR∧dz =

(
∂P

∂x
dx +

∂P

∂y
dy +

∂P

∂z
dz

)
∧dx+

+

(
∂Q

∂x
dx +

∂Q

∂y
dy +

∂Q

∂z
dz

)
∧ dy +

(
∂R

∂x
dx +

∂R

∂y
dy +

∂R

∂z
dz

)
∧ dz =

=

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy∧dz+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz∧dx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx∧dy .

>�'������ ��%'����� ����-��	� � 1���)�) 5 J�BM6& ���)
��� ���(
	
��). 1���)�) 3����∫∫

M

[(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx+

+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy

]
=

∫
∂M

(P dx + Q dy + dz) .
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>)�� M ⊂ R3 4 �����	
����� �����)��� ������  ���'�	� �����
∂M & ��	���	�������� ���0��% �������.& � P, Q, R : R3 −→ R

4 ���������� '	11����+	�)���� 1)��+		� #���-��	�

ω(x, y, z) := P (x, y, z) dy ∧ dz + Q(x, y, z) dz ∧ dx + R(x, y, z) dx ∧ dy

4 '	11����+	������  (1���� � R3 � ������)� ����	�� ���0����
'	11����+	�����	� 	 ���0���� )���-��	�& ��
	�	� �� ���0�	%
'	11����+	��

dω := dP ∧ dy ∧ dz + dQ ∧ dz ∧ dx + dR ∧ dx ∧ dy =

=

(
∂P

∂x
dx +

∂P

∂y
dy +

∂P

∂z
dz

)
∧ dy ∧ dz+

+

(
∂Q

∂x
dx +

∂Q

∂y
dy +

∂Q

∂z
dz

)
∧ dz ∧ dx+

+

(
∂R

∂x
dx +

∂R

∂y
dy +

∂R

∂z
dz

)
∧ dx ∧ dy =

=

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz .

>�'������ ��%'����� ����-��	� � 1���)�) 5 J�BM6& ���)
��� ���(
	
��). 1���)�) ��)� 4 ?������'����∫∫∫

M

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz =

=

∫∫
∂M

(P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy) .

�
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=�� � �3� "GB%7HC 47%C=GB-H; 4I �EJC�%8��
8B74C 4 �8�D�%8B
Z B� @�������� ��	���'��� ��'�
	& ��	��'�2	� � �����	.

������* 	��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � "
Z  � ������� 	�������� �� ��)��& 	* )2�������	� 	 ��%(

��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � L
B� >����	� n(�������� 	�������� �� ��)) � � � � � � � � L
 � 3)��� 8���) 	 	* ��%���� ��	���	% 8���) � � � � � N
J� >����%0	� ��%��� 	�������� �� ��)) � � � � � � � � BJ

Z J� ��	���	% 9����� )2�������	� 	�������� �� ��)) � � � BK
B� ���-���� ���� �)�� � Rn � � � � � � � � � � � � � � � BK
 � ��	���	% 9����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � BL

Z "� �������� �� �����	
�����) ���-���) 	� Rn � � � � � �  B
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