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Практическое занятие 1 
ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ  

ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

1. Понятие функции многих переменных. Линии и поверхности уровня. 
2. Определение предела функции многих переменных. 
3. Повторные пределы. 
4. Непрерывность функции многих переменных. 

 
Пусть nG R  – произвольное множество точек n -мерного евклидова про-

странства. 
Если правило f  каждой точке   Gxxxx n  ;...;; 21  ставит в соответствие некото-

рое вполне определенное действительное число    nxxxfxfu ,...,, 21 , то говорят, 
что на множестве G  задана числовая функция (или отображение) f  от n  пе-
ременных. Множество G  называется областью определения,   GfD  , а мно-
жество   GxxfuuE  ,R  – множеством значений функции f . 

Обозначается: RR nf : ;  xfu  ,  nxxxx ,...,, 21 ;  nxxxfu ,...,, 21 . 
В частном случае при 2n  функцию двух переменных можно рассматривать 

как функцию точек плоскости 2R . Частное значение функции  yxfz ,  при 0xx   
и 0yy   обозначается  00 , yxf ,  0Mf , 

0
0

yy
xxz


  или 

0Mz . 

Функция f  двух переменных x  и y  может быть задана аналитическим, таб-
личным, графическим и другими способами. 

График функции двух переменных  yxfz ,  изображается в трехмерном про-
странстве при выбранной декартовой системе координат Oxyz  как множество 
точек 

    yxfzzyx ,;; 3  R , 
которое есть некоторая поверхность в 3R . Проекцией этой поверхности на 

плоскость Oxy  является область  fD . 
Функцию трех и более переменных изобразить графически затруднительно. 
Функции нескольких переменных могут быть заданы явно (уравнением, раз-

решенным относительно зависимой переменной: ),( yxfz  , ),,( zyxfu  , 
),...,,( 21 nxxxfu  ) либо неявно (уравнением, не разрешенным относительно зави-

симой переменной). 
Множество точек  nxxxx ,...,, 21  пространства nR , удовлетворяющих уравне-

нию   cxxxf n ,...,, 21 , называется множеством уровня функции  nxxxfu ,...,, 21 , 
соответствующим данному значению c . 

Если 2n , то множество уровня  называется линией уровня, если 3n , то 
множество уровня  называется поверхностью уровня, если 3n , то множество 
уровня  называется гиперповерхностью уровня. 

Пусть функция )(xfz  ,  nxxxx ,...,, 21 , определена в окрестности   xU  . 
Число A  называется пределом функции )(xfz   в точке  00

2
0
10 ;...;; nxxxx  , если 

для любой сходящейся к 0x  последовательности точек  1mmx ,  m
n

mm
m xxxx ;...;; 21 , 
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 ,1m ,  0xUxm  


, соответствующая последовательность   1mmxf  значений 
функции сходится к A . 

Символическая запись:  xfA
xx 0

lim


    

    1mmx ,  0xUxm   , 0lim xxkk



      0lim xfxf mk




. 
Для записи предела функции можно использовать обозначение: 

 n

xx

xx
xx

xxxfA

nn

,...,,lim 21

..........
0

0
22

0
11






 . 

Как и в случае функции одной переменной, данное определение по Гейне 
предела функции двух переменных на языке последовательностей эквивалент-
но определению предела функции по Коши. 

Число A  называется пределом функции )(xfz   в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  , если 

для любого 0  существует   0 , такое, что для любой точки  0xUx  


 вы-
полняется неравенство    Axf . 

Символическая запись:  xfA
xx 0

lim


    

   :0 0xU  


 0xUM  


      Axf . 
Эквивалентность двух определений предела доказывается так же, как и для 

функции одной переменной. 
Если функция двух переменных  yxfz ;  определена в окрестности 

  00 ,; yxU 


 и число A  является пределом при    00 ,, yxyx  , то  
 yxfA

yy
xx

;lim
0
0




  

называется двойным пределом. 
Отметим, что в некоторых приложениях удобно пользоваться определением 

по Коши, в других – по Гейне. 
При определении предела функции  yxfz ;  в точке  000 ; yxM  полагается, что 

функция может быть не определена в точке 0M . Поэтому значения функции 
 Mf  отличаются от числа 0z  на достаточно малую величину, если точка M  вы-

брана достаточно близко к точке 0M . Из определения предела функции по Ко-
ши получаем     00 zMfz . С геометрической точки зрения, приведенное 
неравенство означает, что точка графика функции    yxfMfz ,  из окрестно-

сти  0MU 


 находится между двумя плоскостями  0zz  и  0zz . Другими 
словами, предел функции  yxfz ;  при 0xx  , 0yy   определяется поведением 
функции вблизи точки  000 ; yxM  и не зависит от значения функции в этой точке. 

Поскольку определение предела функций многих переменных аналогично 
определению предела функции одного переменного, то для случая функций 
многих переменных сохраняются все свойства пределов функций (кроме тех, 
где существенна упорядоченность точек числовой прямой, например, односто-
ронние пределы). 
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Повторные пределы. Для функции  yxfz ,  можно определить понятие 
предела по переменной x , полагая y  постоянным, и можно определить предел 
по y , полагая x  постоянным. 

Пусть функция  yxfz ,  задана в прямоугольной окрестности 
    2010

2
210 ,,,, dyydxxyxddMU  R  точки  000 , yxM  за исключением, быть 

может, самой точки  000 , yxM . И пусть для каждого фиксированного y , удовле-
творяющего условию 200 dyy  , при 0xx   для функции  yxfz ,  одной пе-
ременной x существует предел    ygyxf

фикy
xx




;lim
0

. И пусть при 0yy   для функции 

 yg существует предел   byg
yy


 0

lim . Тогда говорят, что существует повторный 

предел b  для функции  yxfz ,  в точке  000 , yxM . 
Обозначается:   byxf

xxyy



;limlim

00

.  

Аналогично определяется повторный предел  yxf
yyxx

;limlim
00 

. 

Теорема 1. Пусть функция  yxfz ,  определена в некоторой прямоугольной 
окрестности  210 ,, ddMU  точки  000 , yxM , и имеет в этой точке двойной предел 

  byxf
yy
xx





;lim
0
0

. И пусть для любого фиксированного x , 100 dxx  , существует 

предел    xhyxf
фикx

yy



;lim

0

 и для любого фиксированного y , 200 dyy  , существует 

предел    ygyxf
фикy

xx



;lim

0

. Тогда повторные пределы  yxf
xxyy

;limlim
00 

 и  yxf
yyxx

;limlim
00 

 су-

ществуют и равны 
    yxfyxf

yyxxxxyy
;limlim;limlim

0000 
 . 

Непрерывность функции многих переменных. Понятие непрерывности 
функции нескольких переменных определяется с помощью предела. 

Функция  xfu  ,  nxxxx ,...,, 21 , называется непрерывной в точке 
 00

2
0
10 ;...;; nxxxx  , если выполнены следующие условия: 

1)  xf  определена в точке 0x  и некоторой ее окрестности; 
2) существует  xf

xx 0

lim


; 

3)    0
0

lim xfxf
xx




. 

Если в точке 0x  одно из указанных трех условий не выполняется, то она явля-
ется точкой разрыва функции  xfu  . 

Для функции  yxfz ,  двух независимых переменных точки разрыва могут 
быть изолированными или образовывать линию разрыва. Для функции 

),,( zyxfu   трех независимых переменных точки разрыва могут быть изолиро-
ванными, образовывать линию или поверхность разрыва. 

Основные теоремы о свойствах непрерывных в некоторой точке функций 
(например, теорема о непрерывности суммы непрерывных функций) доказыва-
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ются для функций многих переменных так же, как и для функции одной пере-
менной. 

Теорема 2 (непрерывность сложной функции). Пусть функции  tx 11  , 
 tx 22  , ... ,  tx nn  ,  ntttt ,...,, 21 , определены в некоторой окрестности точки 

  n
ntttt R 00

2
0
10 ;...;;  и непрерывны в точке 0t . Функция  nxxxfu ,...,, 21  определена в 

окрестности точки        ntttx
n

R 00201 ;...;;
0

  и непрерывна в точке 0x . Тогда в 
некоторой окрестности точки 0t  определена сложная функция 
        tttft

n
 ;...;; 21 , причем функция  t  непрерывна в точке 0t . 

 
ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 

 
1.Что называется функцией в пространстве nR . Что такое множество уровня? 
2.Сформулируйте определения предела функции  yxfz ,  в точке по Гейне и 

по Коши. Что означает эквивалентность этих определений? 
3. Дайте определение бесконечно малой функции в пространстве nR  при 

0MM  . 
4. Сформулируйте определение повторного предела функции  yxfz , . Дайте 

определение повторного предела для функции  nxxxfu ;...;; 21 . 
5. Сформулируйте определение непрерывной функции  nxxxfu ,...,, 21  в точке 
 00

2
0
10 ;...;; nxxxM . Какими свойствами обладают непрерывные функции? 

 
РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ПРИМЕРОВ 

 
1.Найти область определения следующих функций: 
1) 22 yxz  , 2) 22 24 yxz  ,  
3) 22

2
2
1 ...1 nxxxz  . 4)  2225ln zyxz  . 

Р е ш е н и е . 1. Область определения этой функции   2RfD , множество зна-
чений     ;0fE . Графиком данной функции в пространстве 3R  является кру-
говой параболоид (рис.1). 

2. Областью определения  fD  этой функции является множество всех точек 
плоскости 2R , для которых определено выражение 22 24 yx  , т.е. 024 22  yx . 
Множество таких точек лежит внутри и на эллипсе с полуосями 2a , 2b  (на 
рис.2), т.е.  

   












 1
24

;
22

2 yxyxMfD R . 

Множество значений    2;0fE . Графиком этой функции является верхняя 
часть эллипсоида. 
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Рис.1.   Рис.2. 
 
3. Функция определена, если 0...1 22

2
2
1  nxxx  или 1... 22

2
2
1  nxxx . Отсюда  

   1...);...;;( 22
2

2
121  n

n
n xxxxxxMfD R , 

т.е. областью определения  fD  данной функции является множество точек 
замкнутого n -мерного шара радиусом 1r  с центром в начале координат, а 
   1;0fE ; 
4. Функция определена, если 05 222  zyx  или 5222  zyx , откуда  

    5;; 2223  zyxzyxMfD R , 
т.е. областью определения  fD  данной функции является множество точек от-
крытого трехмерного шара радиусом 5 , а    5ln;fE . 

2. Вычислить, используя определение предела по Гейне, предел 
yx
yx

y
x 






33

0
0

lim . 

Р е ш е н и е . Область определения данной функции     yxyxfD  2; R . 
Возьмем произвольную последовательность точек     


  11 ; kkkkk yxM , таких, что 

kk yx  , 0kx , 0ky . Тогда 

  22
33

kkkk
kk

kk
k yyxx

yx
yxMf 




 . 

Следовательно, 
  0limlim 22

0
0

33

0
0



















kkkk

y
x

k
y
x

xyxx
yx
yx

k
k

. 

3. Доказать, пользуясь определением предела по Коши, что  
0lim

33

0
0






 yx

yx

y
x

. 

Р е ш е н и е . Выберем произвольное число 0  и найдем   , такое, что для 

любой точки     0;0;; 


UyxM   выполняется неравенство    0, yxf . Так как для 
любой точки  fDyxM );(  справедливо соотношение 

  22
33

, yxyx
yx
yxyxf 




 , 

то 
  xyyxyxyxyxf  22220, . 

Оценим yx  : 

  02 22222  yxyxyxyx     22

2
1 yxyx  . 
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Таким образом,         MOyxyxf ,
2
3

2
30, 222 . Отсюда   

3
2, MO . 

где  MO;  – расстояние от точки  yxM ;  до точки  0;0O . 

Следовательно, для любого 0  мы нашли число   
3
2

 , такое, что для 

любой точки    0,; MUyxM   будет выполняться неравенство 

0lim0
33

0
0

33










 yx

yx
yx
yx

y
x

 . 

4. Найти точки разрыва функций: 
1) 

  224
1

yx
z


 ; 2) 

yx
z




1 ; 3)
9

2
222 


zyx

u . 

Р е ш е н и е . 1. Данная функция определена на 2R  всюду, кроме точки  0;4M , 
которая и является точкой разрыва функции. 

2. Данная функция определена для любых x , y , таких, что yx  . Следова-
тельно, прямая yx   является линией разрыва функции. 

3. Функция 
9

2
222 


zyx

u  определена для любых x , y , z , таких, что 

9222  zyx . Сфера с центром в начале координат и радиусом 3 является по-
верхностью разрыва функции. 

 
ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ 

 
1. Найти области определения следующих функций 
1) 422  yxz , 2) 

2225

1

yx
z


 , 3)  229 yxz  ,  

4) xyz cos , 5) 
yx

xz


 arcsin , 6) 25222  zyxu ,  

7) 
z

yx
u

22

arcsin


 . 

2. Дана функция  
yx
yxyxf

23
32;




 . Найти  1;2f ,  2;1f ,  aaf ; ,  aaf ; . 

3. Выяснить, имеет ли функция   22

22

;
yx
yxyxf




  предел при 0x , 0y . 

4. Вычислить переделы 
1) 

93
lim

0
0 


 xy

xy

y
x

,      2) 
y
xy

y
x

sinlim
0
0




,  

3)   22
22 1sinlim

yx
yx

y
x 





,    4) 
2

lim
32

1
2 


 xy

yx

y
x

, 

5)    
   22

22

3
2 32

32lim




 yx

yx

y
x

. 

5. Показать, что для функции  
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   
yx

yxyxf 1sin1sin32;   

не существуют оба повторных предела 
 yxf

yx
;limlim

00 
,  yxf

xy
;limlim

00 
, 

но существует   0;lim
0
0





yxf
y
x

. 

6. Показать, что для функции  

 
yx

yxyxyxf





2;
22

 

существуют оба повторных предела 
  1;limlim

00



yxf

yx
,   2;limlim

00



yxf

xy
, 

а предел  yxf
y
x

;lim
0
0




 не существует  

7. Имеет ли предел функция   24

42

;
yx
yxyxf




  при x , y ? 

8. Найти точки разрыва следующих функций: 

1)  
   22 21

1;



yx

yxf , 2)  
yx

yxyxyxf





32;
22

,  

3)  
zyx

zyxf


 22
1;; , 4)      22 211ln;  yxyxf , 

5)   222
1;;

zyx
zyxf


 . 

 
ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 

 
1. Найти области определения следующих функций 
1) 229 yxz  ,      2) 

yx
yxz
4

432



 ,  

3)  yxz  ln ,       4) xyz sin ,  

5)  y
y
xz  1arcsinarccos 2 ,  6)  2221ln zyxu  ,  

7) 
x

yz
u

22

arcsin


 . 

2. Дана функция   22
2;

yx
xyyxf


 . Найти  4;3f , 







y
xf ;1 ,  aaf ; ,  aaf ; . 

3. Вычислить переделы 

1)   22
1

22

0
0

1lim yx

y
x

yx 




 ,    2) 
xy

xy

y
x

sinlim
0
0




,  

3) 22

3

2
1

lim
yx
yx

y
x 






,      4) 33

2

1
1

lim
yx

yx

y
x 



,  

5)  
  22

22

0
1 1

41
lim

yx
yx

y
x 






. 
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4. Показать, что для функции  

 
 222

22

;
yxyx

yxyxf


  

существуют оба повторных предела 
  0;limlim

00



yxf

yx
,   0;limlim

00



yxf

xy
 

а предел  yxf
y
x

;lim
0
0




 не существует  

5. Показать, что для функции  
 

yx
xyyxf 1sin1sin;   

существуют оба повторных предела 
  0;limlim

00



yxf

yx
,   0;limlim

00



yxf

xy
, 

а предел  yxf
y
x

;lim
0
0




 не существует. 

6. Имеет ли предел функция    24lnsin; yxyxf   при 0x , 0y ? 
7. Найти точки разрыва следующих функций: 
1)  

yx
yxf

sinsin
1;  , 

 2)    221ln; yxyxf  ,  

3)     11
1; 2222 


yxyx

yxf , 

 4)  
1

1;; 222 


zyx
zyxf , 

5)  
1

1;; 222 


zyx
zyxf ,  

6)     xyyx
yxf


 2

1; . 
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Практическое занятие 2 

ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 
 

1. Частные и полные приращения функции многих переменных. 
2. Частные производные. 
3. Геометрический и механический смысл частных производных функции мно-
гих переменных.  
4. Полный дифференциал функции многих переменных и его геометрический 
смысл. 

 
Пусть функция  nxxxfu ,...,, 21  определена в окрестности точки  00

2
0
10 ;...;; nxxxx  . 

Дадим переменной 0
1x  приращение 1x , а значения 0

2x , 0
3x , ... , 0

nx  оставим без из-
менения.  

Частным приращением функции  nxxxfu ,...,, 21  по переменной 1x  в точке 
 00

2
0
10 ;...;; nxxxx   называется приращение 

     00
2

0
1

00
21

0
10 ;...;;;...;;

1 nnx xxxfxxxxfxf  . 
Аналогично определяются частные приращения  02

xfx ,  03
xfx , ... ,  0xf

nx  
по переменным 2x , ... , nx  в точке  00

2
0
10 ;...;; nxxxx  . 

Полным приращением функции  nxxxfu ,...,, 21  называется разность  
     00

2
0
1

0
2

0
21

0
10 ;...;;;...;; nnn xxxfxxxxxxfxf  . 

Геометрически для функции  yxfz ,  двух независимых переменных част-
ные и полное приращения функции  

     000000 ,,, yxfyxxfyxfz xx  , 
     000000 ,,, yxfyyxfyxfz yy   

     000000 ,,, yxfyyxxfyxfz   
можно изобразить отрезками 11BA , 22BA  и 33BA  (рис.1). 

 
Рис.1. 
 
Частной производной функции  nxxxfu ,...,, 21  по переменной 1x  в точке 
 00

2
0
10 ;...;; nxxxx   называется предел отношения частного приращения функции 

fx1  0x  к соответствующему приращению аргумента 1x , когда 1x  произволь-
ным образом стремится к нулю: 

   
1

00
2

0
1

00
21

0
1

0

;...;;;...;;lim
1 x

xxxfxxxxf nn
x 




. 
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Обозначается: 
0

1 xxx
f



 , 

0
1

'
xxxf


. 

Таким образом, имеем: 
     

1

00
2

0
1

00
21

0
1

01

0

01

;...;;;...;;limlim
1

1

1
0

x
xxxfxxxxf

x
xf

x
f nn

x

x

x
x 











. 

Аналогично определяются частные производные 
2x

f

 , 

3x
f


 , ... , 

nx
f


  по пере-

менным 2x , ... , nx  в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  . 

Частная производная функции нескольких переменных определяется как 
производная функции одной из этих переменных при условии, что все осталь-
ные переменные остаются постоянными. Вследствие этого, все правила и фор-
мулы дифференцирования, справедливые для производных функций одной пе-
ременной, имеют место и для частных производных. Однако во всех этих пра-
вилах и формулах при нахождении частной производной по какой-либо пере-
менной все остальные переменные считаются постоянными. 

Геометрический смысл частных производных. Рассмотрим функцию 
 yxfz , . Графиком функции  yxfz ,  является некоторая поверхность Q . 

Возьмем точку    fDyxP 000 ; . На этой поверхности ей соответствует точка 
 0000 ;; zyxM . Пересечем график данной функции плоскостью 0yy  . В сечении 

получим кривую  0; yxfz   (на рис.2 это кривая BAM 0 ), которую можно рас-
сматривать как график функции одной переменной  0; yxfz   в плоскости 0yy  . 
Тогда, по геометрическому смыслу производной функций одной переменной, 
значение частной производной 

x
z

  функции  yxfz ,  в точке  000 ; yxP  есть тан-

генс угла  , образованного положительным направлением оси Ox  и касатель-
ной, проведенной в точке  000 ; yxM  к линии пересечения поверхности  yxfz ,  и 
плоскости 0yy   (см. рис.2). 

 
Рис.2. 
 
Аналогично определяется геометрический смысл частной производной 

функции  yxfz ,  по y . 
Механический смысл частных производных. Частные производные 
 00 , yxf x  и  00 , yxf y  характеризуют скорость изменения функции  yxfz ,  в дан-

ной точке  000 ; yxP , причем  00 , yxf x  задает скорость изменения функции в на-
правлении прямой 0yy   (или, что то же, относительно переменной x ),  00 , yxf y  
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– в направлении прямой 0xx   (относительно переменной y ). 
Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Графиком функции 

двух независимых переменных  yxfz ,  в пространстве 3R  является некоторая 
поверхность Q  (рис.3). Выберем на ней точку  0000 ;; zyxM . 

 
Рис.3. 
 
Касательной плоскостью к поверхности Q  в данной точке 0M  называется 

плоскость, которая содержит все касательные к кривым, проведенным на по-
верхности через эту точку. 

Уравнение касательной плоскости   к поверхности, проходящей через каса-
тельные 1T  и 2T  имеет вид 

          0,, 0000000  zzyyyxfxxyxf yx   
или 

       0000000 ,, yyyxfxxyxfzz yx  . 
Нормалью к поверхности Q  в данной точке  0000 ;; zyxM  называется прямая, 

проходящая через эту точку перпендикулярно к касательной плоскости, прове-
денной в данной точке поверхности. 

Используя условие перпендикулярности прямой и плоскости, канонические  
уравнения нормали запишутся в виде 

 
 

 
 

 
1,,

0

00

0

00

0










 zz

yxf
yy

yxf
xx

yx
.  

Замечание. Точка, в которой 0 zyx FFF  или хотя бы одна из этих частных 
производных не существует, называется особой точкой поверхности. В такой 
точке поверхность может не иметь касательной плоскости. 

Дифференцируемость функции. Рассмотрим функцию двух переменных 
 yxfz , . Пусть  yxfz ,  определена в окрестности  0; PU   точки  000 ; yxP . 

Функция  yxfz ,  называется дифференцируемой в точке  000 ; yxP , если ее 
полное приращение в этой точке можно представить в виде 

    yxyyxBxyxAz  0000 ,, ,  (1) 
где A  и B  – некоторые постоянные, зависящие от 0x  и 0y ;  yx  ,  и 

 yx  ,  – бесконечно малые функции от x  и y :   0,lim
0
0





yx
y
x

 , 

  0,lim
0
0





yx
y
x

 . 
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Данное равенство выражает условие дифференцируемости функции  yxfz ,  
в точке  000 ; yxP .  

Функция  yxfz , , дифференцируемая в каждой точке множества G , называ-
ется дифференцируемой на G . 

Пусть 22 yx   – расстояние между точками  000 ; yxP  и  yxP ; . Очевидно, 
что если 0x  и 0y , то 0 , и наоборот, если 0 , то 0x  и 0y , а 
следовательно,   и   стремятся к нулю.  

Тогда сумму yx    можно переписать в виде 

 





 oyxyx 






 



 , 

так как 1

x , 1


y  и 0limlim

00








 





 







yx . 

С учетом этого условие дифференцируемости функции в точке  000 ; yxP  мож-
но записать в виде 

 oyBxAz  ,    (2) 

где 22 yx   – расстояние между точками  000 ; yxP  и  yxP ; ,   0lim
0


 




o . 

Условия дифференцируемости (1) и (2) функции  yxfz ,  в точке  000 ; yxP  эк-
вивалентны. 

В равенствах (1) и (2) слагаемое yBxA  , линейное относительно x  и y , 
называется главной частью приращения функции, так как оставшееся слагае-
мое   oyx   является бесконечно малой функцией более высокого поряд-
ка малости, чем 22 yx  , при 0x  и 0y . 

Теорема 1 (связь дифференцируемости и непрерывности). Если функция 
 yxfz ,  дифференцируема в точке  000 ; yxP , то она и непрерывна в этой точке. 

Теорема 2 (необходимое условие дифференцируемости функции). Если 
функция  yxfz ,  дифференцируема в точке  000 ; yxP , то она имеет в этой 
точке частные производные  00 , yxf x  и  00 , yxf y , причем   Ayxf x  00 , ,   Byxf y  00 , . 

Замечание. Утверждения, обратные утверждениям теорем 1 и 2 неверны, т.е. 
из непрерывности функции, а также существования ее частных производных, 
еще не следует дифференцируемость функции. 

Теорема 3 (достаточное условие дифференцируемости функции). Если 
функция  yxfz ,  имеет частные производные в некоторой окрестности точ-
ки  000 ; yxP , непрерывные в самой этой точке, то она дифференцируема в точ-
ке  000 ; yxP . 

Функции с непрерывными частными производными называются непрерывно 
дифференцируемыми. 

Полный дифференциал функции нескольких  переменных и его геомет-
рический смысл. Если функция  yxfz ;  дифференцируема в точке  000 ; yxP , то 
ее полное приращение в этой точке можно представить в виде 

      yxyyxfxyxfyxf yx  000000 ,,, . 
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Сумма первых двух слагаемых есть главная линейная (относительно x  и y ) 
часть приращения функции. 

Если функция  yxfz ;  дифференцируема в точке  000 ; yxP , то главная линей-
ная относительно приращения аргументов часть ее полного приращения назы-
вается полным дифференциалом функции. 

Обозначается: 
      yyxfxyxfdz yxyxP  0000; ,,

00
 

или 
      yyxfxyxfyxdf yx  000000 ,,; . 

Приращения независимых переменных x  и y  называются дифференциа-
лами независимых переменных x  и y  и обозначаются соответственно dx  и dy . 

Тогда полный дифференциал функции запишется в виде: 
     dy

y
yxfdx

x
yxfyxdf








 0000

00
,,, . 

Выражения  dx
x

yxf


 00 , ,  dy
y

yxf


 00 ,  называются частными дифференциалами 

функции  yxfz ; . 
Обозначаются: zd x  и zd y . 
Таким образом,  

zdzddz yx  . 
Геометрический смысл дифференциала. Учитывая, что dxxxx  0 , 

dyyyy  0 , уравнение касательной плоскости можно записать в виде 
   dy

y
yxfdx

x
yxfzz








 0000

0
,, . 

Правая часть этого уравнения представляет собой полный дифференциал 
функции  yxfz ,  в точке  000 ; yxM , а левая его часть 0zz   – приращение аппли-
каты касательной плоскости в точке касания:  000 , yxdfzz  . 

Поэтому полный дифференциал функции  yxfz ,  в точке  000 ; yxP  представ-
ляет собой отрезок AB  (рис.4). 

 
  Рис.4. 
 
Замечание. Определение дифференцируемости функции и ее дифференциа-
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ла обобщаются на случай функции многих переменных  nxxxfu ,...,, 21  в точке 
 00

2
0
10 ;...;; nxxxx  .  

Условие дифференцируемости запишется в виде 
 odx

x
fdx

x
fdx

x
ff n

n













 ...2
2

1
1

, 

где      22
2

2
1 ... nxxx  . 

Дифференциал функции  nxxxfu ,...,, 21  имеет вид 

n
n

dx
x
fdx

x
fdx

x
fdf












 ...2
2

1
1

. 

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 
 
1. Как определяются частные и полные приращения функции многих пере-

менных. 
2. Дайте определение частных производных. 
3. В чем состоит геометрический и механический смысл частных производ-

ных функции многих переменных. 
4. Запишите уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности. 
5. Дайте определение дифференцируемости функции нескольких перемен-

ных в точке. 
6. Как связаны непрерывность и дифференцируемость функции  yxfz , ? 
7. Сформулируйте необходимое условие дифференцируемости функции 
 yxfz ,  в точке. 

8. Сформулируйте достаточное условие дифференцируемости функции 
 yxfz ,  в точке. 

9. Что называется полным дифференциалом функции многих переменных? В 
чем состоит его геометрический смысл? 

 
РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ПРИМЕРОВ 

1. Найти частные и полное приращения функции 2xyz   в точке  2;10M , если 
1,0x , 2,0y . 

Р е ш е н и е . Имеем 
      xyyxyxxyxfyxxfzx  2

0
2
00

2
000000 ,; ,  

  4,01,022
2;1  zx . 

Аналогично 
       2

00
2

000000 ,, yxyyxyxfyyxfzy  
2

0002 yxyyx  , 

 
84,02,02,0212 2

2;1
 zy . 

Тогда  
        2

00
2

000000 ,; yxyyxxyxfyyxxfz  
324,1212,21,1 22  . 

2. Найти частные производные функций  
1)  22 sin yxxz  , 2)  zyxxyu  ln ,  
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3)  xtzxyu  2sin . 
Р е ш е н и е .  
1. Частную производную 

x
z

  вычисляем как производную данной функции по 

переменной x , считая y  постоянной. Тогда 

 2cos2 yxx
x
z



 . 

Аналогично 
 2cos2 yxy

y
z



 . 

2. Частную производную 
x
u

  вычисляем как производную данной функции по 

переменной x , считая, что переменные y , z  постоянны. Получим 

zyx
yzyxy

zyx
y

x
u









 11 2

. 

Аналогично 

zyx
xzxyx

zyx
x

y
u









 11 2

, 

zyxz
u





 1 . 

3. Имеем: 
      xtztytxtzxtzy

x
u



 2sincossin2 , 

x
y
u



 ,  

     xtzxtzxtz
z
u



 2sincossin2 ,  

      xtzxxxtzxtz
t
u



 2sincossin2 . 

3. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
225 yxz   в точке  3;1;10M . 

Р е ш е н и е . Уравнение поверхности задано явной функцией. Вычислим ча-
стные производные функции в точке 0M : 

x
x
f 2

 ,  y

y
f 2

 , 

 
2

1,1





x
f ,  

 
2

1,1





y
f . 

Тогда уравнение касательной плоскости примет вид 
      031212  zyx  или 0722  zyx . 

Канонические уравнения нормали: 

1
3

2
1

2
1










 zyx  или 

1
3

2
1

2
1 





 zyx . 

4. Доказать, что функция 2xyz   дифференцируема на всей плоскости Oxy .  
Р е ш е н и е .  Действительно, полное приращение данной функции в любой 

точке   2; RyxP  имеет вид 
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    22 xyyyxxz  
   222 22 yxxyyxyyxyxy  . 

Положив Ay 2 , Bxy 2 ,  22 yyxy , yx , получим представление z  в 
виде условия дифференцируемости, так как A  и B  в фиксированной точке 

 000 ; yxP  являются постоянными, а 0  и 0  при 0x  и 0y . 
5. Доказать, что функция   22, yxyxf   в точке  0;0O  не имеет частных про-

изводных. 
Р е ш е н и е . Действительно, 

   
x
x

x
x

f
xxx 








 00

lim
000

lim0,0 . 

Функция 
x
x


  не имеет предела при 0x . Следовательно,  0,0xf   не сущест-

вует. 
Аналогично доказывается, что не существует  0,0yf  . 
6. Найти полный дифференциал функции  

 
22

,,
yx

zzyxf


 . 

Р е ш е н и е . Имеем 

 2
3

22 yx

zx
x
f





 , 

 2
3

22 yx

zy
y
f





 , 

 2
1

22

1

yxz
f





 . 

Тогда полный дифференциал равен 













 dz
z
fdy

y
fdx

x
fdf  

     









 dz

yx
dy

yx

zydx
yx

zx

2
1

222
3

222
3

22

1  

   

 2322

22

yx

ydyxdxzdzyx




 . 

7. Приближенно вычислить    22 07,305,4  . 
Р е ш е н и е . Искомое число будем рассматривать как значение функции  

  22, yxyxf   
при xxx  0 , yyy  0 , где 40 x , 30 y , 05,0x , 07,0y . 

Имеем 
  5343,4 22 f , 

22 yx
yyxxdff



 , 

  08,0
5

07,0305,043,4 f . 

Тогда 
    08,508,0507,305,4 22  . 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ АУДИТОРНОЙ РАБОТЫ 
1. Найти частные производные следующих функций: 
1) 7543 232  yxyxyxz ,  2)  yxyz 43sin  ,  

3) 42
3 yxz  ,          4) 32

5

4
3

yx
yxz




 ,  

5) 
y
xz arccos ,        6) 

yx
xyz




1arctg . 

2. Вычислить значения частных производных в указанной точке: 
1) 

yx
yxz




 ,  2,30M ;   2) 
xz
zyu


 ,  3,1,20M . 

3. Найти полный дифференциал следующих функций: 

1) 21
arctg

x
yz


 ,     2) y
x

ez  . 

4. Вычислить полный дифференциал и полное приращение функции 
x
yz arctg  

при переходе от точки  1;10M   к точке  8,0;1,1M . 
5. Показать, что функция  xeyyz  sin  удовлетворяет уравнению 

z
y
zy

x
z







 . 

6. Вычислить приближенно выражение, заменив приращение функции диф-
ференциалом: 

1) 
95,0
02,1arctg ,    2) 02,298,1 . 

7. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 
221 yxz   в точке  3,1,1M . 

 
ЗАДАНИЯ ДЛЯ ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 

 
1. Найти частные производные следующих функций: 
1) 853324 332  yxyxyyxz , 2)  yxxz 6cos2  , 

3) 42
5 xyyxz  ,         4) 62

53

52
34

yx
yxz




 ,  

5) 
y
xz arcsin ,        6) xeyz 2 . 

2. Вычислить значения частных производных в указанной точке: 
1) 

yx
xyz


 ,  5,40 M ;  2) 222 zyxu  ,  2,2,10 M . 

3. Найти полный дифференциал следующих функций: 
1) xyzu  ,     2) 22ln yxz  . 
4. Вычислить полный дифференциал и полное приращение функции 

22 yxyxz   при переходе от точки  1;20M   к точке  9,0;1,2M . 
5. Показать, что функция  zyx eeeu  ln  удовлетворяет уравнению 

1











z
z

y
z

x
z . 
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6. Вычислить приближенно выражение, заменив приращение функции диф-
ференциалом: 

1)    22 98,203,1  ,    2)  33 99,009,0ln  . 
7. Найти уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

 22ln yxz   в точке  0,0,1M . 
 
 


