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Cxtg





2
2

1
; 

б) подынтегральная функция является нечетной относительно 

xsin . Поэтому применяем подстановку tx cos . Тогда получим 




 dx
x

xx
2cos
sinsin 3

 





































dt
t

dt
x

dxxdxdt

txx
txxt

22

22

22

1
1

cos1
1sin

,121cos22cos
,1sin,cos

 






























 

  dt
t
tdt

t
tdt

tt

tt

12
42

2
1

12
2

1

1
12

11
2

2

2

2

22

3
22

 
  










  C
t
tt

t

tdt
t
dtdt

12
12ln

22
3

2122

22
22

3
2122

3
2
1

22

  C
x
xxxt 




1cos2
1cos2ln

22
3

2
coscos ; 

в) имеем:   Cxxxdxdxx   3
coscoscossincos

3
22 ; 

г) имеем:  

   dxxxdxxdxx 4cos1
8
12sin

4
1sincos 222  

Cxxxdxdx   4sin
32
1

8
14cos

8
1

8
1

; 

д) имеем: 
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    dxxxdxxx cossincossin 2  

    Cxxxx  sincossgncossin . 
 
Тема 2 Общие методы интегрирования 
1 Вычислить методом замены переменной: 

а)  x
dx

sin
;         и) 

   xx
dx

1
;  

б)  dx
x

x2ln
;        к)  

dx
x

x
21

arctg
;  

в)  xdxctg ;        л)  dxxxshch2 ;  

г) 
 6

2

1 x

dxx
;        м)  xdxe x 2sin2cos ;  

д)   dxx x2
5 ;        н)  dx

x
x

2

5

sin
cos

; 

е) 
   6

2

1 x
dxx

;        о)   dxxx 8 ;  

ж) 
 2364 xx

dx
;     п) 



 dx
xx

x

16

3
2

. 

2 Вычислить методом интегрирования по частям: 

а)  dxxx 3arctg ;       г)   dxxx 522 ;  

б)  dx
x

xarccos
;      д)    dxxx 3cos4 ;  

в)  xdxx arctg2 ;       е)  dx
x
x

3

ln
. 

 
П р и м е р ы  о ф о р м л е н и я  р е ш е н и я  
1 С помощью метода замены переменной найти интегралы: 

а) 
21

xdx
x

 ;     д) tgxdx ; 

б) 
3

4 2
x dx

x  ;    е) 2 2sin 2cos
dx

x x ; 
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в) 
2 1

dx
x x 
 ;    ж) 

3 1
dx

x x  ; 

г) 
ln ln ln

dx
x x x ;    и) 3

2 2(1 )

dx

x
 ;. 

Р е ш е н и е . а) имеем:  

   








 2

2

2

2

2 1

)1(
2
1

1

)(
2
1

1 x

xd

x

xd

x
xdx

 

 


)1()1(
2
1 22

1
2 xdx    


dtttx 2

1
2

2
11

  Ct 2
1

2
2
1

Cx  2
1

2 )1( . 

б) имеем: 





































   24

4

24

4

4

3

2
12

24
2

2)(

)(
4
1

2 x

xd

x

xd
dx

x
x

 

C
x
x






4

4

2
2ln

8
2

. 

в) имеем:    





















 2

2
2

2 11

1

111
x

x
d

x
x

dx
xx
dx

 

C
xx

 111ln 2 . 

г) имеем: 

Cx
x
xd

xxx
dx

  lnlnln
lnln

)ln(ln
lnlnln

. 

д) имеем: 
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е)  dxxx 22 shch ;      с)  dxxx shch2 ; 

ж)  dxx3sh ;        т)  dxxx 2ch ;  

и)  dxxx sh5ch ;       у) 
1

2

x

x

e
dxe ;  

к)   x

x

e
dxe

5

2

;         ф) 3 2cos sinx xdx ; 

л) 5 3sin cosx xdx ;     х) th xdx . 
 
П р и м е р ы  о ф о р м л е н и я  р е ш е н и я  
Найти интегралы: 

а)   5cos3sin4 xx
dx

;     е)   xdxx 5cos2sin ; 

б) dx
x

xx



2cos
sinsin 3

      ж) sin 7 sin5x xdx ; 

в)  xdxxsincos2 ;      и)  12

3

x

x

e
dxe

; 

г)  xdxx 22 sincos ;      к)  dxxx 32 shch . 

д)  xdx2tg ; 

Р е ш е н и е . а) подынтегральная функция рационально зависит 

от xsin  и xcos . Применяя универсальную тригонометрическую 

подстановку 







2
tg xt , получим: 











 

5
1
13

1
24

1
2

5cos3sin4
2

2

2

2

t
t

t
t

t
dt

xx
dx

 

 
 





 










  txtgc
tt

td
tt

dx
22

1
2

2
882

2 22  
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C

x
xx

tc
t

t 
















2

22 11

111111
. 

2 Выразить через функции  Si x ,  li x  и элементарные функ-
ции интегралы: 

а) 2ln
dx

x , 1x  ;    б)  Si x dx . 

Р е ш е н и е . а) имеем: 

2

2 2

2

, ,
ln

1ln ln ,
ln ln

dxu x dvdx xdx x x
dxx x x du dx v

x x x

   
   

      

 


 
ln ln ln

x dx x li x C
x x x

       ; 

б) имеем: 

 Si x dx =

 

  

, ,

sin sin ,

u Si x dv dx

x xdu d Si x d dx dx
x x

v x

   
 

        
  

 = 

=    sin cosxSi x xdx xSi x x C    . 

 
Тема 5 Интегрирование трансцендентных функций  
1 Найти интегралы: 

а)  xdxx 5cos3sin ;      м)   x
xdx

sin1
sin

;  

б)  dxxx
6

5cos
6

cos ;      н)  xdxx 34 cossin ; 

в)  xdxx 7cossin ;      о)   xx
dx

cos2sin32
;  

г)   x
dx

cos49
;       п)  xdx5tg ;  

д)   xx
xdx

33 cossin
sin

;      р)  xx
dx

5cossin
;  
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      u
duxu

x
xddx

x
xxdx cos

cos
cos

cos
sintg  

Cx  cosln . 
е) имеем:  

   





































 22222

2
tg12

2
tg2

)2(tgcoscos2sin x

xd

xx
dx

xx
dx

 

Cx











2
tgarctg

2
1

. 

ж) имеем:  

 

























 ududxux

uxux

xx
dx

3
2,13

3
1,13

13 2

2

 

  













 C
x
xc

u
u

u
du

u

udu

113
113ln

1
1ln

1
2

3
1

3
2

22 . 

и) имеем: 













 Ct

t
tdt

tdtdx
tx

x

dx tg
cos
cos

cos
sin

)1(
3

2
3

2

 

  C
x

xCx 



21

arcsintg . 

2 Используя метод интегрирования по частям, вычислить сле-
дующие интегралы: 

а) arctg xdx ;        г)  1 lnx xdx ; 

б) 2 xx e dx ;       д) sin(ln )x dx ; 

в) 2 sin 2x xdx ;      е) cos2xe xdx . 
Р е ш е н и е . а) имеем: 
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  

























 2

2 1
arctg

,
1

,arctg
arctg

x
xdxxx

vx
x

dxdu

dxdvxu
xdx  

Cxxx  21ln
2
1arctg . 

б) имеем: 

















  


 dxxeex

evdxedv

xdxduxu
dxex xx

xx
x 2

,

2, 2
2

2  

x
xx ex

evdxedv

dxduxu 














 2

,

,     dxexe xx2  

Cexeex xxx   222 . 
в) имеем: 

 





















xvxdxdv

xdxduxu
xdxx

2cos
2
1,2sin

2,
2sin

2

2  

 





 xdxxxx 2cos2cos

2
12 





















xvdxdu

xdxdvxu

2sin
2
1,

2cos,
 

  xxxxxdxxxxx sin
2
12cos

2
12sin

2
12sin

2
12cos

2
2

2

 Cx  2cos
4
1

. 

г) имеем: 

 
   



























2
1;1

;1;ln
ln1 2xvdxxdv

dx
x

duxu
xdxx  

     












  dx

x
xxxxdx

x
xxx 12

2
1ln

2
11

2
1ln

2
1 2222

 

   
 









 


 xxdx

x
xxx ln

2
112

2
1ln

2
1 22
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x
xCC

x 













1
1

1
121

2
1

; 

е) имеем:  

  










  tdtataa

tdtadx
tax

dxxa sincos
sin

;cos 22222  

2 21 cos sina t tdt    2 2sina tdt   
2

1 cos2
2
a t dt

   

=
2 1 sin 2

2 2
a t t C     

 
arccos xt

a
   

= 

=
2 1arccos sin arccos cos arccos

2 4
a x x x C

a a a
          

    
= 

=
22 2

arccos 1
2 8
a x a x x C

a a a
     
 

= 

=
2

2 2arccos
2 8
a x x a x C

a
    ; 

ж) имеем: 





















 


dtttdxtx

pnmba

x

dx

4
5

4344
4 4

)1(,1

4
1,4,0,1

1
 
















   112

1
1 224

2

t
dt

t
dt

t
dtt Ct

t
t



 arctg

2
1

1
1ln

4
1

; 

и) имеем: 

 
   











































tdttdxtxxt

p
n

m
n

m

nmpba

xx

dx

21
2
1;1;1

;21;
2
11

;2;2;
2
3;1

1
2
3

22
1

222

322
ZZ

Z

    











  



dttdtdt
t

ttdtt
t

t 2
2

2
2
3

22
3

2
2 11

1
111
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  62 121ln33
2
3 xtCttt  

Cxxx  112ln312312
2
3 663 . 

в) 























 23

2
33

)1(
6,

1
1

11
1

t
dttdx

x
xt

x
dx

x
x

 

  Ct
tt

t
t
dt











  3

12arctg3
1

1ln
2
1

1
3 2

2

3 . 

г) имеем:  









































dt
t

ttdx
t

tx

x
xxt

dx
xxx

xx

22

2

2

2

2

2

)1(
12,

1
12

11

1

11
 





  Ct

t
tdt 2

2 1ln
1

2












 


x
xxt 112

 

C
x

xx














 


2
2 111ln ; 

д) имеем: 

 








 




























 2

2

2

2

1111

1

1

,11

11
tt

dt
t

dt
t

dx

t
x

xx

dx
 



















  0

011
2121

2

t
xx

tt
dtt

tt
dtt  

  






   dtt

t
dt

tt
dtt

2
1

21
2121

 

      






  

1
1212121

2
1

2
1

2
1

x
tCttdt  
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







 xxx ln2

22
1 2

. 

д) имеем: 
1sin ln , cos ln

sin(ln )
,

u x du x dx
x dx x

dv dx v x

    
 

   
  

xx lnsin  dxxlncos xx lnsin   xdxxx lnsinlncos . 

Пусть  xdxI lnsin . Тогда  

IxxxI  )lncosln(sin . 

Откуда    CxxxI  lncoslnsin
2

. 

е) имеем: 























 xvxdv

dxedueu
xdxe

xx

x

2sin
2
1;2cos

;;
2cos  

























  xvxdv

dxedueu
xdxexe

xx

xx

2cos
2
1;2sin

;;
2sin

2
12sin

2
1









  



xdxexexe x
xx

2cos
2
12cos

22
12sin

2
 

 


 xdxexexe x
xx

2cos
4
12cos

4
2sin

2
. 

Отсюда  

 


  xdxexexexdxe x
xx

x 2cos
4
12cos

4
2sin

2
2cos . 

Выразим искомый интеграл 

 xxexdxe
x

x 2cos2sin2
44

112cos 





 


 . 

Тогда 
 

5
2cos2sin22cos xxexdxe

x
x 




 . 
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Тема 3 Интегрирование рациональных функций  
 
Вычислить интегралы: 

а)   542 xx
dx

;      ж)  
 dx
xx

x
)5)(2(

32
; 

б) 
2

3 2

2
1

x x dx
x x x

 
   ;    и)  

 dx
x

xx
5

862

;  

в)  
 dx

x
x

1
5

2

4

;        к)  


22 2xx

dx
;  

г) 
  

 dx
xx

xx
2

2

1
44

;     л) 
    

 dx
xx
xx

21
123

2

2

;  

д)  


22 1xx

dx
;       м)  14x

dx
;  

е)  
 dx

x
xx
1

12
3

3

;     н) 3 1
xdx

x  . 

 
П р и м е р ы  о ф о р м л е н и я  р е ш е н и я  
1 Найти интегралы от рациональных функций: 

а) dx
xx

xx
 


24

35

3
1362

;     г)  
 dx

xx
xx

12
252

3

24

;  

б)  
 dx
xx

xx
3

5 1
;       д)  

 dx
xxxx

x
2345

4 1
. 

в)  
 dx

xxxx
x

)2)(1)(1(
2

; 

Р е ш е н и е . а) выделим из неправильной дроби целую часть, 
деля числитель на знаменатель 

2424

35

3
12

3
162

xx
x

xx
xx







. 

Разложим полученную в результате дробь на элементарные сла-
гаемые: 

 33 2224  xxxx . 
Тогда  
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2 Выразить через функции Si(x), li(x), Ф0(x) и элементарные 
функции интегралы: 

а)   0 , xdx
x

ex

;      в)   dxe xx )542( 2
; 

б) 
 dx

x
xxx

2

cossin
;   г)  0Ф x dx . 

 
П р и м е р ы  о ф о р м л е н и я  р е ш е н и я  
1 Вычислить следующие неопределенные интегралы: 

а) dx
xx
x

 
 41

;         д) 
 

 211 xx

dx
; 

б) 
 

 12123 3 xx

dx
;     е)   dxxa 22 ;  

в)  


11
1

3
x
dx

x
x

;       ж) 
4 41 x

dx
;  

г) 


 dx
xxx

xx
2

2

1

11
;      и) 

 


322 1 xx

dx
. 

Р е ш е н и е . а) имеем: 






























 dt
t

ttdtt
tt
t

dttdx
tx

dx
xx
x

1
441

4

,1
2

2
3

243

44
 

 























  1ln24
1

1
1

14
1
114 2

222 tt
tt

tdt
t
t

        Ct  arctg4     Cxxxxt  4244 arctg41ln24 . 
б) имеем: 

 
  




































 1
33

3

,1
2
1

,12

1212

2

34

5

5

6

6

3 3 t
dtt

tt
dtt

dttdx

tx

tx

xx

dx
 

 













 dt
t

tdt
t

t
1

113
1

113
2
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 1ln
2

2

xx  
















 
2
1

2
12

122
122

22

2

x

dx
xx
xxd

 

Cxxx
 )12arctg(1ln

2

2

; 

д) поскольку  
)1()1( 222345  xxxxxxx , 

то  














222345

4

)1(11
1

x
E

x
D

x
C

x
B

x
A

xxxx
x

 

22 )1(
1

1
2
1

1
2
1

11









xxxxx

. 

Тогда 

Cxx
x

xdx
xxxx

x





 1ln
2
11ln

2
11ln1

2345

4

. 

 
Тема 4 Интегрирование иррациональностей  
1 Вычислить следующие интегралы: 

а) 


dx
xx

x
3 2

;     ж 
 dx

x
x3 61

;  

б) 
 2

3

21 xx

dxx
;      и) 

 2

10

1 x

dxx
;  

в) 
 1)1( 2 xxx

dx
;    к)  


241 xx

dx
;  

г) dx
x

x







 

3

3
6 31

;     л)  
 22 43 xx

dx
;  

д) dxxx  221 ;     м) dx
x

x



2

2 5
;  

е)   dxxx 1022 ;    н) 2 2 4x x dx . 
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  33
1

2222 



 x

DCx
x
B

x
A

xx
. 

Приведем к общему знаменателю в правой части 

 
     

 3
33

33
1

22

222

2222 







 xx

xDCxxBxAx
x

DCx
x
B

x
A

xx
. 

Отсюда  
      222 331 xDCxxBxAx   

Раскроем скобки в правой части и сгруппируем: 
    BAxDBxCAx 331 23  . 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x : 
CAx 0:3 , 
DBx 0:2 , 

Ax 30:1  , 

Bx 31:0  . 

Отсюда 0A , 
3
1

B , 0C , 
3
1

D . 

Следовательно, 

 33
1

3
12

3
12

3
1362

222424

35










xx
x

xx
x

xx
xx

. 

Тогда  

  












 dx
xx

xdx
xx

xx
33

1
3

12
3

1362
2224

35

 

= 2 2

1 12
3 3 3

dx dxxdx
x x

  
    

=
2 11 12 arctg

2 3 1 3 3 3
x x x C



    


= 

Cx
x

x 
3

arctg
33

1
3
12 ; 

б) подынтегральное выражение является неправильной рацио-
нальной дробью. Выделим целую часть подынтегральной функции:  

xx
x

xx
xx







3
2

3

5 111
 

Разложим на элементарные последнюю дробь: 
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)1(
)(

1)1(
11

2

2

223 










 xx

ACxxBA
x

CBx
x
A

xxxx
. 

Методом неопределенных коэффициентов, найдем неизвестные 
коэффициенты A , B , C . Имеем 

ACxxBA  2)(1 . 
Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , получаем: 




























.0
,1

,1

,1
,0

,0

C
B
A

A
C

BA
 

Значит, 

1
11

23 


 x
x

xxx
. 

Подставляя полученное выражение в интеграл   xx
dx

3 , получим 


















   11
1

)1( 2223 x
xdx

x
dxdx

x
x

xxx
dx

xx
dx

 

Cxx
x
xd

x
dx





  )1ln(
2
1ln

1
)1(

2
1 2

2

2

. 

Тогда 
5

2
3 3

1 11x x dx x dx
x x x x
            

3
21ln ln( 1)

3 2
x x x x C      ; 

в) подынтегральное выражение является правильной рацио-
нальной дробью. Разложим ее на элементарные дроби: 

211)2)(1)(1(
2













x
D

x
C

x
B

x
A

xxxx
x

. 

Используя метод частных значений, получим: 

1
)2)(1)(1(

2
0 


 xxxx

xA , 

2
3

)2)(1(
2

1 



 xxxx

xB , 
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6
1

)2)(1(
2

1 



 xxxx

xC , 

3
2

)1)(1(
2

2 


 xxxx
xD . 

Тогда 





)2)(1)(1(

2
xxxx

x
2

1
3
2

1
1

6
1

1
1

2
31










xxxx
. 

Подставим в исходный интеграл  





















 dx
xxxx

dx
xxxx

x
2

1
3
2

1
1

6
1

1
1

2
31

)2)(1)(1(
2

 

 1ln
6
11ln

2
3ln xxx Cx  2ln

3
2

  

C
xx

xx







6
1

2
3

3
2

)1()1(

)2(ln ; 

г) запишем исходный интеграл в виде: 
















 dx
xx
xxxdx

xx
xx

12
26

12
252

3

2

3

24

 

  





 dx
xx

x
x
dxx

122
34

12 2

2

. 

Подынтегральное выражение в третьем слагаемом есть пра-
вильная рациональная дробь. Разложим ее на элементарные и най-
дем коэффициенты: 

122
34

1
1

122112
26

223

2



















xx
x

xxx
NMx

x
A

xx
xx

. 

Подставим в интеграл и вычислим его 

 






 dx

xx
xxxdx

xx
xx

122
241ln

212
252

2

2

3

24

 




  dx
xx

dx
1̀22 2  


