
 
Министерство образования Республики Беларусь 

 
 

Учреждение образования 
 «Гомельский государственный университет 

 имени Франциска Скорины» 
 
 
 
 
 
 

С. С. Гиргель 
 
 

 
ОСНОВЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ КРИСТАЛЛООПТИКИ 

МАГНИТОУПОРЯДОЧЕННЫХ СРЕД  
 
 

Монография 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Гомель 2008 
 
 
 
 
 
 
 



 2 

УДК 537.632 
ББК  22.374+22.373 
   Г 51 
 
Рецензенты:  

А. Н. Сердюков, профессор, доктор физико-математических наук; 
 кафедра оптики учреждения образования «Гомельский государственный 
университет имени Франциска Скорины»; 
П. А. Хило, профессор, доктор физико-математических наук;  
кафедра физики учреждения образования «Гомельский государственный по-
литехнический университет имени  П. Сухого» 
 
 
Рекомендовано к изданию  научно-методическим советом учреждения   обра-
зования   «Гомельский   государственный университет имени Франциска 
Скорины» 
 
Гиргель, С. С.  
Г51        Основы теоретической кристаллооптики  магнитоупорядоченных 
сред: монография / С. С. Гиргель; М-во образования РБ, Гомельский государ-
ственный университет им. Ф. Скорины. – Гомель: ГГУ им. Ф. Скорины, 
2008.– 200 с. 

    ISBN 978-985-439-299-8 
                

  
 
 

Изложены основы последовательной феноменологической теории кристал-
лооптических явлений в средах с упорядоченной магнитной структурой с уче-
том анизотропии, гиротропии и поглощения. Широкое применение принципов 
симметрии позволило автору развить теорию и предсказать ряд новых магнито-
оптических явлений, большинство из которых затем были экспериментально 
обнаружены и исследовались. 
Предназначена для научных работников, преподавателей, аспирантов и сту-

дентов физических специальностей. 
    

 
 
 

                                                                         
                                                     УДК 537.632  
                                                                                             ББК 22.374+22.373  
 
ISBN  978-985-439-299-8                  © Гиргель, С. С.,  2008 
                                                         © УО «ГГУ им. Ф.Скорины», 2008 

 



 3 

 

ОГЛАВЛЕНИЕ 
 
Введение...................................................................................................................6 
 
1    Принцип симметрии кинетических коэффициентов 
       в кристаллофизике сред с магнитной структурой…….…….….………12 
 
1.1  О применении принципа симметрии кинетических коэфффициентов  
       к макроскопическим явлениям в магнитных кристаллах.............................12 
1.2  Принцип Онзагера-Казимира для магнитоупорядоченных кристаллов 
       и линейные материальные уравнения электродинамики…………….……. 
1.3  Законы сохранения в кристаллооптике  линейных диспергирующих  
       сред…………………..................................................................................…...23 
 
2      Электромагнитные волны в магнетиках..................................................27 
 
2.1   Показатели преломления и поляризация собственных волн  
        в прозрачных кристаллах…............................................................................27 
2.2   Поляризация собственных волн и сингулярные направления  
        в поглощающих магнетиках……....................................................................29 
2.3   Поляризация световых волн и оптические оси в поглощающих  
        кристаллах средней и высшей категорий……………..................................35 
2.4   Сингулярные направления в кристаллах ромбической системы................39 
2.5   Оптические оси в кристаллах низших сингоний…………..........................43 
2.6   Распространение света вдоль сингулярных эллиптических  
        направлeний…………......................................................................................46 
2.7   Преобразование поляризации излучения вдоль  оптических осей…….....47 
2.8   Соотношения биортогональности для собственных волн  
        в бианизотропных средах…………..…………………………...………...…49 
2.9   Новые формы уравнения нормалей для бианизотропных сред…….…......52 
2.10 Волны в нецентросимметричных магнетиках……………………………...54 
2.11 Итерационные методы решения уравнений нормалей в линейных  
        анизотропных и гиротропных срeдах............................................................62 
 
3     Распространение света в магнитоупорядоченных  
       кристаллaх…....................................................................................................65 
 
3.1  Тензоры показателей преломления и импедансов в линейных средах. 
       Нормальное падение………….……………....................................................65 
3.2  Тензоры нормальной рефракции и импедансов в линейных средах. 
       Наклонное падeние.............................…...………………….………...…...…70 



 4 

3.3  Матрица показателей преломления и оптические свойства  
       кристаллов.........................................................................................................74 
 
3.4  Интегральная матрица распространения света (матрица Джонса) 
       и ее параметризaция…......................................................................................79 
3.5  Симметрия оптических тензоров и оптических свойств 
       направлений.......................................................................................................82 
3.6  Матрицы Мюллера............................................................................................86 
3.7  Ограничения на  компоненты матриц Мюллера деполяризующих 
       оптических систем.................................………………………………..…….90 
 
4     Влияние подрешеточной магнитной структуры на  
       оптические свойства кристаллов.................................................................95 
 
4.1  Тензор диэлектрической проницаемости в ферритах-гранатах...................95 
4.2. О феноменологической тензорной кристаллофизике двухподреше- 
       точных магнетиков. Их симметрия и макроскопические свойства.…........99 
4.3. Кристаллооптические свойства двухподрешеточных магнетиков............103 
4.4. Симметрия и правила отбора для тензоров макроскопических  
       физических свойств многоподрешеточных магнетиков…………..….......107 
 
5     Нелинейные оптические явления в кристаллах с магнитной  
       структурой......................................................................................................111 
 
5.1 Частотно-перестановочные соотношения для тензоров нелинейных 
       оптических восприимчивостей......................................................................111 
5.2  Четный эффект Фарадея.................................................................................116 
5.3  Магнитогирация..............................................................................................122 
5.4  Новые фотомагнитные явления.....................................................................128 
5.5  Влияние магнитного поля и магнитного упорядочения на генерацию 
       второй оптической гармоники.......................................................................134 
5.6  Влияние магнитоэлектрической связи на нелинейные оптические  
       взаимодействия в сегнетомагнитных борацитах……………………….…136 
5.7  Магнитооптические свойства антиферромагнитного Сa-Mn-Ge- 
       граната……………………………………………………..…………………138 
 
6     Граничные задачи и определение оптических параметров….……….145 
 
6.1  Отражение и преломление света на границе магнитоупорядоченного 
       кристалла. I. Метод главных векторов..........................................................145 
6.2  Отражение и преломление света. II. Операторный метод………………..146 
6.3  Матрицы Джонса и Мюллера плоскопараллельной пластинки………….148 
6.4  Преобразование поляризации света линейной пластинкой………………153 
6.5  Применение методов отражательной фотометрической  
        эллипсометрии для определения оптических постоянных 



 5 

        гироанизотропных кристаллов…………………………….…..………......159 
6.6  Прохождение света через систему поляризатор – кристаллическая 
       пластинка - анализатор и определение оптических параметров................165 
 
Заключение……………………………………....................................................170 

 
Литература............................................................................................................174 
 
Приложение A – Матрицы псевдотензоров четвертого ранга,  
симметричных по двум индексам.....................................................................192 
 
Приложение Б – Матрицы псевдотензоров четвертого ранга  
общего вида…………………………………..…………………...……………..196 



 6 

ВВЕДЕНИЕ 
 
 

История магнитооптики начинается в 1846 году, когда М. Фарадей [1] об-
наружил, что плоскость поляризации линейно поляризованного светового луча, 
прошедшего через тяжелое стекло из боросиликата свинца, поворачивается на 
угол, пропорциональный напряженности магнитного поля  Н  и длине пути све-
та в веществе l. Это явление позже было названо эффектом Фарадея  и является 
одним из наиболее характерных магнитооптических эффектов. 

Позже наблюдалось возникновение линейного двупреломления света в на-
правлении, перпендикулярном магнитному полю Н и получило название эф-
фекта Коттона-Мутона. Этот эффект, квадратичный по Н, затем детально ис-
следовался В. Фойгтом [2]. Влияние намагниченности вещества на 
интенсивность и состояние поляризации отраженного от него света было обна-
ружено [3] Дж. Керром и было позже названо эффектом Керра. Расщепление 
спектральных линий в магнитном поле впервые наблюдал [3] П. Зееман, а Г. 
Лорентц дал ему теоретическое объяснение [4]. Результаты теоретических и 
экспериментальных исследований первого этапа развития магнитооптики из-
ложены в работах Д. А. Гольдгаммера [3], П. Друде [5], Фойгта [2] и других ав-
торов [6-9]. 

В целом, однако, кристаллооптика магнитоупорядоченных сред развива-
лась сравнительно медленно. Это было связано с тем, что в немагнитных про-
зрачных средах магнитооптические эффекты очень малы. Заметных величин 
они достигали лишь в ферромагнитных металлах и их сплавах, где определя-
лись внутренним магнитным упорядочением, а не внешним магнитным полем. 
Но ферромагнитные металлы являются сильно поглощающими, прозрачны для 
света лишь их тонкие пластинки, магнитные пленки. 

За последние 60 лет положение существенно изменилось. Было открыто 
или синтезировано более тысячи различных кристаллических веществ, атомы 
или ионы которых обладают магнитными моментами, ориентированными не 
хаотично, а вполне упорядоченно [10-13] .Такие кристаллы обладают упорядо-
ченной магнитной структурой и называются магнитоупорядоченными, хотя мо-
гут иметь или не иметь результирующую намагниченность. 

Классические ферромагнетики (железо, кобальт, никель) характеризуются 
параллельной ориентацией магнитных моментов отдельных атомов. Однако со-
седние моменты частиц в магнитоупорядоченных кристаллах могут быть рас-
положены и антипараллельно (антиферромагнетики). Существуют также кри-
сталлы с более сложной неколлинеарной и некомпланарной магнитной 
структурой, например, вещества, в которых магнитные моменты образуют спи-
ральные, зонтичные, геликоидальные и другие пространственные структуры 
[10-13]. Поэтому обычная классификация всех веществ на диа-, пара- и ферро-
магнетики, как известно, устарела. Магнитную структуру кристаллов изучают, 
в основном, с помощью дифракции нейтронов на кристаллической решетке, по-
скольку нейтроны обладают собственным магнитным моментом. При этом вы-
яснилось, что магнитоупорядоченные вещества широко распространены в при-
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роде, причем ферромагнетики являются даже редкими представителями среди 
них [10-13]. Экспериментальное обнаружение новых и разнообразных типов 
магнитного упорядочения стимулировало дальнейшие экспериментальные и 
теоретические исследования магнетиков, включая изучение их оптических 
свойств. 

В Советском Союзе первые работы в области кристаллооптических явле-
ний в прозрачных магнетиках были проведены на кафедре магнетизма МГУ, в 
Физико-техническом институте им. А.Ф.Иоффе АН СССР, в Физико-
техническом институте низких температур АН УССР. Сейчас как эксперимен-
тальные, так и теоретические исследования магнитооптических явлений прово-
дятся во многих регионах стран ближнего зарубежья: Москва, С.-Петербург, 
Киев, Харьков, Донецк, Минск, Красноярск и др. 

В настоящей работе в рамках феноменологического подхода развивается 
теория оптических свойств магнитоупорядоченных кристаллов, поэтому и ли-
тературные ссылки будут приводиться под этим углом зрения. Отнюдь не пре-
тендуя на полноту литературного обзора, все же указаны, тем не менее, основ-
ные и наиболее важные, на наш взгляд, литературные источники, 
непосредственно связанные с тематикой настоящей книги. Автор заранее при-
носит свои извинения тем исследователям, существенные работы которых, от-
носящиеся к теме данного исследования, по тем или иным причинам не вошли 
в библиографию. 

Кристаллооптика магнетиков развивается на стыке кристаллографии, оп-
тики, магнетизма и других наук. Развитие классической теории кристаллоопти-
ческих явлений в немагнитных средах было, в основном, завершено к началу 
нашего века. Назовем, прежде всего, фундаментальный труд Г. Шивесси [14], а 
также  монографии  М. Борна и Э. Вольфа [15] и Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица 
[8].  

В нецентросимметричных средах наряду с анизотропией возможно также 
проявление естественной гиротропии или оптической активности, которая при-
водит к новым закономерностям в них. Современное состояние теоретических 
и экспериментальных исследований по кристаллооптике немагнитных кристал-
лов с естественной оптической активностью в обобщенной и систематизиро-
ванной форме освещено в работах Ф. И. Федорова [16], А. Н. Сердюкова и И. В. 
Семченко [17], В. А. Кизеля и В. И. Буркова [18], В. М. Аграновича и В. Л. 
Гинзбурга [19], О. Г. Влоха [20], Б. В. Бокутя, Б. Ш. Гречушникова и А. Ф. Кон-
стантиновой [21, 22]. 

Многие физические, в том числе и оптические, свойства кристаллов зави-
сят от наличия электрического или магнитного упорядочения. Поэтому для раз-
вития теории оптических свойств магнетиков необходима теория их магнитных 
свойств, включая и теорию магнитной симметрии. Из работ по феноменологи-
ческой теории магнитных сред отметим монографии Е. А. Турова [23, 24], С. В. 
Вонсовского [7], Г. С. Кринчика [9], Ю. А. Изюмова [25].  

Характернейшей чертой кристаллов является их симметрия. Симметрий-
ные подходы и методы изучения кристаллов, основанные А. В. Шубниковым 
[26, 27], нашли свое дальнейшее развитие во многих работах, посвященных 
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симметрийным аспектам кристаллофизики и кристаллооптики. Это, главным 
образом, труды российских ученых: Ландау и Лифшица [8], В. А. Копцика [27], 
Ю. И.Сиротина и М. П. Шаскольской [28], Б. К. Вайнштейна [29], Л. А. Шува-
лова [30, 31], И. С. Желудева [31, 32], В. Л. Инденбома [33, 34], А. М. Заморзае-
ва [35, 36] и других [29, 31]. 

Дополнительно из оригинальных и обзорных исследований по магнитной 
симметрии отметим также работы [37-47]. 

Одновременное существование и взаимодействие магнитного упорядоче-
ния и кристаллографической структуры в образцах приводит к  тому, что явле-
ния в кристаллооптике магнетиков, по сравнению с классическими в немагнит-
ных средах, значительно сложнее и разнообразнее.  

В магнетиках, кроме обычных оптических явлений двупреломления и дих-
роизма , возможны также новые эффекты. Например, эффект Фарадея, обу-
словленный наличием в них результирующей спонтанной намагниченности. 
эффект Фарадея, т.е. невзаимное циркулярное двупреломление и магнитное ли-
нейное двупреломление являются характерными эффектами магнитной гиро-
тропии и анизотропии. Состояние оптики магнитных сред и перспективы ее 
развития были освещены в исследованиях Кринчика [9], А. К. Звездина [48, 49]. 
В. В. Еременко и Н. Ф. Харченко [50], Р. В. Писарева и Г. А. Смоленского [51-
55], и других [56, 57]. Кристаллооптика магнетиков активно развивается и в на-
стоящее время [58-90, 12, 13]. 

Одним из интенсивно развивающихся направлений на стыке оптики, кри-
сталлографии и физики магнетизма за последние три десятилетия являются ис-
следования оптических свойств магнитоупорядоченных кристаллов, относи-
тельно прозрачных  в широком диапазоне волн. Интерес к таким 
исследованиям объясняется, прежде всего, тем, что магнитооптические методы 
могут служить мощным инструментом изучения физических свойств кристал-
лов. Используя явления Фарадея и магнитног линейного двупреломления мож-
но исследовать магнитные возбуждения, различные дефекты и дислокации, не-
однородности структуры. Это позволяет применять бесконтактные методы 
контроля и изучения поверхностных свойств магнитных сред, распределения 
намагниченности и др. [9, 55, 58, 12]. С помощью методов магнитного и цирку-
лярного дихроизма проводится изучение особенностей энергетического спек-
тра, тонкой структуры полос поглощения [50]. Важными направлениями явля-
ются  исследование магнитных фазовых переходов, доменной структуры и ее 
перестройки, установление магнитной структуры и магнитной симметрии [55, 
9, 52, 58, 12].  

С другой стороны, появление новых магнетиков, прозрачных в ИК- и час-
тично в видимой области спектра открыло широкие возможности для создания 
новых систем отображения и хранения информации [58, 9, 10, 57, 91, 13, 12]. 
Созданы опытные образцы запоминающих устройств на магнитооптических 
дисках. Запись и считывание информации в таких устройствах производится на 
тонкую магнитную пленку с помощью луча лазера, что позволяет значительно 
повысить быстродействие и плотность записи информации. Световое пятно фо-
кусируется на участок меньше 1мкм.  
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Тонкие пленки прозрачных магнетиков используются для визуализации, 
регистрации и измерения магнитных полей. Разрабатываются магнитооптиче-
ские считывающие головки. Пленки ферритов-гранатов используются при раз-
работке лазерных гироскопов с магнитными элементами [58, 12, 49].  

Невзаимные магнитооптические устройства или оптические изоляторы 
пропускают оптический сигнал в одном направлении и блокируют в противо-
положном [57, 49]. Осуществлялась пространственная фильтрация оптических 
сигналов. Созданы магнитооптические транспаранты, дисплеи, гираторы, мало-
габаритные быстродействующие магнитооптические линзы [49]. Перспективны 
такие направления, как интегральная магнитооптика и магнитная голография 
[58, 12, 57, 91]. 

Магнитооптические устройства отображения и обработки информации пе-
ред аналогичными электро- и акустооптическими системами могут иметь, как 
мы видим, и ряд преимуществ. В частности, они являются  более радиационно-
устойчивыми. Отсюда ясно, что изучение закономерностей распространения 
света в гироанизотропных средах, обладающих магнитной структурой, является 
одним из актуальных направлений современной кристаллофизики. 

Несмотря на заманчивые перспективы практических приложений, магни-
тооптика магнитных сред развивалась недостаточно интенсивно. Это связано, 
главным образом, с низким уровнем технологии выращивания и синтеза маг-
нитных кристаллов. Качественных крупных монокристаллических образцов 
магнетиков, обладающих малым поглощением, пока еще недостаточно. С дру-
гой стороны, экспериментальные исследования сдерживаются недостаточной 
теоретической проработкой вопросов распространения света в гироанизотроп-
ных поглощающих магнитных средах. 

Начало работы автора над вопросами теории кристаллооптических явле-
ний в магнитоупорядоченных средах пришлось на первый этап развития совре-
менной магнитооптики. Здесь много было нерешенных вопросов. Например: - 
Как влияет магнитная структура на оптические свойства среды? - Какими поль-
зоваться материальными уравнениями связи? - Какие ограничения накладыва-
ют на тензоры оптических свойств фундаментальные принципы П. Кюри, Ф. 
Неймана, Л. Онзагера, закон сохранения энергии? 

Нелинейные оптические явления в магнитных кристаллах имеют свою 
специфику и изучены слабо. В магнетиках были обнаружены некоторые новые 
оптические эффекты, казалось бы, запрещенные принципом Онзагера. В связи с 
этим требовалось выяснить, какие в принципе новые магнитооптические явле-
ния и при каких условиях возможны в магнетиках.  

Здесь нужно отметить еще одно важное обстоятельство: большинство фи-
зических свойств анизотропных сред либо непосредственно характеризуются 
тензорами различных рангов, либо являются тензорными функциями. При ис-
пользовании координатного метода тензорные уравнения расписываются по 
компонентам. Тем самым тензорное уравнение, описывающее одно физическое 
свойство, искусственно расчленяется на несколько уравнений. Основной же не-
достаток координатного метода заключается в том, что получаемые соотноше-
ния не имеют инвариантного характера и при переходе к другой системе коор-
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динат приходится делать пересчет, Кроме того, координатный метод в случаях 
низко симметричных кристаллов часто приводит к громоздкости получаемых 
уравнений и соотношений. Все отмеченные трудности отсутствуют при исполь-
зовании инвариантных, т.е. бескоординатных или прямых тензорных методов, 
разработанных Федоровым и развиваемых его школой [16, 17, 92-98,]. Досто-
инством прямых тензорных методов является также то, что они делают воз-
можным дополнительное использование специфических математических мат-
ричных приемов, позволяющих сокращать и ускорять вычисления. Неуклонное 
использование бескоординатных методов позволило Федорову рассмотреть и 
последовательно развить теорию оптических свойств анизотропных сред [92], 
теорию упругих волн в кристаллах [93], теорию гиротропии [16], теорию груп-
пы Лоренца [94]. 

Целью настоящей работы является изложение последовательной об-
щей феноменологической теории кристаллооптических явлений в кри-
сталлах с упорядоченной магнитной структурой с учетом анизотропии, ги-
ротропии и поглощения. 

Краткое содержание книги следующее. 
В первой главе проведен критический анализ использования в кристалло-

физике магнетиков принципа симметрии кинетических коэффициентов. Пред-
ложена его уточненная формулировка применительно к линейным уравнениям 
связи. Обсуждаются взаимосвязи между различными формами материальных 
уравнений. Для диспергирующих линейных кристаллических сред сформули-
рованы законы сохранения энергии-импульса. 

Во второй главе исследуются поляризация и распространение собственных 
плоских монохроматических волн в магнитоупорядоченных кристаллах раз-
личной симметрии. Предложены эффективные итерационные методики для 
решения уравнений нормалей в различных линейных кристаллах. Предсказаны 
новые типы сингулярных оптических направлений. Произведена классифика-
ция кристаллов высших, средних и низших сингоний по числу и характеру син-
гулярных осей. 

В третьей главе с помощью операторного формализма тензоров показате-
лей преломления N и импедансов γ дано описание распространения света в ли-
нейных средах общего вида. Предложены обобщенные классификации основ-
ных оптических явлений в кристаллах. Исправлены ошибки Джонса и 
некоторых других авторов. Произведена параметризация матриц Джонса и 
Мюллера, установлена их структура и взаимосвязь для различных сред. Найде-
ны группы симметрии оптических свойств направлений. 

В четвертой главе обсуждается влияние двух- и многоподрешеточной маг-
нитной структуры на макроскопические свойства магнетиков. Вводятся две но-
вые симметрийные операции обмена подрешетками 1(-) и 1(*) и на этой основе 
устанавливается симметрия как самих кристаллов, так и симметрия и правила 
отбора для тензоров в них. 

Пятая глава посвящена изучению нелинейных оптических и фотомагнит-
ных явлений. Предложены частотно-перестановочные соотношения, описы-
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вающие симметрию тензоров нелинейных оптических восприимчивостей в 
диспергирующих поглощающих магнетиках. На основе подхода магнитной 
симметрии обсуждаются возможности наблюдения и изучения магнитооптиче-
ских явлений магнитогирации и четного эффекта Фарадея, не имеющих анало-
гов в оптике немагнитных сред. Предсказаны также два новых фотомагнитных 
явления намагничивания антиферромагнитных либо нецентросимметричных 
кристаллов линейно поляризованным светом и даны их численные оценки. 
Анализируются магнитооптические свойства антиферромагнитного Сa-Mn-Ge 
граната. Обсуждается влияние магнитного поля и магнитного и электрического 
упорядочения на генерацию второй гармоники. Исследуется влияние магнито-
электрической связи на нелинейные оптические взаимодействия  в сегнетомаг-
нитных борацитах. 

В шестой главе решен ряд граничных задач. На этой основе предложены 
методы измерения оптических параметров различных сред. 

В заключении сформулированы основные результаты и выводы работы. 
После библиографического списка в приложениях А и Б для справочных 

целей приводятся формы матриц псевдотензоров четвертого ранга для различ-
ных групп симметрии. 

Содержание книги является результатом 30-летней работы и отражает 
личный вклад автора в теорию кристаллооптических явлений в магнитоупоря-
доченных средах.  

Основные результаты работы докладывались на Международных и Рес-
публиканских конференциях и семинарах, вошли в содержание научных отче-
тов по г/б и х/д темам. Многие результаты вошли в содержание спецкурсов и 
курсов, читавшихся на физическом факультете УО «Гомельский государствен-
ный университет имени Франциска Скорины», а также использовались студен-
тами при выполнении ими курсовых и дипломных работ. Всем соавторам ра-
бот, а также участникам научных конференций и семинаров, чьи внимание, 
плодотворные обсуждения и доброжелательная критика во многом способство-
вали творческим достижениям, автор выражает глубокую благодарность. 
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1  ПРИНЦИП СИММЕТРИИ КИНЕТИЧЕСКИХ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ В КРИСТАЛЛОФИЗИКЕ СРЕД 
С МАГНИТНОЙ СТРУКТУРОЙ 

1.1 О применении принципа симметрии кинетических  
коэффициентов к макроскопическим явлениям  
в магнитных кристаллах 

Принципы симметрии имеют фундаментальное значение в макроскопиче-
ской кристаллофизике сплошных сред. Один из них, принцип симметрии кине-
тических коэффициентов или соотношения взаимности  

jiij LL =                                                (1.1.1) 

был сформулирован Онзагером в 1931 году [99, 100] для необратимых процес-
сов как следствие инвариантности микроскопических уравнений движения час-
тиц системы относительно операции инверсии времени (t→-t), обозначаемой 
далее 1'. 

В случае действия внешнего магнитного поля Н соотношения взаимности 
можно записать, согласно Г. Б. Казимиру, в более общем виде [101, 8] (принцип 
Онзагера-Казимира) 

)()( HЗ −= jiij LL ,                                         (1.1.2) 

где Lij – матрица кинетических коэффициентов, линейно связывающая силы Xj и 
потоки Ji:  J i=L i jX j. Плюс (минус) соответствует случаям, когда потоки и силы 
обладают одинаковой (противоположной) четностью по отношению к инверсии 
времени 1'. 

Одно время возникла широкая дискуссия о понимании и применении фун-
даментальных симметрийных положений макрофизики принципов Онзагера и 
Неймана, нашедшая отражение в литературе [102-112]. Поэтому мы проведем 
краткий критический анализ итогов этой дискуссии. Затем будет дана уточнен-
ная формулировка принципа Онзагера с учетом магнитной структуры и внеш-
них воздействий. 

В 1956 году Б. А. Тавгер и В. М.Зайцев вывели точечные группы магнит-
ной симметрии [113], используя дополнительную симметрийную операцию об-
ращения магнитного момента 1. Оказалось, однако, что полученные группы 
магнитной симметрии изоморфны шубниковским группам антисимметрии [26]. 
Это и неудивительно, поскольку операцию антиотождествления 1̃  А. В. Шуб-
никова [26] можно трактовать как операцию изменения всех магнитных момен-
тов системы на противоположные.  

Так как операция инверсии времени 1' также изменяет знаки всех магнит-
ных моментов на противоположные, то в последующих работах по магнитной 
симметрии ряд авторов стали отождествлять операции 1 и 1'. 
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1. Сиротиным (см. [28]) и независимо и одновременно Р. Р. Бирссом [37] в 
1962 году были заложены феноменологические основы магнитной кристалло-
физики. При этом, однако, сразу же возникли трудности и противоречия, свя-
занные с пониманием и применением принципов Онзагера и Неймана, Принцип 
Неймана (1885 г.) [28], согласно которому группа симметрии любого макроско-
пического свойства кристалла должна включать его точечную группу симмет-
рии (Gсв ⊇ Gкр), является фундаментальным постулатом кристаллофизики и на-
кладывает, в частности, ограничения на компоненты тензоров физических 
свойств кристаллов. 

2. Бирсс [37] при описании кинетических статических явлений (процессы 
переноса тепла, тока и др.) пришел к непреодолимой трудности с применением 
принципа Неймана к немагнитным средам. Пусть в проводящем кристалле под 
действием приложенного электрического поля Е течет ток  j=σЕ. Под действи-
ем операции 1' ток j, и, следовательно, и тензор проводимости σ меняют знак, 
т.е. 1'σ=–σ. С другой стороны, если кристалл немагнитен, то 1' является опера-
цией симметрии и, согласно принципу Неймана, ..' σσ =1  Отсюда j=σ=0, что 
явно противоречит опыту. Этот парадокс с проводимостью Бирссу не удалось 
разрешить, поэтому он утверждал [37], что принцип Неймана неприменим к 
магнитным средам. Бирсс предложил [37] рецепт А, согласно которому для оп-
ределения вида тензоров следует игнорировать комбинированные (содержащие 
1') операции, а соотношения взаимности применять в обычной форме (1.1.1). 
Заметим, однако, что рецепт Бирсса А лишь частично использует информацию 
о симметрии кристалла и противоречит, например, существованию аномально-
го эффекта Е. Холла. 

3. Следующий большой шаг в развитии макроскопической магнитной кри-
сталлофизики сделал В. Г.Клейнер [114, 115]. Для матрицы кинетических ко-
эффициентов, характеризующих термогальваномагнитные явления в магнит-
ных кристаллах, Клейнер получил законы преобразования (свойства 
симметрии) кристалла во внешнем магнитном поле Н (рецепт В). Дальнейшие 
многочисленные дискуссии и экспериментальные исследования показали, что 
рецепт В [114, 115] Клейнера верен. Однако трактовка Клейнера собственных 
формально правильных результатов является неудовлетворительной. Во-
первых, как будет нами выяснено далее, ошибочным является вывод Клейнера 
о том, что соотношения взаимности Онзагера в общем случае неприменимы к 
магнетикам. Во-вторых, автор [114] не случайно обходит молчанием принцип 
Неймана из-за отмеченного выше парадокса с проводимостью σ. Фактически 
Клейнер в своем рецепте В для прозрачных сред неявно использует принцип 
Онзагера одновременно с принципом Неймана. 

4. П. В. Пантулу и др. [102, 103] исследуют ограничения пространственно-
временной симметрии на матрицу кинетических коэффициентов явлений пере-
носа, используя фактически рецепт В Клейнера, но в более простой форме. Они 
справедливо полагают, что принцип Неймана имеет аксиоматическую природу 
и не должен нарушаться в парадоксе с проводимостью. Вместе с тем их пози-
ция является внутренне противоречивой. Сначала авторы [102, 103] в теорети-
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ческом плане обосновывают первую часть рецепта А Бирсса, однако при кон-
кретных расчетах используют подход, эквивалентный рецепту В Клейнера. 

5. В своей работе [104] А. П. Крэкнелл подверг критике рецепты А и В 
.Анализируя парадокс с проводимостью, Крэкнелл при нахождении законов 
преобразования тензора σ шубниковскими операциями симметрии приходит к 
собственному рецепту С. С критическими высказываниями автора [104] , в це-
лом, можно согласиться, Тем не менее, предложенный им рецепт С является 
ошибочным, ибо приводит к исчезновению эффекта Холла для некоторых на-
правлений, что противоречит эксперименту. 

6. Для (6×6)-матрицы кинетических коэффициентов, описывающей нерав-
новесные поляризационные процессы в антиферромагнетиках, Г. Радо [105] 
предложил следующие соотношения взаимности: 

)(')( ωεεω jijiij LL = .                                  (1.1.3) 

Достоинство подхода Радо заключается в том, что он, рассматривая процессы 
поляризации вещества в переменном электромагнитном поле, отделил ограни-
чения, вытекающие из временной симметрии на матрицу Lij (принцип Онзаге-
ра), от ограничений, накладываемых пространственными преобразованиями 
симметрии (принцип Неймана). 

Однако соотношения взаимности Радо (1.1.3) справедливы только для про-
зрачных магнитных сред, поскольку автор [105] считает, что 1' эквивалентна 
операции 1. Кроме того, в уравнениях связи он не учитывает возможностей су-
ществования естественной и магнитной гиротропии. 

7. В своей монографии [28] Сиротин и Шаскольская, придерживаясь идео-
логии Клейнера [114, 115], Пантулу и др. [102, 103], изложили в более система-
тизированной и несколько упрощенной форме трактовку и методику нахожде-
ния формы матрицы Lij для явлений переноса в магнитных кристаллах. 

Хотя эта методика аналогична рецепту В Клейнера и поэтому является вер-
ной, тем не менее, все возражения, высказанные выше относительно непра-
вильной ее интерпретации, остаются в силе. Так, авторы [28] полагают, что 
принцип Онзагера в магнетиках выполняется не всегда и обходят молчанием 
парадокс с проводимостью, хотя последний у них фигурирует неявно. 

8. А. Поургази и др. [106, 107] подвергли критике рецепты А, В, С. Причину 
возникновения парадокса с проводимостью σ они справедливо видят в непра-
вомерном отождествлении операций 1 и 1'. Вместо фактической магнитной 
группы Gм авторы [106, 107] рекомендуют выбирать некоторую условную не-
магнитную группу Gнм кристалла, находящегося во внешнем магнитном поле Н 
так, чтобы общая симметрия не изменилась. Однако пользоваться новым ре-
цептом D [106, 107] невозможно, ибо неизвестно, как быть, например, в случае 
антиферромагнетиков. Показательно, что авторы [106, 107] не приводят ни од-
ного примера, иллюстрирующего предлагаемый ими рецепт D в действии. 

9. В [108] Д. Л. Портигал вводит некий внутренний скалярный параметр 
магнитного упорядочения s, меняющий знак при обращении всей спиновой 
структуры магнетика. Затем, разлагая тензор ε по ω, k, E0, H0, s, автор [108] об-
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суждает возможные магнитооптические явления. Однако рецепт Портигала 
[108] является внутренне противоречивым и им невозможно пользоваться. Дей-
ствительно, в [108] операции 1 и 1' то считаются различными, то отождествля-
ются. Аналогично, в [108] векторы k и H0 то считаются i-векторами, то с-
векторами. 

10. Бирсc и др. в [109] продолжили дискуссию о соотношениях взаимности 
и фактически признали ошибочность своего прежнего рецепта А [47]. Критикуя 
далее рецепты В, C и D, авторы [109] предлагают новый рецепт Р5. Хотя авто-
ры [109] и критикуют рецепт D, их новый рецепт Р5 представляет, по нашему 
мнению, определенное развитие именно рецепта D. Однако подход Р5, как и D, 
применим только к простейшим магнитным структурам – ферромагнетикам. 

11. Еще в 1963 году [38] Е. А. Туров и В. Г. Шавров предложили аналогич-
ный, но более общий чем D и Р5, рецепт расчета ограничений пространственно-
временной симметрии на тензорные кинетические коэффициенты явлений пе-
реноса для двухподрешеточных магнетиков. Например, принцип Онзагера для 
тензора проводимости σ приводит по [38] к соотношениям  

),,(),,( LMHLMH −−−= kiik σσ ,                            (1.1.4) 

где Н – внешнее магнитное поле, M и L – ферро- и антиферромагнитные векто-
ры магнитной структуры. 

Рецепт работы [38] является верным. Вместе с тем он сформулирован 
только для одно- и двухподрешеточных магнетиков, т.е. имеет ограниченную 
область применимости. Кроме того, в [38] при феноменологическом описании 
макроскопических свойств кристалла рекомендуется использовать пространст-
венную-, а не точечную (как обычно) группу симметрии, что менее удобно и не 
всегда целесообразно. 

12. Через два года после предложения рецепта Р5 Бирсс совместно с Г. Д. 
Бутсэлом снова вернулся [110] к соотношениям взаимности в магнитной кри-
сталлофизике и предложил их новую (третью по счету!) формулировку. Хотя 
ранее в [109] и даже в [110] Бирсс и критикует рецепт В Клейнера [114], тем не 
менее, фактически авторы [110] снова пришли к математическим формулиров-
кам Клейнера, хотя и по-другому интерпретируемым. 

13. Потом появились статьи С. Малиновского [111, 112], посвященные 
применению принципа Онзагера к явлениям переноса в магнетиках. Автор под-
вергает критике рецепт В Клейнера [114, 115] и рецепт С Крэкнелла [104]. Вы-
ше мы уже показали, что рецепт С неверен и поэтому не будем на нем останав-
ливаться. Что же касается рецепта В, то Малиновский просто исказил его и 
приписывает Клейнеру ошибочный алгоритм. В действительности же, как мож-
но проверить, рецепт В Клейнера формально верен, а предлагаемый автором 
[111] рецепт эквивалентен частным случаям рецепта В, хотя и представлен в 
иной форме. 

Таким образом, проведенный нами здесь краткий критический анализ лите-
ратуры показал, что было предложено более десятка различных рецептов по-
нимания и использования принципов Онзагера и Неймана к макроскопическим 
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явлениям в магнитных кристаллах. Несмотря на такое разнообразие, ни один из 
них нельзя признать полностью удовлетворительным во всех отношениях (бо-
лее подробный анализ использования принципа Онзагера в магнитной кристал-
лооптике см. в [116]). 

1.2 Принцип Онзагера-Казимира для магнитоупорядоченных 
кристаллов и линейные материальные уравнения                      
электродинамики 

Как показано в предыдущем критическом обзоре, одно время в литературе 
сложилась парадоксальная ситуация с принципом симметрии кинетических ко-
эффициентов, высказывались самые разнообразные точки зрения по этому во-
просу. Поэтому на примере линейных уравнений электродинамики мы кратко 
обсудим и представим уточненную формулировку принципа Онзагера-
Казимира. 

При описании оптических свойств прозрачных магнитных сред авторы 
[117] исходили из линейных материальных уравнений 
                                        ,,i HBEkED =+= )(γε                                  (1.2.1) 
связывающих комплексные Фурье-компоненты векторов для плоских монохро-
матических световых волн. Они показали, что поскольку физическое электри-
ческое поле инвариантно относительно операции времени 1', то [117] 
                                             *'*,' DDEE == 11                                     (1.2.2) 
и, следовательно, отсюда 
                                               .*'1,'1 γγεε == +                                      (1.2.3) 

Для прозрачных сред из закона сохранения энергии вытекает также, что 
[117, 118] 
                                                ., ++ −== γγεε              .                          (1.2.4) 
С. Багавантам, используя материальные уравнения (1.2.1), распространил под-
ход Клейнера [114, 115] на описание оптических свойств магнетиков и показал, 
что тензоры ε и γ в (1.2.1) преобразуются следующим образом [119]: 
                               nmplpknimiklnmknimik RRRRR γγεε m== ,                        (1.2.5) 
причем (±) соответствует операциям  'R или R'. Здесь R – матрица чистого 
вращения, 1  и 1' – операции пространственной и временной инверсии соответ-
ственно [119]. Соотношения (1.2.5) Багавантам трактует как обобщенные соот-
ношения взаимности Онзагера. 

Ограничения принципа Онзагера на тензор ε в магнетиках в рамках подхо-
дов Клейнера [114, 115] и Багавантама [119] изложены также в монографиях 
[28, 50]. 

По поводу результатов работы [119] можно высказать следующие замеча-
ния. Во-первых, формулы (1.2.5) справедливы только для прозрачных магнит-
ных сред. Не случайно автор [119] полностью обходит молчанием вопрос о 
возможности диссипации энергии. Кроме того, как и у Клейнера [114, 115], со-
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отношения (1.2.5) практически представляют собой одновременное применение 
принципов Онзагера и Неймана, По-видимому, этими недостатками статьи 
[119] можно объяснить тот факт, что никто из участников рассмотренной выше 
дискуссии о применении принципа симметрии кинетических коэффициентов к 
магнетикам на работу [119] не ссылается. Рассмотрим поэтому этот вопрос де-
тальнее. 

В недиссипативных средах, как следует из (1.2.4), 
                                    ,s

ijk
a
ijkjk

a
ij

s
ijij

iii γγγεεε +=,+=                              (1.2.6) 

где надстрочный индекс (a)s означает (анти)симметрию тензоров по переста-
новке индексов i и j. В поглощающей же среде симметричные и антисиммет-
ричные части тензоров ε и γ становятся, вообще говоря, комплексными. 

С другой стороны, в обзоре [54] кристаллооптики сред с магнитной струк-
турой авторы считают, что комплексные неэрмитовы тензоры ε и γ обладают 
следующей временной симметрией: 
                                             γγεε ~',~' −== 11 .                                      (1.2.7) 
Эта точка зрения поддерживается также в монографии [18] . 

По Бирссу [37], тензоры статических физических свойств по отношению 
их к операции 1' можно разделить на i- и с-тензоры. с-величины меняют свой 
знак при инверсии времени, а i-тензоры – инвариантны. Распространяя эту тер-
минологию на тензоры высокочастотных свойств, авторы [54] называют ε s  и 
γ a  – i-тензорами, а ε a  и γ s  – с-тензорами. 

Однако соотношения (1.2.7) и (1.2.3) эквивалентны, как мы видим, только 
для прозрачных сред, а при наличии диссипации энергии несовместимы. Кон-
кретнее, для эрмитовой ε h  и антиэрмитовой  γ a h частей матриц ε и γ равенства 
(1.2.3) и (1.2.7) эквивалентны, для ε a h  и γ h  дают противоположные выводы. В 
чем же дело? 

Обе симметрийные операции – 1' и 1 - одинаково обращают знаки магнит-
ных моментов кристалла на противоположные. В связи с этим обстоятельством 
авторы большинства работ по магнитной симметрии стали постепенно отожде-
ствлять различные операции 1' и 1. Такое неправомерное отождествление и 
явилось, по нашему мнению, первопричиной основных трудностей в трактовке 
и применении симметричных принципов физики магнитных кристаллов: прин-
ципа Онзагера и принципа Неймана. Хотя операция 1' и изменяет знаки всех 
магнитных моментов и магнитных полей на противоположные, действия ее все 
же значительно шире, чем у 1. Операция 1' фактически изменяет также направ-
ления протекания (или знаки) всех динамических явлений, зависящих от вре-
мени нечетным образом. Обращение времени затрагивает гораздо больше 
свойств, чем более ограниченная операция 1. Отсюда следует, что использова-
ние операции 1' вместо 1 не всегда корректно. 

Противоречие между (1.2.3) и (1.2.7) можно объяснить и устранить, если 
предположить, что в (1.2.7) фактически должна идти речь об операции обраще-
ния магнитной структуры 1, а не об операции инверсии времени 1'. 



 18 

Вместо (1.2.7) правильными будем считать соотношения симметрии  
γγεε −=,= 11 ~ , т.е. [120] 

                            .                  γγεε ~,~ −== .                                           (1.2.8) 
Здесь и далее подчеркивание означает обращение во времени внутренней и/или 
внешней магнитной структуры кристалла. 

Так как операция 1, согласно (1.2.8), одинаково действует на действитель-
ные и мнимые части тензоров, то легко разрешается также обсуждаемый ранее 
парадокс с проводимостью. Действительно, согласно (1.2.3), (1.2.8), имеем 
                                          ,, ++ =−= εεγγ '1 '1                                        (1.2.9) 
где новая комбинированная операция симметрии 1' =11' = 1'1. С другой сторо-
ны, в прозрачных кристаллах, в соответствии с (1.2.5), 
                                             γγεε =,= '1'1 ,                                         (1.2.10) 
т.е. в прозрачных магнетиках операция 1' является операцией симметрии и 
принцип Неймана выполняется. Аналогично, в поглощающих немагнитных 
кристаллах операцией симметрии является 1 (но не 1'!), поэтому тогда 

as ~~ γγγεεε =−=,== . Прозрачные немагнитные среды обладают следующими 
операциями симметрии; 1', 1, 1'  и поэтому тогда ,s ∗== εεε  ∗−== γγγ a   в 
полном соответствии с принципом Неймана. 
Таким образом, операции инверсии времени 1' и обращения магнитной струк-
туры 1 являются различными операциями, действия которых определяются вы-
ражениями (1.2.3), (1.2.2), (1.2.8). Отождествление 1' и 1 законно только для не-
диссипативных сред. Поэтому более точно симметрию магнитных кристаллов 
можно характеризовать не шубниковскими, а группами кратной [42] антисим-
метрии, различая операции 1' и 1. Заметим, однако, что вводить группы кратной 
антисимметрии необязательно. Достаточно пользоваться в шубниковских груп-
пах одной операцией 1 (вместо 1'), дополнительно применяя закон сохранения 
энергии для бездиссипативных систем. 

В отличие от действительных статических величин комплексные тензоры 
материальных констант и физических полей зависят от частоты  и поэтому не 
имеют определенной четности относительно операций 1' и 1. Поэтому понятия 
i- и с-тензоров, введенные Бирссом [37] для статических свойств, для высоко-
частотных оптических явлений нужно обобщить. Будем считать, что с-тензоры 
(в отличие от i-тензоров) меняют свой знак при 1 (а не при 1' !). В соответствии 
с этой уточненной терминологией ε s  и γ a  – i-тензоры, а ε a  и γ s  – с-тензоры, 
как при наличии, так и при отсутствии диссипации энергии, Действительно, из-
вестно [119] , что ε a  и γ s  могут быть отличными от нуля только в магнитоупо-
рядоченных кристаллах или в немагнитных средах во внешнем магнитном по-
ле. 

Соотношения (1.2.8) будем трактовать также как применение принципа 
Онзагера к уравнениям (1.2.1). Это соответствует подстрочным замечаниям, 
включенным во второе издание монографии Ландау и Лифшица ([8], с. 493) о 
том, что правая часть (1.2.8) "должна быть взята при измененном знаке поля 
или для обращенной во времени структуры...", "если тело находится во внеш-
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нем магнитном поле или обладает магнитной структурой" (см. также [120, 96, 
50, 12, 24]). 

Возвратимся к работе Багавантама [119]. Теперь становится ясным, что в 
выражениях (1.2.5) нужно использовать операции симметрии инверсии магнит-
ной структуры 1, а не инверсии 1'. 

Сейчас вместо (1.1.2) можно записать уточненную формулировку принци-
па Онзагера-Казимира для матрицы Lij кинетических коэффициентов в виде 
[120] 

LL ~±= .                                             (1.2.11) 

Отличие выражения (1.2.11) от соответствующих ему выражений в [8] (§96) в 
том, что справа матрица Lij берется для обращенной во времени не самой сис-
темы, а только ее магнитной структуры (внутренней и/или внешней). 

Кристаллооптические свойства различных линейных сред часто описыва-
ются более общими, чем (1.2.1) линейными уравнениями связи вида [16, 121] 

HEBHED µβαε +=+= , ,                             (1.2.12) 

для Фурье-компонент плоских гармонических волн вида 
t)i(e)t,( ω−= krErE ,                                        (1.2.13) 

где векторы полей и материальные тензоры зависят от ω и k, например, 
ε=ε(ω,k), E=E(ω,k). 
Найдем ограничения, накладываемые на тензоры ε, α, β, μ принципом Онзагера-
Казимира. Будем следовать подходу [8], который был применен для уравнений 
вида (1.2.1), а затем распространен в [122, 123] на оптически активные среды 
без магнитной структуры. Мы же будем учитывать также возможность магнит-
ного упорядочения кристаллов. Запишем (1.2.12) в матричной блочной форме 
[122, 123] 

BABA FKX = ,                                         (1.2.14) 

где А,B=1,2,...  ,6,  а блочная (6×6)-матрица 
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связывает 6-мерные векторы-столбцы 
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F,X .                                        (1.2.16) 

Скорость изменения плотности энергии электромагнитных волн равна [8] 

AAXFw4 &&&& =+= )( BHDEπ ,                                 (1.2.17) 
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поэтому в соответствии с формализмом [8] (см. также [96, 122, 123]) матрица 
КАВ в (1.2.4) является матрицей кинетических коэффициентов и должна удовле-
творять принципу Онзагера-Казимира (1.2.11), т.е. [120] 

βαµµεε ~,~,~ −=== .                                  (1.2.18) 

Например, в более подробной записи, 

),...,(),....,( 22 ijij l,l,m,e,h,kl,l,m,e,h,k 11 −−−−−−= ωβωα      (1.2.19) 

и аналогично для тензоров ε и μ, Здесь ω – циклическая частота, k – волновой 
вектор волн, e и h - векторы внешних электрического и магнитного полей соот-
ветственно, m – вектор ферро-, а l1, l2, … – различные векторы антиферромагне-
тизма. 
Соотношения (1.2.18), (1.2.19) представляют собой уточненные формулировки 
ограничений, налагаемых принципом Онзагера-Казимира на материальные тен-
зоры линейных уравнений связи (1.2.12) для анизотропных поглощающих сред 
с упорядоченной многоподрешеточной магнитной структурой при учете час-
тотной и пространственной дисперсии. Для тензора ε  они были приведены в 
[39], для оптически активных немагнитных сред ограничения на ε, μ, α, β полу-
чены в [122, 123].  
Общее феноменологическое рассмотрение оптических и акустических свойств 
кристаллов на основе использования принципа Онзагера-Казимира проведено в 
[96] Сердюковым, где для тензоров ε, μ, α, β получены ограничения типа 
(1.2.19). С целью учета возможной ферро- или антиферромагнитной структуры 
в [96] вводится один вектор упорядочения. Здесь введены несколько векторов 
магнитного упорядочения (m, l1, l2,…) и тем самым результаты [96] относитель-
но свойств временной симметрии оптических тензоров обобщены на многопод-
решеточные магнетики. 
Линейные уравнения (1.2.12) можно разрешить также относительно других пар 
векторов поля. Часто, как выяснится позже, целесообразно выразить векторы Е 
и B через D и H: 

ΦΨ 1L= .                                                (1.2.20) 
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где вводятся переобозначения 

αεαβεβαβεµµεε 1
1

1
1

1
11

−−− −=,=,−=,= .             (1.2.22) 

Отсюда следует связь между новыми (ε1, μ1, α1, β1) и первоначальными (ε, μ, α, 
β)  тензорами:    11111111 αεαεββαεβµµεε −=,=,−=,= . 

Теперь принцип симметрии кинетических коэффициентов, согласно 
(1.2.18), принимает форму 



 21 

111111

~,~,~,L~L βαµµεε ==== 1   т.е. .                      (1.2.23) 

В литературе используются самые разнообразные линейные материальные 
уравнения связи [16-18, 117-119, 124-135, 97, 98]. Так, в некоторых случаях 
удобнее вместо уравнений (1.2.20) пользоваться им обратными [136-138, 126] 

ШЦ -1
1L=                                              (1.2.24) 

и, аналогично, вместо (1.2.14) применять обратные линейные соотношения 
[126, 139-142] 

XKF -1= .                                           (1.2.25) 

Все 4 типа линейных уравнений связи (1.2.20), (1.2.24), (1.2.14), (1.2.25) эк-
вивалентны. Преимущества уравнений (1.2.14), чаще всего применяющихся 
среди названных, в частности, в том, что, как далее увидим, законы сохранения 
для них можно записать в компактной блочной форме. С другой стороны, 
именно пары векторов (B, E) и (D, H) образуют 4-тензоры электромагнитного 
поля, поэтому выбор уравнений в виде (1.2.20) имеет релятивистское обоснова-
ние. Хотя из физических соображений предпочтительнее (1.2.24), при расчетах 
часто целесообразнее пользоваться соотношениями (1.2.20), так как оптические 
свойства удобнее характеризовать тензором ε - 1 , а не прямым ε. Наряду с этими 
уравнениями связи также пользуются и другими, например, уравнениями типа 
(1.2.1). 

Система макроскопических уравнений Дж. Максвелла является незамкну-
той и поэтому дополняется материальными уравнениями связи. Существует 
значительный произвол в выборе различных уравнений связи. Для описания 
кристаллов с естественной оптической активностью используются разные под-
ходы [16-21, 118, 130]. Так, оптическая активность часто рассматривается как 
один из эффектов пространственной дисперсии [130, 131, 8, 19, 20, 117-119]. 
При этом используются уравнения вида(1.2.1), в которых естественная оптиче-
ская активность характеризуется антисимметричной частью коэффициента γinm 
разложения ε (ω, k) по вектору  k. 

В другой концепции оптической активности [126, 132, 133], которая разви-
вается и часто применяется в последнее время, пользуются локальными мате-
риальными уравнениями типа (1.2.12), где, как будет показано далее, немагнит-
ные части тензоров α и β характеризуют естественную гиротропию. 
Фундаментальный вклад в теорию гиротропии внес Федоров [16]. Отметим 
также работы Федорова, Бокутя и Сердюкова [95, 122, 123, 17], Гречушникова 
и Константиновой [21]. Этот подход применялся и другими исследователями 
[118, 117, 121, 140, 135, 138, 124, 97, 17]. Предлагались и иные варианты описа-
ния естественной активности [16-19]. 

Детальное исследование вопроса о взаимосвязи между различными фор-
мами материальных уравнений, их связью с граничными условиями и законом 
сохранения энергии для оптически активных кристаллов было проведено Федо-
ровым, Бокутем и Сердюковым [16, 95]. Общий вывод заключается в том, что 
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различные уравнения, описывающие оптическую гиротропию, эквивалентны до 
членов первого порядка по активности, т.е. отличия проявляются лишь во вто-
ром порядке по гиротропии. 

Оптические свойства магнитных кристаллов часто характеризуют уравне-
ниями [9, 57, 127] 

HBED µ=ε= , ,                                    (1.2.26) 

или даже [8, 19, 20, 53, 54] уравнениями 

HBED =ε= , ,                                       (1.2.27) 

причем магнитная гиротропия определяется антисимметричными частями тен-
зоров ε (либо  ε и μ). 

Вопрос о правомерности и необходимости введения отличной от нуля маг-
нитной проницаемости μ на оптических частотах является дискуссионным [118, 
16, 11, 57, 127, 128, 143]. Не касаясь подробно этого вопроса, отметим только, 
что разложение индуцированного тока <j> на ток проводимости j п р , поляриза-
ционный t/∂∂P  и соленоидальный   c·rot M  токи является неоднозначным. От-
сюда следует, что векторы D и Н, а вместе с ними тензоры магнитной μ  и ди-
электрической ε проницаемостей, другие оптические тензоры определяются 
также неоднозначно [118, 16, 95, 127, 128]. 

В литературе высказывается ряд аргументов в пользу сохранения μ≠1  для 
магнетиков на оптических частотах. Так, было показано, что во многих магни-
тооптических кристаллах в инфракрасной области спектра существует частотно 
независимый эффект Фарадея [9]. Автор [9] интерпретирует этот эффект как 
вращение, определяемое недиагональными компонентами тензора μ на ИК-
частотах и являющееся следствием ферромагнитного и обменного резонансов. 
Затем в [143] удалось непосредственно измерить компоненты тензоров ε и μ для 
пленки феррита-граната сложного состава. 

Конечно, эти эксперименты можно также объяснить в рамках одного тен-
зора ε(ω,k), не прибегая к введению μ≠1 . Однако это внесло бы неоправданные 
усложнения в теорию наблюдаемых в [9, 143] явлений, в частности, привело бы 
к необходимости изменения стандартных граничных условий. 

Таким образом, в электродинамике кристаллов существует довольно ши-
рокий произвол в выборе уравнений связи. Мы, в зависимости от свойств кри-
сталла и характера задачи, также будем пользоваться различными материаль-
ными уравнениями, выбирая их так, чтобы оставались неизменными 
стандартные граничные условия. 

Итак, проведенный анализ показал, что следует отличать по симметрии 
операцию инверсии времени 1' от операции обращения магнитной структуры 1. 
Был разрешен парадокс с проводимостью σ и предложена [120] уточненная 
формулировка (1.2.11) принципа симметрии кинетических коэффект Фарадея-
фициентов. Установлены [120] ограничения (1.2.18) на материальные тензоры 
ε, μ, α, β линейных уравнений общего вида (1.2.12). В обзорном плане обсужде-
ны различные варианты линейных уравнений связи и их взаимосвязь. 
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1.3 Законы сохранения в кристаллооптике линейных 
диспергирующих сред 

Если в определенной области частот (области прозрачности) диссипацией 
энергии электромагнитного поля можно пренебречь, то тогда можно сформу-
лировать ряд законов сохранения. Будем исходить из материальных уравнений 
(1.2.14) – (1.2.16). 

Начнем с закона сохранения энергии. Усредненное по периоду значение 
скорости изменения плотности энергии электромагнитного поля <θ> =<ẃ>  
(1.2.17) при отсутствии поглощения должно обратиться в нуль. Учитывая 
(1.2.14), получаем, что в прозрачных средах K=K+ или, в более подробной за-
писи  

+++ === µµβαεε ,, .                                         (1.3.1) 

Впервые соотношения вида (1.3.1) для линейных прозрачных сред были полу-
чены, по-видимому, еще Ле Корром [139] и Е. Постом [144] . 

Для бездиссипативных сред можно определить также плотность энергии 
электромагнитного поля. Разлагая квазимонохроматическое поле t-i

0(t)eFF(t) ω=  
в ряд Ж. Фурье, учитывая медленность изменения его во времени и производя 
обратное суммирование аналогично [123, 8] получаем 
                              t-ie/KFщF-iX 0

ωωω ))(( ∂∂+= && .                            (1.3.2) 
Подставляя это выражение в (1.2.17), находим следующее выражение для 

плотности энергии электромагнитного поля квазимонохроматических квазип-
лоских волн в прозрачных линейных средах с пространственной и частотной 
дисперсией [124] 

)/()))/(((* πωω 16FKFw ∂∂= ,                               (1.3.3) 

которое, учитывая (1.2.15), (1.2.16), можно представить в виде [420] 

)()])(*(2)(*)(*[ π
ω

αω
ω
µω

ω
ωε 16/Rew HEHHEE

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

= .   (1.3.4) 

Для сред без магнитной структуры ∗−=,==,== ααµµµεεε *~*~ , тогда 
(1.3.4) соответствует выражению для w в [123], а при α = 0  - в [8]. Для кристал-
лов с эрмитовыми тензорами ε и μ - см. [125, 8]. 

Уравнения Максвелла для плоских монохроматических волн типа (1.2.13) 
имеют вид [92] 

][][ EkBHkD c,c =−= ωω ,                             (1.3.5) 

откуда, учитывая (1.2.15) и (1.2.16) 

F*KFck ω=+ ])[]([ H*EH*E .                         (1.3.6) 

Дифференцируя далее (1.3.6) по k, получаем выражение для плотности по-
тока энергии S 
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uS w= ,                                            (1.3.7) 

где ku ∂∂= /ω  - групповая скорость, w - средняя плотность энергии поля, оп-
ределяемая формулой (1.3.4), а вектор Дж. Пойнтинга [145] 
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ω ,                           (1.3.8) 

причем 
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Найденные соотношения (1.3.8), (1.3.9) представляют собой выражения для 
плотности потока энергии в линейных средах с пространственной и временной 
дисперсией. При α= 0  они соответствуют результатам [146]; полагая еще до-
полнительно μ=1, приходим к соотношениям [147, 19]. 

Для квазимонохроматических квазиплоских волн нетрудно, используя, на-
пример, методику [148, 8] , получить уравнение 

0t/wdiv =∂∂+S ,                                           (1.3.10) 

которое можно трактовать как закон сохранения энергии электромагнитного 
поля в дифференциальной форме. Здесь w и S определяются формулами (1.3.4), 
(1.3.8). 

Умножая (1.3.7) слева диадно на k/w, получаем, что усредненный по пе-
риоду тензор напряжений Максвелла (тензор плотности среднего потока им-
пульса электромагнитного поля) равен 

ωω /,/ kgugsk wT =⋅=⋅= ,                                (1.3.11) 

где g – среднее значение вектора суммарной плотности поля и вещества в про-
зрачных линейных диспергирующих средах. 

После некоторых преобразований формул (1.3.11), полагая k=k* и учиты-
вая уравнения Максвелла (1.3.5), находим явные выражения [145] 
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для тензора натяжений T Максвелла (в форме Г. Минковского) и плотности им-
пульса g. 

Формулы для Т и g для сред, описываемых двумя эрмитовыми тензорами  ε 
и μ, были изложены (в четырехмерной форме) в [125, 149], соотношения 
(1.3.12), (1.3.13) являются обобщением этих результатов на линейные среды 
общего вида. 

Введем четырехмерный тензор энергии-импульса Минковского для сред с 
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пространственной и временной дисперсией в форме [125] 
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где 4-векторы групповой скорости um  плотности импульса g m  равны 
22m22m /cu-1/w/cg/cu-1c)/(u ),(,, gu == ,             (1.3.15) 

причем u m u m = –c 2 . Здесь используется псевдоэвклидова метрика и различают-
ся ко-, контвариантные- и смешанные компоненты тензоров. Греческие индек-
сы принимают значения (1,2,3), а латинские – (1,2,3,4) [125]. Заметим, что элек-
тромагнитный тензор энергии-импульса  Tm n  является несимметричным, 
потому что описывает систему (среда + электромагнитное поле). 

Аналогично закону сохранения энергии (1.3.10) может быть получен закон 
сохранения момента поля 

0t/gч/T мнмн =∂∂+∂∂ ,                                      (1.3.16) 

где 3-тензоры Тμν и g μ  определяются формулами (1.3.12) и (1.3.13). Объединяя 
(1.3.10) и (1.3.16), получаем закон сохранения тензора энергии-импульса систе-
мы (вещество + поле) в 4-форме [125, 149] 

ct),(ч0,ч/T mnmn r==∂∂ .                                  (1.3.17) 

Представим линейные уравнения связи (1.2.20) в ковариантной 4-форме 
pq

lnpqln L ΦΨ = ,                                          (1.3.18) 

где введены следующие [125, 149] 4-тензоры полей 
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тогда 4-тензор энергии-импульса Ts
m принимает вид 
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Несложные, но громоздкие вычисления показывают, что [145] 
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В [125, 149] для сред с эрмитовыми тензорами ε1 и μ1 получено выражение 
для Ts

m, аналогичное (1.3.20). Здесь эти результаты обобщены на линейные дис-
пергирующие среды общего вида (1.2.20) с α 1≠0 , в которых 

+++ −=== 111111 βαµµεε ,, .                                 (1.3.22) 
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Таким образом, в данном разделе для прозрачных линейных сред с вре-
менной и пространственной дисперсией общего вида (1.2.20) получены [145] 
выражения для плотностей потока энергии (1.3.8) и импульса g (1.3.13), для 
тензора натяжений Максвелла (1.3.12). Записан 4-тензор энергии-импульса 
Минковского (1.3.20), удовлетворяющий законам сохранения энергии и им-
пульса системы в трехмерной- (1.3.10), (1.3.16) и четырехмерной- (1.3.17) фор-
мах. 
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2 ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ В МАГНЕТИКАХ 

 

2.1 Показатели преломления и поляризация собственных волн 
в прозрачных кристаллах 

Большинство кристаллов с магнитной структурой обладает центросиммет-
ричной парамагнитной фазой , поэтому возможные эффекты оптической актив-
ности и магнитоэлектрического эффекта в них запрещены симметрией. Для опи-
сания оптических свойств таких магнитоупорядоченных кристаллов будем 
пользоваться материальными уравнениями вида [8] 

HBDE == − ,1ε ,                                          (2.1.1) 

полагая μ=1. Обратим внимание на то, что термины "магнитный", и "магнито-
упорядоченный" вообще говоря, неэквивалентны. Магнитоупорядоченный кри-
сталл обладает упорядоченной ориентацией магнитных моментов (спинов), од-
нако в оптическом диапазоне можно полагать μ=1. В то же время в литературе 
термин "магнитный" часто означает, что μ≠1 . Однако, строго говоря, для всех 
веществ статическая проницаемость μ≠1 . Поэтому более точно говорить "маг-
нитоупорядоченный кристалл" и указывать область частот. Вместе с тем в лите-
ратуре под терминами "магнитные материалы", "магнитные пленки", "магнети-
ки" чаще всего понимают соответствующие образцы с упорядоченной 
магнитной структурой. Следуя этой традиции, в дальнейшем мы будем исполь-
зовать термин "магнитный" в смысле "магнитоупорядоченный" безотносительно 
к параметру μ. 

Таким образом, оптические свойства обсуждаемых магнетиков характери-
зуются одним тензором обратной диэлектрической  

χχχε ~, =+= ×− Gi1 ,                                          (2.1.2) 

где χ – симметричная часть тензора 1−ε , а ×G  – антисимметричный тензор вто-
рого ранга, дуальный вектору гирации G. 

Проведем общее феноменологическое изучение собственных волн в таких 
средах, не конкретизируя явную зависимость 1−ε  от параметров магнитного 
упорядочения. Для плоских монохроматических волн типа (1.2.13) уравнения 
Максвелла имеют вид [16] 

DHmBEm −== ×× , ,                                    (2.1.3) 

где m=nn – вектор рефракции, n – показатель преломления, n – единичный век-
тор волновой нормали. Из (2.1.1), (2.1.3) вытекает волновое уравнение 

×−×−
±±±± +== nnH 12n,0 εττ ,                                    (2.1.4) 
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из которого получаем уравнение нормалей [16, 97] 
2-2

c
-4 чnччn )()( Gnnnnn =+−+ ,                               (2.1.5) 

где χс – след матрицы χ,  1−|=| χχχ  – матрица, взаимная к χ,  а |χ| – ее определи-
тель. 

Будем считать теперь, что кристалл прозрачен, тогда ε=ε+, т.е. χ и G – ве-
щественны. Кристаллооптика сред с эрмитовым тензором ε развивалась многи-
ми авторами [8, 16, 97]. Мы следуем нашим работам [150-152]. 

Если использовать инвариантное представление тензора χ в форме [90] 

)b(a 221 1cccc ⋅+⋅+=χ ,                            
(2.1.6) 

где с1,  с2 – единичные векторы оптических осей, то показатели преломления 
собственных волн n± из (2.1.5) равны [152] 

1/2222
1 ))(][][(]][[ nGncncncnc +±+=± 2

2
21

-2 bban              (2.1.7) 

Здесь параметр b характеризует анизотропию кристалла. Отсюда видно, что 
гиротропия nG может только увеличивать двупреломление ∆n=n+-n - в кри-
сталле. Двупреломление может обращаться в нуль только для кристаллов, 
удовлетворяющих условию c iG =0, при (n||ci)  (i=1,2). 

Значения диагональных компонент тензора χ порядка 1/3, а компонент век-
тора гирации Gi ~10-5÷10-3, поэтому влияние гиротропии в математическом пла-
не можно рассматривать как слабое возмущение негиротропного кристалла, 
описываемого тензором χ, полагая в (2.1.2) и других соотношениях G=0. Отсю-
да вытекает целесообразность, наряду с гиротропным (G≠0), рассматривать 
также и соответствующий ему негиротропный (G=0 ) кристалл. Все величины, 
относящиеся к негиротропному кристаллу, будем помечать сверху значком º. 

Уравнение нормалей (2.1.5) можно теперь представить в форме [8] 
2)())(( nG=+

2- 
-

-22- -2 n-nn-n oo ,                                      (2.1.8) 

где o

±n  – показатели преломления волн без учета магнитной гиротропии (G=0). 
Отсюда видно, что магнитная гиротропия обычно слабо влияет на показатели 
преломления и двупреломление (во втором порядке) и только вдоль и вблизи 
оптических осей – в первом порядке. 

Перейдем к исследованию поляризации собственных плоских монохрома-
тических волн вдоль заданной нормали n. Из (2.1.1)–(2.1.4) получаются сле-
дующие [150, 16] соотношения биортогональности  

0*** === ±−+−+ m
DEDDHH                                     (2.1.9) 

для векторов H, D, E изонормальных волн, соответствующих двум различным 
показателям преломления n+ и n- . 
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В (2.1.4) τ  является диадой:  AH ⋅=τ   [92] . Вычисляя матрицу τ  и 
умножая ее справа на произвольный вектор d  (dn=0 ), находим поляризацию 
собственных волн по вектору H [150]: 

.nе -21 ]])[(,[|| ndnH m−−
±                               (2.1.10) 

Если правая часть (2.1.10) обращается в нуль, то это означает, что d||H±. 
Выражение (2.1.10) можно преобразовать и записать в другом, более ком-

пактном виде [150]: 

.n-n/,|| -2
-

2- )()i( ooo
++± =+ − GnHHH γγ                  (2.1.11) 

Здесь oo

±± H,n – показатели преломления и нормированные ( oo
−+ = HHn ][ ) векторы 

напряженностей магнитного поля линейно поляризованных изонормальных 
волн в отсутствие гиротропии (G=0). Полученное выражение для эллиптично-
сти γ в (2.1.11) несколько проще, хотя и эквивалентно приведенному в [8]. 

Эллиптичность γ целесообразно также представить как функцию отноше-
ния гиротропии к анизотропии [150] 

))].([  -2
-

 -2
2
1 -n/(n2arctgtg oo

+= nGγ                            (2.1.12) 

Из (2.1.11) следует, что в прозрачных магнетиках собственные волны (по 
вектору Н) эллиптически поляризованы. Главные оси эллипсов ортогональны, а 
направления вращения противоположны [8]. При nG=0 волны поляризованы 
линейно, вдоль оптических осей – циркулярно. Произвольная поляризация мо-
жет быть только вдоль оси ci, удовлетворяющей условию c iG=0. Условия ли-
нейной и круговой поляризации векторов D и E подробно рассмотрены в работе 
[150].  

Таким образом, в данном разделе получены [150-152] выражения (2.1.10), 
(2.1.11), (2.1.12) для поляризации и эллиптичности собственных волн в прозрач-
ных магнитоупорядоченных кристаллах. 

2.2 Поляризация собственных волн и сингулярные  
направления в поглощающих магнетиках 

Проведем обобщение полученных в разделе 2.1 результатов на диссипатив-
ные среды. Будем исходить, как и ранее, из материальных уравнений (2.1.1), 
(2.1.2) и уравнений Максвелла (2.1.3) и следовать нашим работам [152-154]. При 
наличии поглощения симметричный тензор χ и вектор гирации G в 1−ε  (2.1.2) 
становятся комплексными. 

Получим соотношения биортогональности для векторов поля двух изонор-
мальных волн, соответствующих двум различными показателям преломления и 
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противоположным направлениям намагниченности в кристалле. Для перемагни-
ченного кристалла тензор 1−ε  переходит в транспонированный 1−ε~ , поэтому со-
ответствующие ему величины обозначим тильдой ( n~,~,~,~ EDH ). Эти выражения 
получаются из обычных заменой G→(-G). Вместо (2.1.4) будем иметь 

.0~)~n~( 12 =××+ ±
−−

± Hnn ε                                      (2.2.1) 
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Рисунок 1 – Поляризация собственных плоских монохроматических свето-
вых волн в поглощающих магнитоупорядоченных кристаллах:  

     а) ;, −+ HH  ./'' 2αϕϕ =− −+    б) ;~, −+ HH  .~ 0=−+ HH   в) ;~, +− HH  .~ 0=+− HH  
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Из (2.1.3) и (2.2.1) находим соотношения биортогональности [153]: 

,H||D0,DEDDHH mmmm
~~~~

±±±± ===                                (2.2.2) 

имеющие вполне определенный физический смысл. Каждой собственной волне 
Н± ортогональна другая волна mH~ , движущаяся в том же самом кристалле, но 
намагниченном в противоположном направлении.  

Это означает, что оси эллипсов поляризации векторов Н± и 
m

H~  соответст-
венно подобны, направления вращения одинаковы, а их главные оси взаимно 
перпендикулярны (рисунок 1). Практически такие волны возбуждаются, напри-
мер, в двух противоположно намагниченных доменах одного монокристалла 
магнетика. 

Нетрудно проверить, что все остальные соотношения из раздела 2.1, кроме 
(2.1.9), формально остаются в силе и при наличии поглощения, только парамет-
ры G,,c,c, 21 чba,,n,n ±±

o  становятся комплексными. 
Выражения для поляризации (2.1.10)–(2.1.12) остаются справедливыми в 

поглощающих магнетиках даже для неоднородных ([mm*]≠0) волн, исключая 
случай m2=0. Последний вариант может быть реализован лишь в исключитель-
ных условиях и поэтому нами не рассматривается. 

Известно [92, 15], что в поглощающих негиротропных (G=0) кристаллах 
две изонормальные волны o

−H  и o
+H  поляризованы, вообще говоря, эллиптиче-

ски и имеют взаимно перпендикулярные эллипсы поляризации с одинаковым 
отношением полуосей и направлением вращения, т.е. oo

−+ HH =0, поэтому можем 
записать 

,,0
ooo

m
oo

−+±± ±=±= hnhhhH ][iγ                                 (2.2.3) 

где  γ0 – эллиптичность волн, а o
±h  – ортонормированные векторы осей эллипсов. 

Введем углы – вещественный β и комплексный α=α'+iα" соотноше-
ниями [154] 

/2),(/2),( αγβγ thth0 ==                                   (2.2.4) 

тогда (2.1.11) принимает вид  

,вбthi~ ))/2][(( o
m

o hhH ±+±±                                   (2.2.5)  

откуда следует, согласно [6, 16], что главные оси эллипсов поляризации собст-
венных волн Н± поглощающего магнитоупорядоченного кристалла повернуты 
относительно базисных направлений o

+h  и o
−h  на равные и противоположные уг-

лы ψ± соответственно, а эллиптичности γ± их различны [153, 154, 152] 
2/αψ ′′±=±  , .2бвth ])/[( ′±′=±γ                               (2.2.6) 
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При этом углы между главными полуосями эллипсов поляризации Н+ и  Н- рав-
ны (90º-α") и (90º+α"). 

Предельный случай, когда α'=0, реализуется, в частности, при nG=0. При 
этом обе волны поляризованы как в поглощающем негиротропном кристалле, 
т.е. главные оси эллипсов ортогональны, а направления их вращения одинаковы. 
Линейная же поляризация обеих изонормальных волн в поглощающих магнети-
ках может существовать лишь при одновременном выполнении условий α'=0, 
β=0. 

Это означает, что оси эллипсов поляризации векторов Н± и 
m

H~  соответст-
венно подобны, направления вращения одинаковы, а их главные оси взаимно 
перпендикулярны (рисунок 1). Практически такие волны возбуждаются, напри-
мер, в двух противоположно намагниченных доменах одного монокристалла 
магнетика. 

Нетрудно проверить, что все остальные соотношения из раздела 2.1, кроме 
(2.1.9), формально остаются в силе и при наличии поглощения, только парамет-
ры G,,c,c, 21 чba,,n,n ±±

o  становятся комплексными. 
Выражения для поляризации (2.1.10)–(2.1.12) остаются справедливыми в 

поглощающих магнетиках даже для неоднородных ([mm*]≠0) волн, исключая 
случай m2=0. Последний вариант может быть реализован лишь в исключитель-
ных условиях и поэтому нами не рассматривается. 

Известно [92, 15], что в поглощающих негиротропных (G=0) кристаллах 
две изонормальные волны o

−H  и o
+H  поляризованы, вообще говоря, эллиптиче-

ски и имеют взаимно перпендикулярные эллипсы поляризации с одинаковым 
отношением полуосей и направлением вращения, т.е. oo

−+ HH =0, поэтому можем 
записать 

,,0
ooo

m
oo

−+±± ±=±= hnhhhH ][iγ                                 (2.2.3) 

где γ0 – эллиптичность волн, а o
±h  – ортонормированные векторы осей эллипсов. 

Введем углы – вещественный β и комплексный α=α'+iα" – соотноше-
ниями [154] 

/2),(/2),( αγβγ thth0 ==                                   (2.2.4) 

тогда (2.1.11) принимает вид  

,вбthi~ ))/2][(( o
m

o hhH ±+±±                                   (2.2.5)  

откуда следует, согласно [6, 16], что главные оси эллипсов поляризации собст-
венных волн Н± поглощающего магнитоупорядоченного кристалла повернуты 
относительно базисных направлений o

+h  и o
−h  на равные и противоположные уг-

лы ψ± соответственно, а эллиптичности γ± их различны [153, 154, 152] 
2/αψ ′′±=±  , .2бвth ])/[( ′±′=±γ                               (2.2.6) 
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При этом углы между главными полуосями эллипсов поляризации Н+ и Н– рав-
ны (90º-α") и (90º+α"). 

Предельный случай, когда α'=0, реализуется, в частности, при nG=0. При 
этом обе волны поляризованы как в поглощающем негиротропном кристалле, 
т.е. главные оси эллипсов ортогональны, а направления их вращения одинаковы. 
Линейная же поляризация обеих изонормальных волн в поглощающих магнети-
ках может существовать лишь при одновременном выполнении условий α'=0, 
β=0. 

Направления вращения эллипсов поляризации в общем случае характери-
зуются знаками выражений γ±. При (α')2<β2 имеем вращения в одном направле-
нии, при (α ')2>β2 – в противоположных. Когда (α')2=β2, то одна из волн стано-
вится линейно поляризованной, а вторая по-прежнему остается эллиптической. 

Проанализируем условия круговой поляризации векторов Н±. Используем 
инвариантный [16] критерий 02 =H  циркулярной поляризации. Учитывая вы-
ражения (2.1.11), находим: 0)(1 =− ±

2H o2γ , Откуда общее необходимое условие 
круговой поляризации векторов однородных плоских волн в поглощающем маг-
нитоупорядоченном кристалле имеет вид 

022 =][][ 21 ncnc .                                          (2.2.7) 

Такой же результат был получен другим путем также в работе [16]. 
Круговая поляризация векторов Н± может быть также в вырожденном слу-

чае, когда параметр b=0 и тензор χ становится изотропным. 
В отличие от изотропных сред вдоль заданного направления нормали  n, 

как следует из уравнения нормалей (2.1.5), могут, как правило, возникать две 
собственные волны с различными показателями преломления n+ и n-. Однако в 
кристаллах возможны также направления, вдоль которых двупреломление Δn  
собственных волн исчезает. Такие направления будем называть сингулярными 
или оптическими осями. В прозрачных негиротропных кристаллах всегда име-
ются изотропные оптические оси, т.е. направления, вдоль которых двупрелом-
ление равно нулю и могут распространяться световые волны произвольной по-
ляризации. Изотропные оси характеризуются линейными векторами с1, с2 для 
двуосных– , либо линейным вектором с для одноосных кристаллов [92]. В по-
глощающих же кристаллах возможно наличие сингулярных направлений друго-
го типа, вдоль которых обе собственные волны вырождаются в одну с опреде-
ленной поляризацией. Федоров разработал инвариантную теорию оптических 
свойств поглощающих немагнитных негиротропных кристаллов и нашел общее 
условие оптических осей для негиротропных сред [92], которое имеет вид (2.27). 
Эллиптическому, т.е. удовлетворяющему определению [с 1с 1 * ]≠0 , с1

2≠0, век-
тору с1 отвечают в кристалле два сингулярных направления – круговые оси, 
вдоль которых собственная волна поляризована по кругу, т.е. Н2=0  [92]. Круго-
вому вектору с1 соответствует одна круговая ось, линейному – одна изотропная. 
(Эти же правила относятся и к вектору с2). В негиротропных кристаллах могут 
быть только изотропные и круговые оси [92]. 
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Несимметричность тензора диэлектрической проницаемости, т.е. наличие 
магнитной гиротропии в среде, приводит к появлению новых особенностей в 
отношении их оптических свойств, в том числе и в отношении сингулярных 
осей. Перейдем к их рассмотрению. 

Если [nci] ≠ 0, но [nci]2=0, тогда получаем одну циркулярную волну, как и в 
негиротропном кристалле, а соответствующие направления можно назвать кру-
говыми осями [92]. 

Согласно (2.1.7), при [152]  

,0b 2222 =+ ][][)( 21 ncncnG                                     (2.2.8) 

также исчезает двупреломление для собственных волн. Здесь могут быть два 
принципиально различных варианта. При n||ci, i=1,2… и nG=0 имеем волну 
произвольной поляризации. Такие направления, соответствующие линейному 
вектору ci и волне произвольной поляризации, можно также назвать [90] изо-
тропными осями. 

Однако за счет гиротропии возможен еще один интересный случай. 
При выполнении условия [153, 152] 

,0ib 1/222 ≠±= )][]([ 21 ncncnG                                    (2.2.9) 

согласно (2.1.7), (2.1.11), (2.1.12), также исчезает двупреломление, но обе одно-
родные волны вырождаются в одну 

.)(i)( 0
oooo mm +−−+−+ ±+== hhhhHH γ                           (2.2.10) 

Это значит, что может возбуждаться лишь одна собственная волна, но, вообще 
говоря, эллиптической поляризации. Ее полуоси эллипса поляризации поверну-
ты на 45° относительно векторов o

+h  и o
−h , а эллиптичность [153] равна γ0. Те же 

результаты можно получить сразу из (2.2.4), (2.2.6), (2.1.12). Обе собственные 
волны вырождаются в одну при наложении ограничений α'=0,   α"=±90°, но 
тогда γ=±i , откуда вытекает (2.2.10). 

Отметим, что возможность существования эллиптических осей впервые 
была предсказана в [155] для магнитных негиротропных кристаллов низших 
сингоний. Однако сингулярные направления, определяемые условием (2.2.9), 
возможны только в гиротропных (G≠0) кристаллах. Существенным является 
также то обстоятельство, что такие сингулярные направления (эллиптические и 
линейные оси), возможны, в отличие от негиротропных- [14, 92, 156], не только 
в двуосных–, но и в одноосных (c 1 =c 2 =c  – вещественный вектор) кристаллах. 

Условие (2.2.9) особых направлений является конусом четвертого порядка и 
может при определенных соотношениях между параметрами кристалла иметь 
решения. При этом двумерная матрица тензора ×−× nn 1ε  имеет всего один собст-
венный вектора и, естественно, не приводится к диагональному виду, что под-
черкивалось в [157]. 

Следовательно, в поглощающих магнитоупорядоченных кристаллах при 
определенных условиях возможно существование целых конусов сингулярных 
направлений, соответствующих одной однородной волне с фиксированной по-
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ляризацией. При этом в одноосных (c1=c2=c – линейный вектор) кристаллах 
могут быть изотропные и линейные оси, а в менее симметричных - изотропные, 
эллиптические, линейные и круговые оси. 

Итак, в работах [152-154] найдены общие инвариантные выражения 
(2.1.12), (2.2.4)–(2.2.6) для поляризации собственных волн в поглощающих маг-
нитоупорядоченных кристаллах Сформулированы условия (2.2.7)-(2.2.9) сингу-
лярных оптических направлений и предсказана возможность конусов новых ти-
пов (2.2.9) сингулярных оптических, эллиптических и линейных осей. 
 

2.3 Поляризация световых волн и оптические оси  
в поглощающих кристаллах средней и высшей категорий 

В предыдущем параграфе проводилось общее феноменологическое иссле-
дование поляризации собственных волн в поглощающих магнетиках. В данном 
разделе остановимся более подробно на поглощающих магнитных средах сред-
ней и высшей категорий, следуя работам [153, 158].  

В кристаллах 19 классов магнитной симметрии: ;23;m3,m3;33; ′′′ ;44;  

,2m6;226;mm6/m;mm66/m;;66;;22;4m24;mm4/m;mm44/m; ′′′′′′′′′′′′′′′′ с
оответствующих тригональной, тетрагональной и гексагональной системам 
средней категории, а также в текстурах 5 магнитных классов: ∞, ∞/m, ∞/mm', 
∞m', ∞2'  тензор 1−ε  можно представить [158] в инвариантной [16] форме 

.×+⋅)−(+=− ccc Gi0e0
1 χχχε                                  (2.3.1) 

Здесь G=Gc –  вектор гирации, с – единичный вектор оптической оси. Выра-
жения (2,1.11), (2.1,12) для собственных волн Н± принимают вид [158]: 

o
m

o hhH γi±= ±± .                                            (2.3.2) 

Параметр γ выражается через комплексный параметр р, равный отношению па-
раметра гиротропии G и анизотропии (χ e-χo) [158]: 

.
чч

Gp,
cosиp2
иsinсс,с1г

0e

2
2

−
==−−=                      (2.3.3) 

Здесь θ – угол между векторами n и с. Поскольку в поглощающих кристаллах 
средней категории   γ0=0, то эллиптичности обеих волн равны [153]: 

)||/()( 2γγξξξγ +=−−±=± 1Re2,/11 2 .                    (2.3.4) 

Это означает, что в таких средах эллипсы обеих изонормальных волн подобны, 
направления их обхода противоположны, но волны неортогональны 
(ψ±=±α"/2). 
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Пусть параметр р действителен. Тогда собственные волны поляризованы 
точно так же, как и в прозрачном кристалле, т.е. главные оси эллипсов поляри-
зации обеих волн ортогональны, эллиптичности их равны, а направления вра- 

 
щения противоположны. 

Второй предельный случай наблюдается, когда р - чисто мнимая величина. 
Тогда поляризационные характеристики собственных волн весьма необычны и 
зависят от величины (ρ")2.  

a) При  (ρ")2<1 главные оси эллипсов параллельны (ψ+=ψ–=±45º ), а эл-
липтичности равны [119] 

.)()( |'с'|1/'с'1 +||−±=±γ                                   (2.3.5) 

б) Если же (ρ " ) 2 > 1 , то, наоборот, обе волны линейно поляризованы, а 
азимуты их ψ± относительно главных направлений  и различны и соответственно 
равны 

( ).1 ||/arctg2 ρψ ±=±                                        (2.3.6) 

Так как р зависит от угла θ, то варианты а) и б) можно наблюдать в одном кри-
сталле, у которого на некоторой длине волны λл параметр р мнимый. Действи-
тельно, тогда при  θ=90º имеем линейно поляризованные волны. При постепен-
ном повороте угла θ от 90° в сторону его уменьшения векторы поляризации 
обеих волн остаются линейными, а их оси поворачиваются навстречу друг другу 
относительно направлений  и  на углы, задаваемые формулой (2.3.6), пока не 
становятся параллельными друг другу при угле θ=θЛ, удовлетворяющему усло-
вию [158] 

.|p|1|p|иcos 2
л −+=                                       (2.3.7) 

При дальнейшем уменьшении угла θ от θЛ  до 0º главные оси эллипсов поляри-
зации волн остаются параллельными друг другу, зато у волн появляется эллип-
тичность (2.3.5), которая постепенно возрастает до (±1) вдоль оптической оси с. 

В общем случае параметр р является комплексным. Тогда при θ=90° обе 
волны всегда будут эллиптическими, а их главные оси эллипсов поляризации - 
неортогональными и непараллельными, При постепенном уменьшении угла θ от 
90° к 0° происходит монотонное увеличение эллиптичностей γ± обеих волн от 
нуля до единицы и уменьшение угла 2ψ± от 90° при θ=90° до 

( )pp ′′′=± /arctg2ψ                                            (2.3.8) 

при угле θ, стремящемся к нулю. 
Промежуточный момент между случаями а) и б), когда p=±i  и две собст-

венные волны вырождаются в одну линейной поляризации, соответствует усло-
вию сингулярных осей (2.2.9) и может наблюдаться при угле θ=θЛ (2.3.7), когда 
параметр кристалла р (2.3.3) становится чисто мнимым. Остановимся на нем 
подробнее. 
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Выделим действительные и мнимые части у величин G, χo, χe, тогда ограни-
чение (2.2.9) принимает форму [158] 

).()( oeoe чч/Giчч/Gip ′′−′′′−=′−′′′=                                (2.3.9) 

Из соображений симметрии ясно, что будет не одна сингулярная ось, а целый 
конус (2.3.7) линейных оптических осей, 

Для дальнейшего анализа перейдем от обратного к прямому тензору ε 

.Д,Д oe ееее(ее −=⋅)+= cco                                 (2.3.10) 

Тогда, выделяя действительные и мнимые части, находим, что при выполнении 
следующего ограничения [158] 

,ДД 0еgеgF =′′′′+′′=                                        (2.3.11) 

налагаемого на комплексные параметры анизотропии Δε и гиротропии g кри-
сталла, коэффициент р определяет действительный круговой конус сингуляр-
ных линейных осей (2.3.7) и равен [158] 

./g/g|p| еДеД ′′′−=′′′=±                                         (2.3.12) 

Покажем путем анализа известных в литературе [159, 160] экспериментальных 
данных, что условие (2.3.11) действительно выполняется для некоторых магни-
тоупорядоченных кристаллов в определенных участках спектра. В работе [159] 
представлены экспериментально измеренные дисперсионные кривые  (λ), g(λ) 
для кристалла марганцевого феррита MnFe2O4. Брался образец толщиной 5 
мкм, намагничивался вдоль кристаллографической оси четвертого порядка, и 
измерения проводились в видимой области спектра. В последующей статье тех 
же авторов [160] по усовершенствованной методике были построены дисперси-
онные кривые магнитооптических параметров g '(λ), g"(λ), Δε '(λ), Δε"(λ)  на 
прежнем образце. 

.          

..)ед.относит(
)(λF

мкмλ

597,0 457,0

][159
][160

 
Рисунок 2 – Функция ( ) еgеgF ′′′′+′′′= ДДλ  и сингулярные линейные оси в 

марганцевом феррите 42OMnFe . 
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Используя эти данные, по формуле (2.3.11) нами была рассчитана и по-

строена (рисунок 2) графическая зависимость введенного параметра F от длины 
волны света, падающего на исследуемый кристалл 

Измеренные величины g '(λ), g"(λ) в [159] и [160] несколько отличаются. 
Поэтому нами были построены по этим данным две кривые. При этом парамет-
ры ε ' ,  ε" Δε ' ,  Δε" брались в обоих случаях одинаковыми. Расчет показал, что 
для марганцевого феррита зависимость параметра F от длины световой волны 
носит сложный немонотонный характер и, как мы ожидали, на двух частотах 
F(λ) действительно обращается в нуль, что указывает на наличие конуса линей-
ных сингулярных осей в кристалле на этих частотах. Наиболее установленным 
представляется существование линейных направлений на длине волны 
λЛ1=0.457 мкм, так как в этой точке обе кривые F(λ) проходят через нуль. Для 
этой длины волны [159, 160] ε"=3.19;  ε'=3.92; Δε '=–4·10 -5; Δε"=–8·10 -5. 
При этом g '=1.42·10 -2,  g"=–1.36·10 -2 , а, согласно  [160], g'=1.23·10 -2,  g"=-
0.9·10 -2. Тем не менее рассчитанные углы θЛ1 конуса сингулярных осей совпа-
дают для обеих серий измерений и равны θЛ1≈89º (рисунок 2). Менее вероятно 
наличие линейных осей в этом кристалле на длине волны λЛ2=0.597 мкм, по-
скольку, согласно данным [160], только кривая F(λЛ2) пересекает ось абсцисс. В 
этой точке  ε '=5.5; ε"=2.49; g '=0.50·10 -2 ; Δε '=–1.30·10 -3; g"=–0.65·10 -2 ;  
Δε"=1.02·10 -3; θЛ2  ≈84º. Таким образом, оба угла θЛ оказались близкими к 90°. 
Это означает, в частности, что для рассчитанных длин волн λЛ2, λЛ1 спектра по 
большинству направлений в данном феррите могут возбуждаться две собствен-
ные изонормальные моды с противоположными направлениями вращения и па-
раллельными главными полуосями эллипсов поляризации. 

В кристаллах остальных магнитных классов средней категории и в 11 маг-
нитных классах текстур ∞/mm; ∞/m1'; ∞/mm1'; ∞/m'm; ∞/m'm'; ∞m; ∞/m'; ∞m1'; 
∞2; ∞1'; ∞21' наличие макроскопического спонтанного магнитного момента за-
прещено магнитной симметрией. Это означает, что магнитная гиротропия в та-
ких средах отсутствует (G = 0 ), а тензор диэлектрической проницаемости имеет 
такой же вид, как и в немагнитных поглощающих кристаллах средней катего-
рии. Тогда по любому направлению могут возбуждаться обыкновенная и не-
обыкновенная ортогональные линейно поляризованные (по вектору Н) волны. 
При этом вектор с определяет обычную изотропную оптическую ось. 

Наконец, у всех магнитных кристаллов кубической системы, являющихся 
скомпенсированными антиферромагнетиками, а также в 5 магнитных классах 
текстур ∞∞m; ∞∞m'; ∞∞m1'; ∞∞; ∞∞1' диэлектрическая проницаемость ε явля-
ется скаляром, и в отношении оптических свойств они ведут себя как изотроп-
ные среды. 

Итак, на базе проведенного [153, 158] исследования поляризации собствен-
ных волн в поглощающих магнетиках средней и высшей категорий было пред-
сказано, что при определенном соотношении (2.3.9) между параметрами анизо-
тропии и гиротропии в кристаллах средних сингоний возможно [158] 
существование кругового конуса (2.3.7) линейных сингулярных осей. Анализ 



 39 

экспериментальных данных [158] подтвердил, что в марганцевом феррите такой 
конус линейных осей на длине волны λ=475 нм действительно существует. 

 

2.4 Сингулярные направления в кристаллах ромбической  
системы 

В разделе 2.3 проводилось феноменологическое изучение особенностей по-
ляризации собственных световых волн в поглощающих магнитоупорядоченных 
средах высшей и средней категорий. Рассматривались и возможности существо-
вания сингулярных направлений в них. 

В данном разделе, следуя работе [161], исследуем условия существования 
сингулярных направлений в поглощающих магнитоупорядоченных кристаллах 
ромбической сингонии в зависимости от соотношений между параметрами ани-
зотропии и гиротропии тензора обратной диэлектрической проницаемости  кри-
сталла, полагая для рассматриваемого оптического диапазона частот, согласно 
[8],  µ=1. 

Здесь и далее мы рассматриваем однородные кристаллы с магнитной струк-
турой. Подробно граничные задачи и определение оптических и магнитооптиче-
ских параметров магнитоупорядоченных кристаллов будем обсуждать в главе 6, 
следуя, в основном, работам [162-170]. 

Возвратимся снова к поглощающим магнитоупорядоченным кристаллам 
ромбической системы. 

А. В кристаллах следующих магнитных классов m'm'2; mm'2'; mm'm'; 22'2'  
тензор 1−ε  можно записать в следующей форме: 

,3332211
1 G ×− +⋅+⋅+⋅= eeeeeee 321 iχχχε                   (2.4.1) 

причем всегда χ1≠χ2. Как отмечалось выше, для нахождения эллиптических, 
линейных и изотропных направлений достаточно найти решения уравнений 
(2.2.8). Удобно перейти к сферической системе координат. Тогда при подста-
новке (2.4.1) в (2.2.8) уравнение конуса 4-го порядка (2.2.8) после преобразова-
ний удается разложить на множители 

,02и-cosv22cosu1иsin 2 =±)+( ϕ                               (2.4.2) 

где введены параметры кристалла 
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−−−=             (2.4.3) 

в общем случае также являющиеся комплексными величинами (u=u1+iu2 ; 
v=v1+iv2). Выделяя действительные и мнимые части уравнения (2.4.2), получа-
ем систему уравнений [161] 
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Будем искать решения этой системы при различных значениях действительных 
параметров u1, u2, v1, v2. Вид сингулярной оси, как отмечалось выше, определя-
ется поляризацией собственной волны вдоль искомой оси. 

Можно непосредственно произвести расчеты поляризации по формулам 
(2.1.11), но проще воспользоваться тем, что эллиптичность собственной волны 
вдоль сингулярного направления гиротропного кристалла такая же, как и эллип-
тичность собственных волн в соответствующем ему негиротропном (G=0) кри-
сталле. 

Аа. Оптические свойства существенно различаются при u2≠0 и u2=0. 
Пусть u2≠0, что реализуется в большинстве случаев. Расчеты показывают, что 
система (2.4.4) тогда имеет решения лишь при условиях 

2
2

2
2

2 vu-kЦ ≥= ,                                (2.4.5) 

При  u2≠0, согласно [16, 171], в негиротропных поглощающих кристаллах ром-
бической сингонии вдоль произвольного направления, не лежащего в плоскости 
симметрии кристалла, собственные волны поляризованы эллиптически, а в 
плоскостях симметрии – линейно. Следовательно, в гиротропных кристаллах с 
магнитной структурой система (2.4.4) при u2≠0 может описывать только эллип-
тические или линейные оси. 

При Φ > 2
2v  имеем четыре решения 

2/uЦ-|k|иcos )(±= ,   Ф/ksign2cos )(=ϕ ,                     (2.4.6) 

соответствующие четырем эллиптическим осям. 
Если Φ = 2

2v >0 , то формулы (2.4.4) дают два решения 

2/uЦ-|k|иcos )(±= , ,kvsign2cos 2 )(=ϕ                        (2.4.7) 

описывающие две линейные оси, лежащие в плоскости (e1,e2) или (e2,e3). Эти 
линейные оси могут вырождаться в одну, направленную вдоль намагниченно-
сти, при 

0,v2 ==Φ                                                 (2.4.8) 

что соответствует ограничению 0G4 22
21 =+)− χχ( , накладываемому на ком-

плексные компоненты χ1, χ2, G тензора ε - 1 .  
Наконец, при Φ < 2

2v  уравнения (2.4.4) не имеют решений. Как отмечалось 
выше, в разделе 2.2, в гиротропных поглощающих кристаллах, наряду с эллип-
тическими, линейными и изотропными оптическими осями, могут существовать 
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и круговые оси, определяемые условиями (2.2.7) при [nc i]≠0. Это означает, что 
при u2≠0 в рассматриваемых нами магнитоупорядоченных кристаллах всегда 
имеются также четыре круговые оси. Их направления можно рассчитать по 
формулам (2.4.6), полагая в них дополнительно G=0. 

Аб. Пусть u2=0, т.е. параметр u - вещественен. Согласно [16], при условии 
u2=0  собственные волны в немагнитном ромбическом поглощающем кристалле 
могут быть только линейно либо произвольно поляризованными. Следователь-
но, тогда система (2.4.4) в изучаемых кристаллах с магнитной структурой может 
определять только конус линейных и/или изотропных сингулярных направле-
ний. Эллиптические оси при u2=0 всегда отсутствуют. 

Изотропные оси могут находиться только в плоскости (е1,е2) и удовлетво-
ряют соотношениям 

1/u12cos =ϕ  , θ=90°.                                    (2.4.9) 

Отсюда при 2
2u >1 в кристалле имеем две изотропные оси, при 2

2u =1 – одну; а 
при 2

2u <1 – оси отсутствуют. 
Перейдем к линейным направлениям. Пусть u2=v2=0, т.е. вещественен и 

положителен параметр 2
313132 /G/p )()()( 2 χχχχχχ −−−−= . Анализ показыва-

ет, что система (2.4.4) в этом случае может иметь физически приемлемые реше-
ния лишь для сред, в которых 1vu 2

1
2
1 ≥+ . При 1vu 22

1 1 >+  условия (2.4.4) задают 
конус линейных осей 

)()( иsinu/иcosv2иcos12cos 2
11

2 ±+=ϕ ,                      (2.4.10) 

причем, как отмечалось, при 1u2
1 >  конус линейных осей включает две-, а 

при 1u2
1 =  – одну изотропную ось. 
Если v2=u2=0, 1vu 22

1 1 =+ , то конус осей вырождается в две линейные 
оси 

))/(( 1 |u|1|u|1иcos 1
2 +−=  , ,usigncos )(2 1=ϕ                    (2.4.11) 

а при ограничениях 0u2 = , 1vu 22
1 1 <+  – нет сингулярных направлений вооб-

ще. 
Б. В кристаллах магнитных классов mmm; m'm'm' ; mm2; 222 вектор маг-

нитной гирации G=0 , поэтому можно воспользоваться результатами теории 
сингулярных направлений в немагнитных средах [16]. Таким образом, тогда при 
u 2≠0  существуют четыре круговые, а в остальных случаях - две изотропные 
оси.  

Мы нашли, что наличие четырех круговых осей в кристаллах при u 2≠0  
возможно как при  G≠0 , 2

2vФ < , так и в случае G = 0  (см. таблицу 1). Однако 
среды в этих обоих вариантах все же отличаются по характеру поляризации соб-
ственных волн по остальным направлениям. Так, при G = 0  поляризации обеих 
волн ортогональны, а при G≠0  – неортогональны (см. раздел 2.2). Аналогично, 
в соответствии с [153], в негиротропных магнитных кристаллах с двумя изо-



 42 

тропными осями все иные направления характеризуются линейно поляризован-
ными собственными волнами. В гиротропных же магнитоупорядоченных кри-
сталлах с двумя изотропными осями большинству направлений соответствуют 
эллиптические волны. Следовательно, кристаллы №№ 5 и 14 в таблице 1 также 
значительно различаются по своим оптическим свойствам. Наконец, кристаллы, 
не имеющие никаких сингулярных направлений (№№ 7 и 12), как показывает 
анализ, можно объединить в одну группу. 

 
Таблица 1 – Оптические сингулярные направления в поглощающих 
магнитоупорядоченных кристаллах ромбической сингонии 

 
№ Число и характер 

оптических осей 
Соотношения между 
параметрами кристалла 

1   4 круговые + 
4 эллиптические 

2 4 круговые + 2 линейные 
3 4 круговые + 1 линейная 
4 4 круговые 

 

0G

vФ

0vФ

0vФ

vФ

2

2

2

2

≠











<

==

>=

=

 

5 2 изотропные 
6 1 изотропная 
7 нет 0u,0u,0G

1u

1u

1u

22
2
1

2
1

2
1

≠=≠










<

=

>

 

8 конус линейных осей + 
2 изотропные 

9 конус линейных осей 
+ 1 изотропная 

10 конус линейных осей 

 

1vu,0vu,0G

1u

1u

1u
2
1

2
122

2
1

2
1

2
1

>+==≠










<

=

>

 

11 2 линейные 
12 нет 0vu,0G

1vu

1vu
222

1
2
1

2
1

2
1 ==≠







<+

=+
 

13 4 круговые 
14 2 изотропные 0G

0u
0u

2

2 =



=

≠
 

 
Сейчас можно провести оптическую классификацию изучаемых кристал-

лов, положив в ее основу число и характер оптических сингулярных направле-
ний в них с учетом поляризации собственных волн по остальным направлениям.  

Согласно таблице 1, в соответствии с высказанными соображениями, по-
глощающие магнитоупорядоченные кристаллы ромбической сингонии по опти-
ческим свойствам можно разделить на 13 различных типов. Отметим, что по-
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глощающие немагнитные кристаллы ромбической сингонии по оптическим ха-
рактеристикам бывают всего двух видов [90]. 

Сформулируем кратко полученные результаты [161]. При описании оптиче-
ских свойств поглощающих магнитоупорядоченных кристаллов ромбической 
сингонии удобно ввести вспомогательные комплексные параметры u=u1+iu2; 
v=v1+iv2  (2.4.3), выражающиеся через комплексный неэрмитов тензор обрат-
ной диэлектрической проницаемости кристалла (2.4.1). В таких средах, когда 
u2≠0, всегда имеются четыре круговые оси. Кроме них, при выполнении усло-
вия (2.4.5), могут быть еще, определяемые соотношениями (2.4.6) – (2.4.8), че-
тыре, две, или одна линейная ось. При ограничениях же u2=v2=0, 1vu 22

1 1 ≥+ , 
связывающих параметры кристалла, существует целый конус линейных сингу-
лярных осей (2.4.10), включающий линейные и/или изотропные оси, причем по-
следние всегда перпендикулярны вектору гирации G. В кристаллах нескольких 
магнитных классов, где G=0 , при u2≠0, существуют четыре круговые, а в ос-
тальных случаях - две изотропные оси. 

Итак, предложена [161] классификация поглощающих ромбических магне-
тиков по их оптическим свойствам. Показано [161], что такие кристаллы по 
числу и характеру сингулярных оптических осей с учетом особенностей поля-
ризации собственных волн по остальным направлениям делятся на 13 типов. 
 
 

2.5 Сингулярные оси в магнитных кристаллах 
низших сингоний 
 

Обсудим теперь условия существования оптических осей в поглощающих 
магнитоупорядоченных кристаллах моноклинной и триклинной систем, харак-
теризуемых тензором 

.)( ×+⋅+⋅+=×+=− GccccG 1221 ibai1 χε                     (2.5.1) 

С этой целью обратимся к условию (2.2.9) 

,)][]([ 0ib 1/22
2

2
1 ≠±= ncncGn                                (2.5.2) 

существования в кристаллическом образце линейных и эллиптических оптиче-
ских направлений, которое преобразуем к виду[172] 

./где;)()(])[( b22
12

2
21 Ggngnccnccn ==××+                     (2.5.3) 

Последнее уравнение представляет собой конус 4 порядка и при некоторых ус-
ловиях может иметь вещественные решения относительно вектора нормали n 
(n2=1). 
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А. В магнитных кристаллах моноклинных классов 2, 2/m, m вектор G, а сле-
довательно, и вектор g являются линейными. Согласно Федорову [16], тогда 
всегда можно выбрать такое представление тензора χ (2.5.1), чтобы 

).(,,][ 1gr 2
33321 === eegecc                                (2.5.4) 

При этом выражение (2.5.3) удается разложить на множители 

22
123 grf,,f −=××=±= ccnenn αα  .                    (2.5.5) 

Уравнения же (2.5.5), определяющие два возможные конуса сингулярных на-
правлений, решаются аналитически. 

Пусть скалярный комплексный параметр f=0 ; тогда конус сингулярных эл-
липтических осей в кристалле удовлетворяет системе двух вещественных урав-
нений (α=α'+iα") 

.",' 0nn0nn == αα                                          (2.5.6) 

В большинстве случаев f≠0 , тогда необходимые условия существования эл-
липтических и линейных осей (2.5.5) принимают вид  

,",' 0nnnenn 3 == ββ                                         (2.5.7) 

где введен, для удобства, комплексный тензор 
."i' f/αβββ =+=                                              (2.5.8) 

Анализ возможных ограничений (2.5.6), (2.5.7) на компоненты тензора ε – 1  и по-
иск направлений n, соответствующих сингулярным осям, провести далее не-
сложно. 

B. B кристаллах моноклинных классов 2'/m, 2/m'  и триклинного класса '1  
вектор гирации G=0. При этом соотношение (2.5.3) сводится к условиям 

00 2
2

2
1 == ][;][ ncnc ,                                     (2.5.9) 

детально проанализированным Федоровым [16]. 
С. Последний вариант, когда конус (2.5.3) раскладывается на множители 

,i 2ncnG ][±=                                            (2.5.10) 

может реализовываться в кристаллах моноклинной или триклинной систем лю-
бой симметрии при условии, что с1=с2=с, причем  с – нелинейный вектор. 

Таким образом, в поглощающих магнитоупорядоченных кристаллах моно-
клинной и триклинной систем в зависимости от соотношений между парамет-
рами тензора ε – 1  могут быть [172] эллиптические, круговые, линейные и изо-
тропные оптические оси. Круговые и изотропные оси в таких средах 
определяются условиями (2.5.9), проанализированными Федоровым [16]. В за-
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висимости от вида и ориентации комплексных векторов с1, с2 круговых осей в 
кристалле может быть от одной до четырех, а изотропных - только одна [16]. 

Условия же существования линейных и эллиптических осей описываются 
более сложным конусом 4 порядка (2.5.2), который лишь в случаях А и В рас-
кладывается на множители, а получающиеся при этом уравнения (2.5.5) и 
(2.5.10) анализируются и решаются без особых сложностей. 

Здесь только подчеркнем, что, в отличие от круговых и изотропных, линей-
ные и эллиптические оси должны встречаться, как правило, не в виде отдельных 
направлений, а в виде конусов направлений. Тип же направления (линейное или 
эллиптическое), определяется типом поляризации собственных волн в соответ-
ствующем негиротропном кристалле [153, 173]. Поэтому чаще всего будут 
встречаться эллиптические сингулярные оси.  

В [171] исследованы условия линейной поляризации собственных волн в 
поглощающих негиротропных кристаллах моноклинной и триклинной систем. 
Из результатов [171] следует, что в поглощающих магнитоупорядоченных кри-
сталлах моноклинной системы, где имеется не более двух круговых осей, ли-
нейные оси могут быть лишь в главной плоскости кристалла∗). В остальных слу-
чаях моноклинных сред, наряду с главной плоскостью кристалла, линейные 
сингулярные оси могут располагаться дополнительно только на конусе второго 
порядка 

0,k| 1 =± |][||][ 22
2 ncnc                                        (2.5.11) 

где k определяется из уравнения [c2 c2*]=±k[c1 c1*].  
В триклинных магнитных кристаллах оси будут, как правило, эллиптиче-

скими. Они вырождаются в линейные оси, если попадают на конус третьего по-
рядка [171] 

,|][|][|][|][ 02
122

2
211 =∗+∗ ncccnncccn                        (2.5.12) 

определяющий в немагнитных средах конус линейной поляризации. Если же 
тензор χ имеет изотропную ось с2, то этот конус распадается на прямую, ориен-
тированную вдоль с2 и плоскость второго комплексного вектора с1: n[с1 с1*]=0. 

Обратим внимание также на еще одно обстоятельство. Для конусов эллип-
тических направлений эллиптичность собственных волн должна плавно изме-
няться при изменении направления n. Отсюда ясно, что линейные оси могут 
входить, как отдельные направления, в конусы эллиптических направлений. 

В данном разделе показано, что в поглощающих магнитных кристаллах 
низших сингоний возможны оптические оси всех типов. Сформулированы [172] 
также условия существования изотропных круговых и линейных осей для всех 
магнитных кристаллов классов моноклинной и триклинной систем. 

                                                        
∗) Главная плоскость кристалла - это плоскость симметрии, либо плоскость, пер-
пендикулярная кристаллографической оси второго порядка. 



 46 

 

2.6 Распространение света вдоль сингулярных 
эллиптических направлений 

В [16] инвариантным методом [92, 16] обсуждались закономерности рас-
пространения света вдоль круговых осей негиротропных поглощающих кри-
сталлов. Следуя методу [16], рассмотрим вопрос о распространении волн 
вдоль эллиптических [153, 173] осей в поглощающих магнетиках, следуя ра-
боте [173].  

Уравнения Максвелла для неоднородных плоских волн вида 

,о tie)()t,( ωHrH =                                           (2.6.1) 

где ξ=ωnr /c , приводят к линейному дифференциальному уравнению второго 
порядка 

./~у),(у/)( 1122 nnnnHH −−××==∂∂ εεξξξ где                (2.6.2) 

Из уравнений нормалей (2.1.5), (2.1.8) и (2.1.12) следует [173], что вдоль син-
гулярных эллиптических осей 

./1n,0nn2i 12 -2 -2
- nnnG −

+ =≠−±= ε)( oo                         (2.6.3) 

При этом обе собственные волны вырождаются в одну (2.2.10), эллиптически 
или линейно поляризованную 

.12 dHHH ≡= −+ )/( oo m                                         (2.6.4) 

где o
±Н  – ортонормированные комплексные векторы магнитного поля соответ-

ствующего волнового уравнения без учета гиротропии 

,0n 2 =+ ±
−

±
×× oo Hnn )( χ                                         (2.6.5) 

явный вид которых хорошо известен [16] . Вычисляя компоненты тензора σ  в 
(2.6.2) с учетом (2.6.2) – (2.6.5), получаем 

],[,),( nddddnG 2221
22 n2i1n =⋅=⋅−−= ρρσ               (2.6.6) 

независимо от выбора знаков в (2.6.3), (2.6.4), причем ρ2=ρ c =0 . Поскольку 
В=H ,  nН=0 , то решение уравнения (2.6.2) будем искать в виде 

.eD,Dо ξσ−== (0))( HH                                  (2.6.7) 

Вычисляя матричную функцию D, находим выражение 

/cz),( ω3i n-ia,zсa1eD nGnrrk ==+= −                    (2.6.8) 

для оператора преобразования общего вектора магнитного поля одной из волн, 
движущейся в положительном направлении нормали n. Возьмем Н(0) в виде  
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,*)( 2211 ff0 ddH +=                                           (2.6.9) 

тогда для суммарного вектора H окончательно получаем [173] 

)]*([)( 122
i zaffet, 11 dddrH ++= ϕ ,                       (2.6.10) 

где φ=ωt-kr . Поляризацию остальных векторов поля находим из уравнений 
Максвелла для волн вида (2.6.1) 

.],о[ DEHnD 1/,i −=∂∂−= ε                                (2.6.11) 

Таким образом, согласно (2.6.10), наряду с обычной собственной эллип-
тической волной f1d1, вдоль эллиптических сингулярных направлений может 
возбуждаться и волна типа Фойгта [2], амплитуда которой равна f2(d2*+azd1) 
и линейно изменяется с расстоянием. Конечно, кроме этого, за счет обычного 
поглощения амплитуды обеих волн (однородной и Фойгта) экспоненциально 
затухают с расстоянием, что учитывается множителем e iφ.  

Формулы (2.6.10), (2.6.11) аналогичны соответствующим выражениям 
[16] для круговых осей в негиротропных средах. Однако рассматриваемые на-
ми эллиптические и линейные оси могут существовать только при наличии 
гиротропии. 

Направление вращения эллипса поляризации собственной волны опреде-
ляется знаком параметра γ0 в  (2.6.5). Правые сингулярные оси переходят в ле-
вые и наоборот- при изменении направления излучения на противоположное 
или при перемагничивании кристалла. 

Вследствие специфической структуры оператора D в (2.6.8) его можно 
выразить непосредственно через σ, не вычисляя предварительно диаду ρ 

.2/n1iIeD 2i )]([ -1 ⋅++= ×× nnkr εϕ                             (2.6.12) 

Выражение (2.6.12) является более общим, чем (2.6.8) и может приме-
няться для произвольных сингулярных направлений. 

Итак, для поглощающих магнетиков с неэрмитовым тензором диэлектри-
ческой проницаемости ε - 1 получены [173] операторы (2.6.8), (2.6.12) преобра-
зования поляризации и векторы (2.6.10), (2.6.11) магнитного поля волн вдоль 
сингулярных оптических осей. 

 

2.7 Преобразование поляризации излучения вдоль 
оптических осей 

В предыдущем разделе мы получили выражение (2.6.10) для вектора маг-
нитного поля Н световой суммарной волны, распространяющейся вдоль син-
гулярной оптической оси (эллиптической или линейной) поглощающего маг-
нитоупорядоченного кристалла. Продолжим изучение этого вопроса. Найдем 
явные выражения для эллиптичности γрез и азимутов ψрез эллипса поляризации 



 48 

суммарной (результирующей) волны в зависимости от параметров кристалла и 
поляризации падающей волны. Заметим, что такие характеристики рассматри-
вались в [174] с помощью сферы А. Пуанкаре только для круговых осей. 

Возьмем вектор d1 собственной волны в (2.6.10) в виде 

cc
2
cc1 tg,1i αγγγ =+−= где)/( abd ,                        (2.7.1) 

и введем комплексный угол α=α'+iα" соотношением 

.qthzaf/f 21 ≡=+ б                                           (2.7.2) 

Теперь азимут ψрез главной оси эллипса поляризации результирующей 
(собственной и Фойгта) волны относительно базисного  вектора b и ее эллип-
тичность γрез соответственно равны 

).( cααγαψ +== "tg,' резрез                                    (2.7.3) 

Для вычисления поляризации волны Фойгта достаточно положить f1=0. 
Величина |а |z  является безразмерным, характерным параметром длины, по-
этому обозначим 

., πβ ≤≤== 0,z|a|de|a|a 2iв                                 (2.7.4) 

Расчеты азимута ψф и эллиптичности γф волны Фойгта удобно вести по 
формулам 

,
-d1

вcos2darctg2 2ф ][=ψ                                         (2.7.5) 

.
d1
вsin2darcsin1/2tg 2ф ]}[)({

+
+= αγ                               (2.7.6) 

Проанализируем формулы (2.7.5). Азимут главной оси эллипса поляриза-
ции волны Фойгта с увеличением расстояния d монотонно увеличивается от 0° 
при d=0 до 90° при d→∞. Сначала поворот происходит быстро, достигая 
ψф=45° при d=1, затем все медленнее. Направление вращения эллипса опре-
деляется знаком параметра βcos . 

Эллиптичность ψф волны Фойгта более сложным образом зависит от рас-
стояния l. Функция |α"| в (2.7.6) монотонно и быстро возрастает от нуля при 
d=0 до β при d=1, а затем все медленнее до 90° при d→∞. 

При γc<0 при постепенном увеличении d эллиптичность волны Фойгта 
быстро возрастает до нуля, меняет знак, продолжает возрастать до 1, а затем 
медленно уменьшается до (-γc)>0 при d→∞. При этом азимут главных осей 
эллипса поляризации непрерывно поворачивается так, что ψф→90° при d→∞ 
(Рисунок 3а). 

Аналогично, при  γс>0 происходит обратный процесс. С увеличением d 
эллиптичность γф быстро возрастает от γс до 1, затем уменьшается до нуля, ме-
няет знак и продолжает постепенно уменьшаться до  (-γс)<0 при d→∞  (Рису-
нок 3б). 
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Произведем численные оценки величин. Пусть λ≈10000Å, |n|~2,  |nG|~10-

5. Тогда а~500 см-1. Так как |a|z=d, то d=1  при характерном zd=20 мкм. 
Аналогично, можно рассчитать по формулам (2.7.3) поляризационные ха-

рактеристики суммарной волны H(z) и в общем случае. 
 

l

 
 
   а) 0сф <= γγ                              1ф =γ                          0cф >−= γγ ;  h= ∞ .  
 

l

 
 
        б) 0сф <= γγ        1ф =γ                        0ф =γ           0cф >−= γγ ;  h= ∞ .  
 
Рисунок 3 – Преобразование поляризации волны Фойгта при распростра-

нении света вдоль эллиптической сингулярной оптической оси:  а) 0c <γ ; б) 
0c >γ . 
 
Таким образом, предложены явные выражения для поляризационных ха-

рактеристик γрез, ψрез суммарной волны вдоль сингулярных эллиптических осей 
[173]. Проведен [116] также численный анализ преобразования поляризации 
волны Фойгта в зависимости от z. 

 

2.8 Cоотношения биортогональности для электромагнитных 
собственных волн в бианизотропных средах 

 

Известно [8, 16], что в негиротропных немагнитных поглощающих кри-
сталлах, а также в гиротропных прозрачных магнитоупорядоченных кристал-
лах векторы поляризации двух собственных изонормальных волн удовлетво-
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ряют соответствующим соотношениям биортогональности. Аналогичные со-
отношения должны существовать и в более сложных ситуациях. 

Будем исходить из материальных уравнений связи  

ED 1−= ε                                                  (2.8.1) 

в форме [16], где 1−ε  и µ  – комплексные несимметричные тензоры ранга 2, 
принимая во внимание возможности присутствия анизотропии, магнитной ги-
ротропии и поглощения. 

Для плоских монохроматических волн уравнения Максвелла прини-
мают форму [92] 

 ],[ - HnD ,n=  ][ EnB ,n= ,                           (2.8.2) 

где n  – единичный вектор нормали собственных волн, n – показатель пре-
ломления. Исключая векторные амплитуды H, D, Е, мы получаем волновое 
уравнение 

211 n±±±
−×−× =− /BBnn µε                                     (2.8.3) 

относительно векторов магнитной индукции ±B  двух изонормальных собст-
венных мод. Здесь ×n  – антисимметричный тензор ранга 2, дуальный к векто-
ру n , а нижние индексы (±) характеризуют две изонормальные собственные 
моды. Аналогично можно получить уравнение относительно векторов маг-
нитного поля ±H : 

211 nH
mmm

/=− ×−×− Hnn εµ .                                     (2.8.4) 

Принцип симметрии кинетических коэффициентов (или соотношения 
взаимности Онзагера) для магнитоупорядоченных сред [8, 120] накладывает 
ограничения (1.2.18) на тензоры ε  и µ : 

.~,~ µµεε ==
−

                                          (2.8.5) 

Здесь и далее тильда сверху означает транспонирование матрицы, а под-
черкивание снизу представляет соответствующие амплитуды в средах с обра-
щенным знаком магнитной структуры кристалла. Для кристаллического 
домена с обращенной намагниченностью уравнение (2.8.4) принимает фор-
му 

211 nmmm /BHnn =− ×−×− εµ .                                            (2.8.6) 

Обобщая подход [16] умножим уравнение (2.8.6) на ±B . После простого пре-
образования и учета (2.8.5) получаем 

211 n/B
mm ±±

−×−×
± =− BHnnH µε                                       (2.8.7) 

Умножая (2.8.3) скалярно на mH  и вычитая из (2.8.7) мы приходим к скаляр-
ному уравнению 
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0nn 22 =− ±
−−

± mm HB)(                                                  (2.8.8) 

Отсюда, полагая, что 0nn ≠−± m , находим одну пару соотношений биортого-
нальности для изонормальных собственных волн,  

.0=± mHB                                                     (2.8.9) 

Из (2.8.2) и (2.8.9) следует, что векторы различных изонормальных волн, 
соответствующих противоположно намагниченным доменам, параллельны 
друг другу: 

mm ττ EHDB |||| ±± , .                               (2.8.10) 

Здесь индекс τ означает тангенциальные (поперечные) компоненты векторов 
поля. Учитывая (2.8.1) и (2.8.2) из (2.8.9) и (2.8.10) можно вывести дополни-
тельные соотношения биортогональности [175]: 

     0000DD0 11 ===== ±±
−

±±
−

± mmmmm HHBBHHED µµµε ;;;; .    (2..8.11) 

Таким образом, мы получили шесть скалярных соотношений биортого-
нальности, связывающих векторы поляризации различных типов собственных 
волн, которые могут существовать вдоль произвольного направления распро-
странения n. Они эквивалентны векторным соотношениям (2.8.10). 

Найденные соотношения биортогональности имеют простой физиче-
ский смысл и связывают векторы поляризации различных собственных волн в 
двух противоположно намагниченных кристаллических доменах. Выражения 
(2.8.9)-(2.8.11) обобщают соотношения биортогональности (2.2.2) 

0;0;0 === ±±± mmm ЗHDDED ,                     (2.8.12) 

полученные прежде [153] для сред с 1=µ . 
В прозрачных средах ∗∗ == µµεε ~,~ , тогда все величины в соотноше-

ниям биортогональности (2.8.9)–(2.8.11), относящиеся к противоположно на-
магниченным доменам, переходят в комплексно сопряженные: 

∗
±

∗
±

∗
±

∗
± == mmmm τEHDBEDHB ||||0 ;; ;                    (2.8.13) 

и, когда 1=µ , редуцируются к уже известным [8]: 

0== ∗
±

∗
± mm HHDD .                                                 (2.8.14) 

Отметим также, что соотношения биортогональности, полученные для 
собственных волн в бианизотропных средах, являются следствием принципа 
Онзагера. Они упрощают вычисления и могут быть полезны при решении гра-
ничных задач, например в многодоменных слоистых структурах. Действи-
тельно, тангенциальные компоненты векторов E  и H  собственных волн на 
границе двух магнитных областей связаны простыми соотношениями (2.8.10). 
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Таким образом, обсуждена симметрия и установлены [175] соотношения 
биортогональности для векторов электромагнитных собственных волн в биа-
низотропных поглощающих магнитных и немагнитных средах. 

2.9 Новые формы уравнения нормалей 
для бианизотропных сред 

При решении задач наклонного падения и отражения света на границе раз-
дела двух сред обычно приходится из уравнений нормалей определять нор-
мальные составляющие xi векторов рефракции [92] 

,xii qbm +=  (i=1,2,3,4).                                      (2.9.1) 

В ряде случаев (для изотропных сред, одно– и двуосных кристаллов, при 
совпадении плоскости  падения света с плоскостью симметрии кристалла) 
уравнение нормалей разлагается на два множителя, что позволяет легко его 
решить. Однако при переходе к низкосимметричным двуосным, а также гиро-
тропным кристаллам уравнение нормалей становится, вообще говоря, полным 
уравнением четвертой степени относительно компонент , что создает извест-
ные математические затруднения для аналитического решения. Поэтому Фе-
доровым [92] для немагнитных сред была предложена итерационная методика 
расчета векторов рефракции отраженных и преломленных волн, использующая 
малость анизотропии. 

Затем в работе [176] получена новая ковариантная форма уравнения нор-
малей для анизотропных сред, характеризуемых симметричным тензором ε, и 
на ее основе предложен другой, более эффективный метод расчета коэффици-
ентов . 

Плодотворная идея работы [176] целесообразности выделения в уравне-
нии нормалей двух множителей, дающих приближенные значения корней, мо-
жет быть реализована различными путями. 

Эту идею мы модифицируем и применим к бианизотропным средам, ко-
торые характеризуются уравнениями связи D=εE, B=μH  (1.2.24), описываю-
щими, например, оптические явления многих магнетиков в ИК-области. Тен-
зор τ, входящий в уравнение нормалей [16] 

,,|| ×−×−==+ mm 1101 εµττ                                   (2.9.2) 

представим в ортонормированном базисе {a1=a/|a|; [na1];n}, связанным с 
плоскостью падения света на кристалл и физически выделенном. Здесь 
a=[mq]  [92]. После преобразований получаем уравнение нормалей (2.9.2) в 
форме [177] 

),)((
))(]([

mammaama
mamaamma

11

111

×−×−×
−

×−

×−×−−×−

=

=−

1
11

11
1

1
1111 1

εµεµ

εµεµ
                        (2.9.3) 
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которое при µ=1 несколько упрощается и для εε ~=  совпадает с (13) из [176]. 
Если плоскость падения света является плоскостью симметрии кристалла, т.е. 
a1 – собственный вектор тензоров ε и µ, тогда правая часть (2.9.3) обращается в 
нуль и (2.9.3) разлагается на множители точно. 
 

Применяя иные преобразования, уравнение (2.9.2) можно представить 
также в виде [177] 

,~)())(~( mmmmmm 1
kk

11
k aa1a −−− −=−+ µγεµ                 (2.9.4) 

где ak – некоторое собственное значение тензора , т.е. 
.)( 0a kk =− uγ                                              (2.9.5) 

Если тензор  1−= εµγ ~  имеет двукратное собственное значение ak, тогда, как из-
вестно [16], 0ak =− )(γ , и поэтому для одноосных кристаллов уравнение 
(2.8.4) представляет собой произведение двух квадратных трехчленов (для ка-
ждой из собственных волн). 

Если же плоскость падения света является плоскостью симметрии кри-
сталла, то удобнее всего в (2.9.4) взять ak, соответствующее собственному век-
тору uk=a1. Тогда  0ak =− )(γm  и снова (2.9.4) раскладывается на множители 
точно. 

Найденные формы уравнения нормалей (2.9.3), (2.9.4) имеют аналогичную 
структуру. Их правые части g(x) являются величинами второго порядка мало-
сти по анизотропии и гиротропии. Левые же их части представляют собой 
произведение двух сомножителей – двух квадратных относительно x уравне-
ний, определяющих нулевые приближения для искомых корней ox  (i=1,2,3,4). 
Эти приближения эквивалентны приближениям плоскости симметрии и одно-
осного кристалла соответственно. Поэтому (2.9.3), (2.9.4) можно представить в 
форме [176] 

,0xg-xxxxx-xx-xxf 4321 =++= )())()()(()( oooo                (2.9.6) 

где ox  – корни нулевых приближений, причем o
ix ≥0. Сейчас два корня легко 

вычисляются по следующей итерационной формуле  
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ϕ           (2.9.7) 

аналогичной формуле, предложенной нами ранее в [177, 178]. Оставшиеся два 
корня x3, x4 вычисляем аналогично. 

Согласно [180], для итерационной формулы  x=ϕ (х )  соотношением 
p1n1n

xnx
|xx|/|xx|limС −−= ++

→

)()(

)(
                            (2.9.8) 
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вводятся порядок сходимости р и компонента асимптотики погрешности С. 
Итерационная формула касательных Ньютона для однократных корней 

обладает [180] квадратичной сходимостью (р=2). Однако уравнение нормалей 
имеет, как известно, или кратные корни, или близкие к ним, поэтому хорошо 
эта известная схема касательных Ньютона [180] для кратных корней обладает 
линейной (р=1), очень медленной (С=0.5) сходимостью. Иначе дело обстоит в 
отношении итерационной формулы (2.9.7). Пусть параметр α характеризует 
анизотропию кристалла. Тогда g(x)~α 2

, ϕ (x )~α2  и константа асимптотики 
погрешности итерационной схемы (2.9.7), независимо от кратности корня, по 
порядку величины равна 

.~)('/ αϕϕ xxС =∂∂=                                      (2.9.9) 

Поскольку |α |<<1 , то итерационная формула (2.9.7) обладает линейной 
(p=1 ), но быстрой (С<<1) сходимостью. Если α~10 -3, тогда каждая итерация 
по (2.9.7) дает 3 новых десятичных знака корня. Применяя (2.9.7) вместо фор-
мулы касательных при вычислении кратного корня, мы резко ускоряем сходи-
мость в k=– lnα / ln2 раз. Так, при α~10 - 2÷10 -3 получаем k≈7÷10. 

Существенно также то, что сходимость подхода (2.9.7) остается прежней 
вблизи угла полного внутреннего отражения, когда некоторые из корней 
x i→0. Наконец, если имеются нулевые корни, то g(x)=0 и все корни опреде-
ляются сразу. 

Отметим также, что данный подход сохраняет силу при наличии погло-
щения и далее будет обобщен на кристаллы других типов с учетом возможных 
явлений оптической активности и магнитоэлектрического эффекта. 

Таким образом, были предложены [177] новые (2.9.3), (2.9.4) формы урав-
нения нормалей для бианизотропных сред, позволяющие применить простую 
методику (2.9.7) их решения, обладающую быстрой линейной сходимостью и 
в случаях кратных корней. 

2.10 Волны в нецентросимметричных магнетиках 

В предыдущих разделах мы рассматривали электромагнитные волны в кри-
сталлах, в которых магнитная гиротропия, определяемая антисимметричными 
частями тензоров µ и ε, вызывалась магнитной структурой или внешним маг-
нитным полем. Большинство экспериментально исследованных кристаллов, об-
ладающих упорядоченной магнитной структурой, являются центросимметрич-
ными и в силу этого обстоятельства естественная гиротропия в них запрещена 
симметрией. Поэтому использование материальных уравнений (1.2.25) или 
(1.2.26), не учитывающих возможностей существования оптической активности, 
в большинстве случаев вполне приемлемо. Вместе с тем известен целый ряд 
магнетиков [10, 11, 181, 12, 13, 182], которые в парамагнитном состоянии явля-
ются нецентросимметричными и тем самым потенциально оптически активны-
ми. Кроме того, центр инверсии может теряться при магнитных фазовых пере-
ходах. При одновременном наличии магнитной структуры и отсутствии центра 
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инверсии вращение плоскости поляризации света по мере прохождения света 
через кристалл может вызываться обоими факторами одновременно. Это приво-
дит, как будет показано далее, к ряду качественно новых интересных особенно-
стей в закономерностях распространения излучения в таких средах. 

Нецентросимметричные среды с магнитной структурой [10, 11], в частности 
магнитные "кубические" борациты, где вся анизотропия и гиротропия индуци-
руется электрическим и магнитным упорядочением, могут обладать разнообраз-
ными оптическими свойствами. Первые систематические кристаллооптические 
исследования магнитных "кубических" и других борацитов были начаты швей-
царским исследователем Г. Шмидом [183], который затем внес большой вклад в 
изучение их магнитооптических свойств [40, 81]. 

Естественная оптическая активность в кристаллах, которые ниже темпера-
тур соответствующих фазовых переходов становятся магнитоупорядоченными, 
экспериментально исследовалась в бораците Cu-Cl [184], в ВаМпF4 [185], в 
гексагональном кристалле СsCuCl3 [186, 18] и других. Многие магнетики яв-
ляются достаточно прозрачными и могут поэтому представлять интерес и как 
потенциальные гиротропные среды. К ним относятся Ni-Cl  борацит 
(Ni3B7O13Cl) при температуре ниже 9К, бледно-зеленый прозрачный борацит 
Ni-I при Т<64К, прозрачный (розовый) кристалл ВаMnF4 при Т<25К и другие 
[10, 11]. 

К сожалению, специального экспериментального разделения вращения 
плоскости поляризации на вращение, вызванное эффектом Фарадея, и вращение, 
обусловливаемое естественной оптической активностью, в магнетиках, по-
видимому, пока еще не проводилось. Нет сомнения, однако, в том, что в некото-
рых кристаллах оба эти эффекты сравнимы по величине; следовательно, необ-
ходима и соответствующая теория. 

Большинство нецентросимметричных магнетиков обладают одновременно 
упорядоченными магнитной и электрической структурами [10, 11, 12, 13] и на-
зываются поэтому сегнетомагнетиками. Однако широкие экспериментальные 
исследования сегнетомагнетиков во многом сдерживаются сложностью и разно-
образием их физических свойств и, вследствие этого, слабой разработанностью 
теоретического описания их магнитных и оптических свойств. 

В связи с этим исследуем некоторые особенности уравнения нормалей и 
поляризации собственных волн в кристаллах, обладающих эффектом Фарадея и 
естественной оптической активностью. Но предварительно обсудим симметрию 
материальных уравнений и проведем классификацию кристаллооптических яв-
лений в таких неограниченных средах. 

Будем базироваться на материальных уравнениях общего вида [16] 
(1.2.20) 

HDE αε += −1 , ,DHB βµ +=                           (2.10.1) 

где вследствие частотной и пространственной дисперсии все тензоры могут за-
висеть от частоты ω и волнового вектора k. 

Исключая из (2.10.1) и уравнений Максвелла (2.1.3) векторы D, B, E полу-
чаем волновое уравнение 
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),(, ×××× +−+== − mmmmH βαεµθθ 10                    (2.10.2) 

характеризующие плоские монохроматические волны типа (1.2.13) в линейных 
средах. 

Разложим комплексные параметры ε, µ, α, β на i- и c-тензоры. По определе-
нию, компоненты с-тензора под действием операции обращения магнитной 
структуры 1 изменяют свои знаки на противоположные, а компоненты i-тензора 
остаются неизменными. Из обобщенного принципа Онзагера следует (1.2.23), 
что [120]  ~,~,~

−=  −= = βαµµεε . В областях прозрачности ε=ε+, µ=µ+, α=–β+. 

Поэтому можно записать, что 

,~~,,, оамэоамэ
1 iiii ααβαααηµχε +−=  += ×−=  ×+=− gG          (2.10.3) 

где   =  = ,~,~ ηηχχ оаα – i-тензоры, а αМЭ, ××  gG ,  – c-тензоры 2 ранга, вообще го-
воря, комплексные. Мнимая единица 1i −=  в (2.10.3) выделена для удобства 
так, чтобы в отсутствие диссипации энергии все материальные тензоры стано-
вились вещественными. 

С учетом (2.10.3) оператор θ в (2.10.2) приобретает вид 

,~i мэмэ
ss )( ××××× −−+=−= mmmmQ ααχηθθθ               (2.10.4) 

n.gggnnGQ ])[(    , оаcоаоаоа
~n αα −=⋅++⋅=                  (2.10.5) 

Здесь ss ~θθ =  – тензор, в который дают вклады симметричные части χ, η тензо-
ров 1−ε , µ и тензор αмэ, описывающий магнитоэлектрический эффект. Выделен 
также общий вектор гирации Q, в который вносят вклады антисимметричные 
части тензоров 1−ε , µ  и тензор естественной оптической активности αoa. 

Анализируя симметрийные свойства оператора θ, можем провести класси-
фикацию основных кристаллооптических явлений в линейных неограниченных 
средах. 

Тензоры χ и η – симметричные полярные i-тензоры 2 ранга. Изотропные со-
ставляющие их вносят вклад в средние показатели преломления и поглощения 
собственных волн, а анизотропные составляющие – в анизотропию комплекс-
ных показателей преломления, т.е. в линейное двупреломление и линейный 
дихроизм. Векторы гирации G и g, дуальные антисимметричным частям тензо-
ров 1−ε  и µ соответственно, являются аксиальными с-векторами и приводят к 
магнитному невзаимному вращению плоскости поляризации – к эффекту Фара-
дея, а при наличии поглощения – и к магнитному циркулярному дихроизму. 
Части параметров α и β, инвариантные относительно операции 1, характеризу-
ются несимметричным аксиальным i-тензором 2 ранга αoa, который описывает 
естественную оптическую активность и ей соответствующий циркулярный дих-
роизм. Совершенно новые явления, отсутствующие в классической кристалло-
оптике, характеризует несимметричный аксиальный с-тензор 2 ранга αмэ.  
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Его вещественная часть α'мэ дает вклад в показатели преломления и может 
приводить к невзаимному магнитному линейному двупреломлению или магни-
тоэлектрическому эффекту на оптических частотах, а α"мэ – к соответствующе-
му невзаимному магнитному линейному дихроизму. 

Результаты анализа сведем в таблицу 2. Она представляет собой обобщение 
классификации [136] на случаи линейных поглощающих сред. Как видим, каж-
дый материальный тензор в линейных уравнениях связи (2.10.1) ответственен за 
тот или иной оптический или магнитооптический эффект. Линейное двупрелом-
ление и линейный дихроизм наблюдаются во всех неизотропных средах. В не-
центросимметричных кристаллах возможны также явления оптической активно-
сти и циркулярного дихроизма, в магнетиках – наличие эффекта Фарадея и 
магнитного циркулярного дихроизма. Наконец, в нецентросимметричных маг-
нетиках, кроме всех этих явлений, возможны еще принципиально новые: магни-
тоэлектрический эффект и магнитный линейный дихроизм. 

 
Таблица 2 – Основные кристаллооптические явления  

в неограниченных линейных средах 
 

 
 

N 
п/п 

 
Тен-
зор 

Симметрия 
по пере-
становке 
индексов 

Симметрия 
относи-
тельно 1 

Симметрия 
относи-
тельно 1  

 
Кристаллооптические 

 явления 

1 ηχ ′′,  есть есть есть линейное  
двупреломление  

2 ηχ ′′′′ ,
 

есть есть есть линейный  
дихроизм  

3 gG ′′× ,
 

нет нет есть магнитный циркуляр-
ный дихроизм  

4 gG ′′′′× ,  нет нет есть эффект Фарадея  
5 ОАα ′  нет есть нет оптическая 

 активность  
6 

ОАα ′′  нет есть нет циркулярный  
дихроизм 

 
7 

 

мэα ′  
 
нет 

 
нет 

 
нет 

оптический магнито-
электрический  

эффект  
8 мэα ′′  нет нет нет магнитный линейный 

дихроизм  
 
В прозрачных средах мнимые (χ", η", G", g", α"мэ, α"oa) части материальных 

тензоров обращаются в нуль и исчезают соответствующие им явления поглоще-
ния и дихроизма. 
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Магнитоэлектрический эффект обычно проявляется как возникновение 
магнитной поляризации в средах (магнитоэлектриках) при приложении внеш-
него постоянного или низкочастотного электрического поля и эксперимен-
тально исследовался неоднократно [10, 11, 181]. Наряду с прямым возможен 
также и обратный магнитоэлектрический эффект. Следует ожидать проявления 
спонтанного магнитоэлектрического эффекта и в оптическом диапазоне частот 
[118, 10], хотя экспериментальные данные по магнитоэлектрическому эффекту 
на оптических частотах еще недостаточны. Так, известна работа [230], авторы 
которой трактуют результаты своего эксперимента в антиферромагнитной фа-
зе кристалла RbNiCl3 в пользу наблюдения спонтанного магнитоэлектрическо-
го эффекта в оптическом диапазоне частот, однако такая интерпретация со-
мнительна. С другой стороны, индуцируемый внешним магнитным полем 
магнитоэлектрический эффект, приводящий к невзаимному линейному дву-
преломлению света, наблюдался в кристаллах α-LiIO3 и КDP [188-190]. Свое-
образное проявление магнитоэлектрического эффекта было обнаружено также 
в [191, 192], где в кристаллах Сr2O3 регистрировалось фарадеевское вращение 
плоскости поляризации света, индуцируемое внешним электрическим полем 
(т.н. электрический эффект Фарадея). Недавно сообщалось [88, 89], что в по-
лярном ферримагнетике GdFeO3  при приложении магнитного поля наблюда-
лось изменение оптического поглощения и изменение двупреломления при об-
ращении направления распространения света в нем. Авторы называют эти 
явления проявлением оптического магнитоэлектрического эффекта. 

Аксиальный с-тензор 2 ранга α i k,, описывающий магнитоэлектрический 
эффект, инвариантен относительно 1 ′ . Кристаллы, в состав точечных групп 
симметрии которых входит комбинированная операция 1 ′ , называются цен-
троантисимметричными. Поэтому в таких кристаллах разрешен магнитоэлек-
трический эффект. Действительно, классический магнитоэлектрический эф-
фект наблюдался [24] в кристаллах трирутила Fe2TeO6 (TN=219K, магнитная 
симметрия – 4 z /m'm'm' ) ,  в Cr2TeO6 (TN = 105K, симметрия – m'mm). К цен-
троантисимметричным антиферромагнетикам также относятся ортофосфаты 
лития LiMPO4  (M=Mn, Ni, Co), которые обладают [24] магнитной симметрией 
соответственно m'm'm', mm'm, mmm'. Отметим еще кристаллы V2WO6  и Cr2WO6  
(симметрия – m'mm). Магнитоэлектрический эффект возможен [24] также в 
фосфатах (DyPO4 и др.) и ванадатах (GdVO4 и др.) редких земель. При низких 
температурах (ТN ~ 3K) в ортоалюминатах GdAlO3, DyAlO3, TbAlO3 (симметрия 
– m'mm) также был зарегистрирован магнитоэлектрический эффект. 

Понятно, что во всех средах, где регистрировался обычный магнитоэлек-
трический эффект, возможно проявление также и магнитоэлектрического эф-
фекта на оптических частотах. 

Вместо (2.10.1), (2.10.3) для описания оптических явлений в магнитоупо-
рядоченных кристаллах можно было бы пользоваться также материальными 
уравнениями вида (1.2.1). 
                                        HBEkED =γ+ε= ,)(i .                              (2.10.6) 
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При этом, как следует из принципа симметрии кинетических коэффициентов, 
материальные тензоры не обладают симметрией по индексам i и j: 
                                   ,s

ijk
a
ijkjk

a
ij

s
ijij

iii γγγεεε +=,+=                       (2.10.7) 

где надстрочный индекс (a)s означает (анти)симметрию тензоров по переста-
новке индексов i и j. Здесь также выделена явно мнимая единица i, чтобы в не-
диссипативных средах i-тензоры ε s  и γ a  и с-тензоры ε a  и γ s  были веществен-
ными. В поглощающих же средах симметричные и антисимметричные части 
тензоров ε и γ становятся, вообще говоря, комплексными. Их вещественные и 
мнимые части будем помечать, как и ранее, одним и двумя штрихами соответ-
ственно. Теперь можно записать классификацию основных оптических явле-
ний в поглощающих магнитоупорядоченных кристаллах, выражающихся через 
тензоры ε и γ в (2.10.6). 

Обычные i-тензоры ε s′ и γ а'  характеризуют соответственно обратимые 
линейное двупреломление и оптическую активность, а ε s′' и γ а′' – соответст-
венно обратимые линейный дихроизм и циркулярный дихроизм. В то же время 
c-тензоры ε а′ и γ s ' описывают соответственно невзаимные циркулярное дву-
преломление (эффект Фарадея) и линейное двупреломление. ε а′' и γ s′' характе-
ризуют соответственно невзаимные магнитный циркулярный дихроизм и маг-
нитный линейный дихроизм. Перечень основных оптических явлений для 
прозрачных сред приведен в [117], на поглощающие среды эти результаты бы-
ли обобщены в обзоре [54]. 

Невзаимное линейное двупреломление, представляемое тензором 3 ранга 
γ s', введенное впервые в [117], было названо гиротропным двупреломлением. 
Затем в [118] было показано, что гиротропное двупреломление определяется 
пространственной дисперсией электрических, магнитных и перекрестных, т.е. 
магнитоэлектрических свойств среды. Тензор γ s', симметричный по переста-
новке двух индексов, в общем случае содержит 18 независимых из 27 компо-
нент. 8 компонент из них описывают оптический магнитоэлектрический эф-
фект, а 10 – квадрупольный вклад в электрическую поляризацию среды.  

Взаимосвязи между подходами (2.10.1) и (1.2.1) затем обсуждалась в ли-
тературе [121, 95, 16]. Не останавливаясь подробнее на этом вопросе, мы отме-
тим только, что, наряду с достоинствами (простотой), материальные уравнения 
(1.2.1) обладают и определенными недостатками. Основной из них – при ис-
пользовании (1.2.1) для сред с пространственной дисперсией нужно менять 
стандартные граничные условия для векторов поля, о чем впервые сказано в 
работах [118, 95]. Кроме того, в частности, уравнения (1.2.1) не могут описы-
вать магнитоэлектрический эффект в статических полях. Наконец, уравнения 
(2.10.1) имеют одинаковый вид во всех инерциальных системах отсчета, что 
позволяет их записать в ковариантном 4-виде (1.3.18). Этого нельзя сказать об 
уравнениях (1.2.1).Поэтому далее мы будем пользоваться линейными матери-
альными уравнениями связи (2.10.1). 

Отметим, что в настоящее время детально разработана теория распростра-
нения света в оптически активных немагнитных средах [21, 16, 18, 19], кри-
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сталлооптические свойства бианизотропных магнетиков без оптической ак-
тивности и магнитоэлектрического эффекта рассматривались в [16, 157, 193]. 
Ряд вопросов распространения излучения в различных линейных средах обсу-
ждались также в работах [10, 191, 192, 194, 195]. 

Возвратимся теперь снова к волновому уравнению (2.10.2) и обсудим во-
просы вычисления показателей преломления и поляризации собственных волн 
в линейных средах на его основе. 

Вычисляя инвариантным методом detθ≡ |θ|, после преобразований нахо-
дим уравнение нормалей  
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Здесь выделен явно показатель преломления n в векторах рефракции 
m=nn; коэффициенты ai равны [179]: 
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Как видим, получили полное уравнение четвертой степени относительно 
показателей преломления собственных волн n. Два корня соответствуют све-
товым волнам, движущимся в одном направлении, два остальные – в противо-
положном. Присутствие коэффициентов а1 и a3 означает невзаимность распро-
странения света. Эта невзаимность исчезает, а уравнение нормалей (2.10.6) 
сводится к биквадратному в следующих основных случаях: а) α=β=0 , т.е. в 
средах без магнитоэлектрического эффекта и оптической активности; б) при 
отсутствии магнитной структуры, т.е. когда βαµµεε ~,~,~ =   =   = . 

Уравнение же нормалей относительно нормальных xi компонент векторов 
рефракции m i =b+x i q  проще всего получить из (2.10.6), (2.10.7) следующей 
[179] перенормировкой параметров: 

.,, µβαµµεβββεααα +−−=→−=→−=→ ××−××− bbbb н
1

н
1

н      (2.10.8) 

При этом наклонное распространение света относительно границ раздела сред 
формально сводится к нормальному падению. 

Как и для бианизотропных сред, физически выделенным является базис 
{e1, e2, e3}={a1, [qe1], q}, где q – нормаль к границе раздела. Оценки показыва-
ют, что в этой системе координат диагональные компоненты θii оператора θ –
порядка единицы, тогда как недиагональные θij (i≠j) – порядка анизотропии 
и/или гиротропии. Учитывая это, представим уравнение нормалей |θ |=0  в 
форме [179] 

g,3322112211 ≡||−= θθθθθθ /                                     (2.10.9) 
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удобной для решения методом итераций, так как g – порядка квадрата анизо-
тропии, а компоненты θ11, θ22 являются квадратными трехчленами относитель-
но xi. 

Другие итерационные методы решения уравнений нормалей типа (2.10.6) 
обсудим в следующем параграфе, а сейчас перейдем к поляризации собствен-
ных волн. Так как в (2.10.2) |θ|=0, то 

fH θ|| ,                                              (2.10.10) 

где f- некоторый произвольный вектор (fn=0). Явного выражения для Н не 
приводим из-за его громоздкости. 

Теперь рассмотрим прозрачные магнитные кристаллы без магнитоэлек-
трического эффекта и с µ=1, т.е. среды, обладающие одновременно естествен-
ной (оптическая активность) и магнитной (эффект Фарадея) гиротропией. 
Уравнение нормалей (2.10.6) при этом упрощается: 
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Возьмем в качестве f  в (2.10.10) векторы o

±h  соответствующего волнового 
уравнения (2.6.5) без учета гиротропии. Тогда поперечные составляющие ⊥

±H  
векторов Н± собственных волн равны [196, 197] 
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Отметим следующие [178, 179] существенные отличия в поляризации соб-
ственных волн по сравнению с магнетиками без оптической активности. 

А. Угол между главными осями эллипсов поляризации двух собственных 
волн не равен π /2, а отличается на малую величину )( oo

−+ − nn/Q~ 2ϕ∆ , где Q и 
o

+n , o

−n  - параметры гиротропии и анизотропии соответственно. 
Б. В (2.10.12) последнее слагаемое справа значительно меньше остальных. 

Поэтому обычно с достаточной точностью можно считать, что [196] 
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Это означает, что эллиптичности +γ  и −γ  собственных волн различны по вели-

чине и для большинства направлений в кристалле )(  n n/~ oo
−+± +nQγ  [178]. Для 

немагнитных сред с оптической активностью аналогичный вывод был ранее 
сделан в [19, 16]. 

В. Вдоль линейных осей ci (2.1.6) в кристаллах низших сингоний поляри-
зация векторов В и D не строго круговая, как иногда считают, а отличается от 
круговой на величину порядка Q, даже если не учитывать эффект Фарадея 
[178]. Аналогичный последнему результат был получен ранее для немагнит-
ных кристаллов в [198]. Поскольку в (2.10.11) последний справа член значи-
тельно меньше (nQ)2, то, пренебрегая им, получаем уравнение нормалей 
(2.9.11) в простейшем виде [ 197] 
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Отличие выражений (2.10.13), (2.10.14) от аналогичных, полученных ранее 
[150] для магнетиков без оптической активности, состоит в том, что теперь 
векторы Q± описывают одновременно естественную и магнитную гиротропию 
и зависят от n±. 

Как уже говорилось, гиротропия, вследствие ее слабости по сравнению с 
анизотропией, отчетливо проявляется обычно лишь вдоль и вблизи оптических 
осей ci. Известны, однако, одноосные естественно активные кристаллы, в ко-
торых на некоторой частоте ωi тензор χ становится изотропным, и гиротропия 
может проявляться в "чистом виде". В работе [199] проводилось теоретическое 
изучение явлений оптического вращения в таких ε-изотропных кристаллах, 
обладающих естественной оптической гиротропией и фарадеевским вращени-
ем плоскости поляризации (за счет внешнего магнитного поля h). В [199] нами 
также была отмечена возможность взаимной компенсации оптической актив-
ности и эффекта Фарадея, при которой кристалл должен вести себя как изо-
тропная среда. Такая компенсация затем действительно наблюдалась в [200, 
201] . 

В [199] предложен также метод измерения всех компонент тензора эффек-
та Фарадея η  (G=ηh ) в ε-изотропных кристаллах. Предсказано [199], что в 
кристаллах классов 6 6, ,44,,33,  при взаимно перпендикулярных n, h и с 
должен наблюдаться чисто поперечный эффект Фарадея, обусловленный толь-
ко одним параметром η3, характеризующим антисимметричную часть тензора 
η. Поперечный эффект Фарадея также обсуждался в [200] и затем эксперимен-
тально наблюдался [201] в кристалле CdGa2S4  (класс 4 ). 

Итак, в данном разделе представлена симметрийная классификация ос-
новных кристаллооптических явлений в неограниченных линейных средах. 
Предложено [179] уравнение нормалей (2.10.6), (2.10.7) в инвариантной форме. 
Для прозрачных магнетиков без магнитоэлектрического эффекта и c µ=1  най-
дены [196, 197] упрощенные выражения (2.9.13) и (2.9.14) для показателей 
преломления и поляризации волн. 

B ε-изотропных кристаллах нами была отмечена [199] возможность вза-
имной компенсации естественной и магнитной гиротропии. Предсказан также 
[199] поперечный эффект Фарадея, обусловленный антисимметричной частью 
η. 

Эти предсказанные явления получили затем экспериментальное подтвер-
ждение [200, 201]. 

2.11 Итерационные методы решения уравнения нормалей в 
линейных анизотропных и гиротропных средах 

В кристаллооптике анизотропных и гиротропных сред важную роль игра-
ет уравнение нормалей для векторов рефракции собственных волн. Относи-
тельно нормальных xi компонент векторов рефракции m i  (2.9.1) уравнение 
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нормалей является, вообще говоря, полным уравнением четвертой степени ви-
да [16, 92] 

.0axaxaxax)x(f 01
2

2
3

3
4 =++++=                        (2.11.1) 

В простейшем случае изотропных сред коэффициенты a 1 =a 3 =0, а корни урав-
нения (2.11.1)  x1=x2=–x3=–x4=–x0 . При наличии же анизотропии  и гиро-
тропии, как правило, все  a i≠0 . Решение полного уравнения 4 степени (2.11.1) 
может быть найдено в радикалах, однако ввиду громоздкости такого аналити-
ческого решения актуальной задачей остается поиск эффективных итерацион-
ных методов вычисления корней уравнения нормалей (2.11.1). 

Прежде всего оценим порядки величин, входящих в (2.11.1). Коэффициен-
ты a1, a3 – порядка α, что далее будем обозначать как x i~1 , a 1 ~a 3 ~α .  Обычно 
α~10 -2÷10 -5, поэтому это обстоятельство естественно использовать. В преды-
дущем разделе мы реализовали идею о целесообразности выделения в уравне-
нии нормалей двух множителей, дающих приближенные значения корней, для 
бианизотропных сред. Обобщим такой подход и распространим его на линей-
ные анизотропные и гиротропные среды общего вида (2.11.1) 

Путем тождественных преобразований, следуя [202], можно представить 
уравнение нормалей (2.11.1) в следующих формах: 
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Все четыре (2.11.2)-(2.11.5) найденные нами формы уравнения нормалей име-
ют одинаковую структуру, а именно: h(x)=g(x). Левые части h(x) представ-
ляют собой произведение двух квадратных трехчленов. Можно непосредст-
венно по теореме Виета убедиться, что правая часть g(x) каждого из 
уравнений (2.11.2)–(2.11.5)весьма мала, т.е. g~α2. Пусть корни функции h(x) 
равны  (i=1, 2, 3, 4), причем , тогда уравнение h(x)=g(x) можно представить в 
виде (2.9.6) и находить корни по итерационной формуле (2.9.7). Поскольку 
g(x)~α2, g' (x )~α2 , то φ '(x)~α2, т.е. итерационная формула (2.9.7) снова обла-
дает обязательной быстрой сходимостью ~α, даже для кратных корней. В ка-
честве начальных значений корней можно взять, например,  ±(a 0 )1 / 4   или  ±(-
a2 /2 )1 / 2 . 

Все корни общего уравнения нормалей (2.11.1) можно вычислить также по 
следующей итерационной формуле 

,a2x4/axx4/axxx 20 0
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где 2
0x =–a 2 / 2 . Так как здесь φ ' (x )~α ,  то снова имеем быструю сходимость 

порядка α.  
Весьма эффективным является следующий подход. Согласно Феррари 

[203] , решение уравнения 4 степени можно свести к решению кубического и 
двух квадратных уравнений. Анализ показывает, что корень  кубической ре-
зольвенты уравнения (2.11.1) легко вычисляется по следующей [116] итераци-
онной формуле 

,][ 1/2
0

2
0 /bcay +=                                          (2.11.7) 

обладающей быстрой линейной сходимостью ~α2. Здесь, для краткости, вве-
дены обозначения 
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Найдя параметр 2
0y  по расчетной схеме (2.11.7), сразу можем определить 

все корни: 

.yc/b/4a-b/4a-bx 1/22
0

2
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Нами осуществлялось численное моделирование решения уравнений нор-
малей 4 степени (2.11.1) с вещественными корнями по итерационной формуле 
(2.11.6), а также уравнения (2.11.5) по итерационной формуле (2.9.7). Даже при 
большой анизотропии кристалла уже пятая итерация всегда дает результат, не-
зависимо от кратности корней, с восьмью верными значащими цифрами. 

Известно, что для кратных корней итерационной формуле касательных 
Ньютона и метод обратной квадратичной интерполяции [180] обладают очень 
медленной  (С~1/2) сходимостью. 

Численные расчеты показали, что даже итерационная формула  
])[( fff/ffxx 2 ′′−′′−=   [180], теоретически всегда обладающая квадратичной 

сходимостью, практически в случае кратных корней дает результат, в котором 
из 8-ми значащих цифр – только 4 верные. 

Наилучшим показал себя метод (2.11.7) – (2.11.9), который дает практиче-
ски точные значения всех четырех корней. 

Таким образом, для линейных сред предложены [202] 4 новые формы 
уравнения нормалей (2.11.2)-(2.11.5), позволяющие использовать итерацион-
ной формуле (2.9.7) с быстрой сходимостью ~α. Найдены [116] также итера-
ционной формуле (2.11.6) и (2.11.7), обладающие устойчивой сходимостью 
~α; и ~α2 соответственно, что подтвердили численные расчеты. 
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3 РАСПРОСТРАНЕНИЕ СВЕТА  

В МАГНИТОУПОРЯДОЧЕННЫХ КРИСТАЛЛАХ 

3.1 Тензоры показателей преломления и импедансов  
в линейных средах. Нормальное падение 

Совместное проявление анизотропии, гиротропии (естественной и вынуж-
денной), поглощения на особенности распространения собственных плоских 
монохроматических электромагнитных волн в немагнитных средах изучено в 
настоящее время с помощью эффективных прямых тензорных методов в тео-
ретическом плане достаточно широко и изложено в фундаментальной моно-
графии [16]. 

Как известно [8, 54, 50], оптические свойства магнитоупорядоченных кри-
сталлов обычно достаточно хорошо приближенно описывают одним эффек-
тивным тензором диэлектрической проницаемости, полагая μ=1. В радио- и 
СВЧ-диапазонах частот эти же кристаллы можно характеризовать тензорной 
магнитной проницаемостью μ и скалярной ε. В промежуточных областях спек-
тра, когда электро- и магнитодипольные переходы сравнимы по интенсивно-
сти, ε и μ одновременно становятся тензорами, т.е. тогда такие среды являют-
ся, вообще говоря, бианизотропными. Например, бигиротропные оптические 
свойства проявляют многие ферриты-гранаты в ближней инфракрасной облас-
ти спектра [54, 11, 55, 9, 128 ]. 

В нецентросимметричных магнетиках возможны также явления оптиче-
ской активности и магнитоэлектрического эффекта. Отметим, что теоретиче-
ское изучение влияния магнитоэлектрического эффекта на оптические свойст-
ва кристаллов проводилось ранее в [136, 137, 195, 10], однако при этом не 
учитывались одновременно более ярко выраженные возможные явления фара-
деевского вращения и естественной оптической активности. Поэтому необхо-
димо дальнейшее изучение распространения света в линейных средах, обла-
дающих всеми видами анизотропии, гиротропии и поглощения. Частично этот 
вопрос обсуждался нами в разделах 2.9 и 2.10, где инвариантным методом рас-
сматривались собственные плоские гармонические волны. (Под собственной 
волной мы понимаем такую волну, поляризация которой не изменяется по ме-
ре распространения ее в безграничном однородном кристалле). 

Понятие собственных волн является весьма полезным и играет большую 
роль в теоретической кристаллооптике. Вместе с тем часто целесообразно 
также использовать формализм, в котором сумма двух собственных монохро-
матических плоских волн в кристалле рассматривается как одна несобственная 
волна, поляризация которой уже зависит от z и непрерывно трансформируется 
с расстоянием. 

В связи с этим в настоящем разделе с помощью операторных методов [16, 
193, 135, 97, 98] изложим феноменологический подход к изучению несобст-
венных плоских монохроматических световых волн в поглощающих нецентро-
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симметричных магнитоупорядоченных кристаллах, обладающих также эффек-
том Фарадея, оптической активностью и магнитоэлектрическим эффектом. 

Как и ранее, будем исходить из линейных материальных уравнений связи 
вида [179] (2.10.1). Исследуем сначала плосковолновые решения уравнений 
Максвелла, удовлетворяющие уравнениям связи (2.10.1) при нормальном рас-
пространении света к границам линейных однородных сред. 
Будем полагать, что заданы тензорные характеристики μ, ε, α, β сегнетомаг-

нитной линейной среды и направление q распространения света в ней, а необ-
ходимо рассчитать преобразование поляризации и амплитуды по мере прохо-
ждения световой волны через кристалл, т.е. решить прямую задачу 
кристаллооптики. Для электромагнитных несобственных изонормальных волн 
вида 

rqFrF ⋅== ω− z,e)z(t),( ti                                    (3.1.1) 

уравнения Максвелла принимают форму 

.c/k,ik/dzd,ik/dzd 000 ω=== ×× BEqDHq --                     (3.1.2) 

В (3.1.1) F=(Н,  В,  Е,  D),    q – единичный вектор нормали вдоль оси z по на-
правлению распространения волны (3.1.1). 

Исключая неизвестные D и В из (3.1.2) с помощью (2.10.1) имеем 

,zбikd/dzеzik 0
1

0 )())(()( HqE += ×−                               (3.1.3) 

).z(dz/dikdz/zd 0 HqEq )]([))(( ×× = µβ                         (3.1.4) 

Для тангенциальных составляющих векторов E(z) и H(z) системы уравне-
ний (3.1.3), (3.1.4), лежащих в фазовой плоскости волны и необходимых при 
решении граничных задач, будем искать решения в виде [157, 193, 97]: 

,)()( 0ez zNik0
ττ HH =                                          (3.1.5) 

,)()]([ zгz τHEq =                                          (3.1.6) 

где N – планарный (det N≡|N|=0) тензор показателей преломления, а γ – тензор 
импеданса; ××== qqHH -II ,τ . 

Прямые тензорные (или операторные) методы [92, 16, 204, 205] показали 
высокую эффективность при решении многих задач кристаллооптики. Полу-
чаемые с их помощью инвариантные соотношения не зависят от выбора сис-
темы координат и компактно и наглядно представляют различные функцио-
нальные зависимости от тензорных величин, как единых объектов. 
Традиционные же координатные методы, удобные в простых ситуациях, при-
водят к особенно громоздким и запутанным выражениям в общем случае ани-
зотропных и гиротропных сред. C помощью операторного формализма, ис-
пользующего тензоры  γ, N, рассматривались вопросы распространения 
электромагнитных волн в плоскослоистых различных анизотропных и гиро-
тропных средах в [157, 206, 135, 193, 204, 97, 98]. 
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В данном разделе этот операторный формализм (3.1.5), (3.1.6) применим 
для описания распространения света в линейных средах при нормальном и на-
клонном падении света на поверхности их раздела, следуя нашим работам 
[207, 208] (см. также [135, 193]). 

Теперь задача феноменологического описания распространения несобст-
венных плоских монохроматических электромагнитных волн вида (3.1.1) сво-
дится к решению системы двух тензорных нелинейных алгебраических урав-
нений 

γ=+=+ NDгCINBгA )(,)(                               (3.1.7) 

относительно введенных неизвестных планарных тензоров N и γ. 
Разделяя переменные находим искомое тензорное квадратное уравнение 

для вычисления тензора импеданса γ: 

,0CDAB)f( =−γ−γ+γγ=γ                                  (3.1.8) 

где для краткости введены обозначения [207] 

I.D    I,IB    ,C   ,IA -11 −1××−1−××−1 ==−== µαµεβµαβµ qqqq )(         (3.1.9) 

Аналогично, для N - I получаем квадратное уравнение 

0,SRN-N -I-2 =−                                             (3.1.10) 

где N - I – тензор, псевдообратный [193, 97] тензору N;  N - 2≡ (N - I )2 , а тензор-
ные коэффициенты R и S равны [207]: 

./)(

,)/(

qqqqq

qqqq

µµµµαµ

εµβαµ

=+−=

−⋅=
×××

×−×

qq
1-

1
q

-1

 A,IR

I S
                    (3.1.11) 

Выберем некоторую определенную систему координат (x ,y , z ) так, что-
бы ось z была ориентирована вдоль направления распространения волны 
Н (z , t )  (3.1.1), (3.1.5), тогда относительно этой системы величины Hτ(0) и 
Hτ(z) являются двумерными векторами Джонса световой волны в точках z =0  и 
z=z  среды, а выражение ехр ( ik0zN ) представляет собой (2х2)-матрицу Джон-
са [209, 210], причем N – дифференциальная [209, 210] N-матрица Джонса. 
Аппарат векторов и матриц Джонса удобен тем, что две изонормальные собст-
венные волны, распространяющиеся в кристалле, объединяются в одну несоб-
ственную плоскую монохроматическую, причем преобразование поляризации 
последней по мере ее распространения описывается одной матрицей Джонса. 
Формула же (3.1.5) представляет [206, 97] некоторое обобщение идей Джонса 
и содержит все величины в инвариантной (бескоординатной) форме. Знание 
тензоров N и γ дает достаточную информацию для характеристики движения 
светового луча как внутри линейной среды, так и на границах раздела ее с дру-
гими средами. 

Собственные векторы Нτ± и собственные значения n± тензора N, соглас-
но уравнению 
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,0)n-(N = ±± τH                                          (3.1.12) 

имеют непосредственный физический смысл. А именно: Нτ± и n± – тангенци-
альные составляющие векторов поляризации и показатели преломления собст-
венных волн в кристалле соответственно. Следовательно, умножая (3.1.10) 
справа на Нτ±,  получаем сразу волновое уравнение, определяющее характери-
стики собственных волн 

.SnRnI0 2 −−== ±±±±± //, ττ τH                              (3.1.13) 

Показатели преломления п собственных волн удовлетворяют уравнению нор-
малей 0c =)(τ , которое имеет форму [208] 

0.SnSR-RSnS-RnR-n c
-1

ccc
-2

cc
-3

c
-4 =+++ ])([)(                (3.1.14) 

Явный вид коэффициентов уравнения нормалей (3.1.14) нами уже был получен 
(формулы (2.10.6)-(2.10.7)) другим путем. 

Как вычислить тензор показателей преломления N ? Итерационные ме-
тоды решения тензорных квадратных уравнений (3.1.14) и (3.1.10) мы рас-
смотрим позже. Сейчас же заметим, что, найдя показатели преломления n+, n– 
собственных волн из уравнения нормалей (3.1.14), нетрудно по формуле [207] 

,R-nnISnnIN -1-1-I-1 ])([])([ −+−+ ++=                        (3.1.15) 

вытекающей из теоремы Гамильтона-Кэли для планарных тензоров [16], рас-
считать N. 

При n+≠ −n  оператор N можно разложить по поляризационным проекто-
рам 

.−−++ += сnсnN                                       (3.1.16) 

Проекторы ρ±, характеризующие поляризационные параметры векторов Нτ±   
собственных волн и обладающие свойствами [193, 135] 

,m,nI0nnnmnnm ±=,=+  ,==  ,= −+ ρρρρρδρρ qq               (3.1.17) 

можно тогда представить через τ± (3.1.13) следующим образом [207]: 

  )−(= ±± .mm τττρ -I                                          (3.1.18) 

Для сред без магнитной структуры соотношения (3.1.18) эквивалентны соот-
ветствующим выражениям в [206]. 

Вычислив N-I из тензорного квадратного уравнения (3.1.10) или из 
(3.1.15), предварительно решив уравнение нормалей (3.1.14), можно из (3.1.7) 
сразу выразить тензор импеданса 

),( A-NB -II-=γ                                               (3.1.19) 
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необходимый при решении граничных задач, и, согласно (3.1.5), рассчитать 
Нτ(z) в любой точке. Вектор полного поля Н(z) затем выражается через реду-
цированный вектор Нτ(z) 

.])([ (z)/-NI(z) q τµµβ HqqqH ×⋅+=                    (3.1.20) 

Далее, при необходимости, легко находятся и остальные векторы поля 

.,,)( τγαε HBHqDHqE NNN1 =−=+−= ××−           (3.1.21) 

Обсудим теперь некоторые следствия, вытекающие из симметрийных 
свойств оптических тензоров μ, ε, α, β, входящих в материальные уравнения 
(1.2.20), относительно операций пространственной инверсии 1 , обращения во 
времени магнитной структуры 1 и изменения направления распространения 
излучения на противоположное, q→(-q). 

Из определений (3.1.9), (3.1.11) следует, что принцип симметрии кинети-
ческих коэффициентов (1.2.23) накладывает на матрицы A, B, C, D, S, R сле-
дующие ограничения [207]: 

SB.BS~   RB,B R~  ,D~A   ,C~C   ,B~B -I-I =−=−===               (3.1.22) 

В прозрачных средах эти ограничения несколько упрощаются: 

.BSBS   B,RBR   ,DA   ,CC   ,BB -I-I ===== ++++             (3.1.23)  

Подчеркнем, что в отсутствие диссипации энергии γ≠γ+ ,  N≠N + .  Тензор им-
педанса γ становится эрмитовым только при выполнении дополнительного ус-
ловия А+ γА=γ . 

Отметим также, что в поглощающих кристаллах, обладающих оптиче-
ской активностью, с μ=1 и без магнитоэлектрического эффекта также N≠N + . 
Это означает, что в таких средах собственные волны неортогональны, что со-
ответствует положениям работ [16, 19]. Только в прозрачных центросиммет-
ричных средах, у которых  α =β=0 , 

.BNBN,гг I-== ++                                        (3.1.24)  
Рассмотрим взаимосвязь тензорных параметров изонормальных волн с 

противоположными скоростями движения. Уравнение нормалей 0c =)(τ  
(3.1.14) имеет четыре различных корня. Два из них 1/n± являются собственны-
ми значениями тензора N - I  и характеризуют скорости собственных волн Нτ±, 
движущихся в направлении q, а остальные два 1 /n r

±  соответствуют тензору 
(N - I ) r . Индексом r помечены величины для волн, распространяющихся в об-
ратном направлении (-q) . Операторы ρr

±, N r, γ r   получаются из ρ±, N , γ  преоб-
разованиями n±→nr

±.  
Так как замены n±→n r

± формально равнозначны заменам α→–α  либо 
β→–β , либо q→–q , то [207] 

).(−−=   ),(−=−=−−= ±±±± qqqq γγρρ rr   ),( ),( N-N  nn rr          (3.1.25) 
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В кристаллах без оптической активност и магнитоэлектрического эффекта ве-
личины α=β=0  и тогда зависимость операторов в (3.1.25) от q исчезает. В ли-
нейных прозрачных средах в общем случае [207] 

.−==   ,=−=
±±±±

*r*r*rr гг,NNсс   ,nn                     (3.1.26) 

В частности, для прозрачных оптически активных сред без магнитной струк-
туры из (3.1.26) следуют результаты [206]. 

Обсудим вкратце вопрос о невзаимности оптических явлений. Известно, 
что если эффект не меняет знака при изменении направления распространения 
света, то он называется взаимным или обратимым, а в противном случае – не-
взаимным [18]. Невзаимные оптические явления – эффект Фарадея и магнито-
электрический эффект – возможны только в средах с магнитной структурой. 
Иначе говоря, невзаимные эффекты характеризуются с-тензорами, меняющи-
ми знак при инверсии магнитной структуры 1, а взаимные – линейное двупре-
ломление и оптическая активность – i-тензорами. 

Подчеркнем, что свойство невзаимности нельзя связывать со свойством 
явлений накапливаться при прохождении света в прямом и обратном направ-
лениях, что иногда встречается в литературе. Действительно, нетрудно видеть, 
что оптические эффекты, описываемые тензорами μ и ε (линейное двупрелом-
ление и эффект Фарадея), удваиваются при двойном (туда и обратно) проходе 
света через кристалл, а эффекты, характеризуемые тензорами α и β (оптиче-
ская активность и магнитоэлектрический эффект) – компенсируются. Этот вы-
вод соответствует также положениям работы [211]. 

Накапливающиеся эффекты определяются, следовательно, тензорами, 
четными относительно пространственной инверсии 1 , компенсирующиеся – 
нечетными. 

Конечно, необходимо иметь в виду, что в явления эллиптического двупре-
ломления и дихроизма могут вносить вклада как четные– , так и нечетные от-
носительно операций симметрии 1  и 11' тензоры, поэтому в общем случае 
оптические эффекты эллиптического двупреломления и дихроизма будут час-
тично невзаимными и частично компенсируемыми при прохождении света ту-
да и обратно. 

Для операторов показателей преломления N и импедансов γ, характери-
зующих распространение несобственных плоских монохроматических волн 
(3.1.11) в линейных гироанизотропных средах вида (2.10.1) получены [207, 
208] выражения, предложена схема расчета и установлены их симметрийные 
свойства.  

3.2 Тензоры нормальной рефракции и поверхностных  
импедансов в линейных средах. Наклонное падение 

В предыдущем разделе для кристаллов (сегнетомагнетиков), характери-
зуемых линейными материальными уравнениями света общего вида 
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,,1 DHBHDE βµαε +=+= −                         (3.2.1) 

были введены тензоры показателей преломления N и импедансов γ, описы-
вающие распространение несобственных изонормальных монохроматических  
электромагнитных волн в таких неограниченных средах. Теперь используемый 
подход [207] распространим на более сложные случаи наклонного (косого) па-
дения света на границы раздела линейных плоскослоистых сред. Будем следо-
вать работе [208] (см. также [135, 97, 193]). 

Пусть на границу раздела двух линейных однородных кристаллов (сег-
нетомагнетиков), характеризуемую нормалью q (q 2= 1), падает наклонно пло-
ская монохроматическая световая волна. Тогда вследствие отражения и пре-
ломления в обеих средах возникают несобственные электромагнитные волны 
вида [193] 

.tkiexpt), 0 )]-([)(( ωbrrFrF =                                (3.2.2) 

Выражение (3.2.2) объединяет обе собственные плоские монохроматические 
световые волны с различными показателями преломления n± и одинаковыми 
тангенциальными составляющими  b= I ·m i  их векторов рефракции mi. Здесь 
векторы поля  ckI,,, 0 /,),( ω=−== ××qqBDHEF ,  ω – частота. 

Будем рассматривать световые волны типа (3.2.2), зависящие от одной ко-
ординаты  z =qr , возникающие также и в более общих ситуациях плоскослои-
стых линейных сред. При этом уравнения Максвелла принимают форму  

,, BEDH 00 ikik =∇=∇ ××                               (3.2.3) 

где оператор ×∇  сводится к выражению [193]    .)( ××× +=∇ bq 0ikd/dz  

С помощью (3.2.3), (3.2.3а) исключим из уравнений связи (3.2.1) перемен-
ные D и В. После некоторых выкладок получаем в матричной форме систему 
уравнений 
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                (3.2.4) 

относительно неизвестных амплитуд Н(z) и E(z) векторов поля, где введены 
обозначения [208]: 

.,, нннн bbbb αβµµεββεαα ××−1××−1 −−=−=−=         (3.2.5) 

Известно, что вопросы косого распространения света относительно гра-
ниц раздела анизотропных сред разработаны значительно слабее, чем нор-
мального. Это объясняется возрастающей громоздкостью расчетов, особенно 
существенной при использовании координатного метода. Осуществленная в 
(3.2.5) перенормировка параметров устанавливает взаимно однозначное соот-
ветствие μ↔μ н , ε↔ε , α↔αн , β↔β н   между вышеприведенными уравнения-
ми (3.2.4) для наклонного падения излучения и (3.1.3), (3.1.4) из раздела 3.1, 
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характеризующими нормальное падение. Этот изоморфизм между структура-
ми двух систем уравнений позволяет для косого падения непосредственно ис-
пользовать подход и многие результаты из раздела 3.1. При этом переход к 
случаю нормального падения осуществляется "автоматически". 

Для тангенциальных составляющих векторов Е(z) и H(z) системы (3.2.4), 
параллельных плоскостям раздела сред, будем искать решения в виде [193, 97] 

;),()()( HHHH фф I0Nzikexpz 0 ==τ    ),()( zz фHEq γ=×               (3.2.6) 

где N – нормальный тензор показателей преломления для наклонного падения 
или, иначе, тензор нормальной рефракции [193] а γ – тензор поверхностных 
импедансов. 

Теперь (3.2.4) после некоторых выкладок приводится к следующей форме 
[208] 
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где Ŷ – блочная (2×2)-матрица 
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Умножая (3.2.7) слева на  







×q0

0I
, находим систему линейных уравнений 

INBA =+ )( γ ;    γγ =+ NDC )(                             (3.2.9) 

относительно введенных неизвестных γ и N, в которой планарные тензоры A, 
В, С, D являются компонентами блочной матрицы, входящей в уравнение 
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                                      (3.2.10) 

Отсюда, разделяя переменные в (3.2.9), получаем квадратные уравнения отно-
сительно неизвестных тензоров поверхностных импедансов γ и нормальной 
рефракции N 

,0C-D-ABf =+= γγγγγ )(                             (3.2.11) 

0,S-RN-NNf -I-2-1
1 ==)(                                 (3.2.12) 

где, для краткости, введены обозначения   A).DB-B(CSBDBAR -1-I =+= ,  
Видим, что уравнения (3.2.11), (3.2.12) для введенных операторов поверх-

ностного импеданса γ и тензора нормальной рефракции N совпадают по форме 
с выражениями (3.1.8) и (3.1.10) соответственно, причем тензорные коэффици-
енты A, B, C, D, R, S выражаются через величины αн,  βн,  μн,  ε  (3.2.5) точно 
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так же, как в (3.1.9) с учетом перенормировок (3.2.5). Поэтому большинство 
соотношений (3.1.3)-(3.1.21) после перенормировки оптических параметров 
(3.2.5) справедливы и для наклонного падения света, может несколько менять-
ся только физический смысл тех или иных величин. Например, собственные 
значения n -1=vn/c тензора N -I  пропорциональны нормальным составляющим 
vn собственных волн при косом падении света на кристалл. 

В классической схеме кристаллооптики из уравнения нормалей сначала 
находят показатели преломления, а затем поляризации собственных волн, а 
потом решают соответствующие граничные задачи. Преимущество используе-
мого здесь операторного формализма состоит, в частности, и в том, что для 
нахождения тензоров N и γ необязательно предварительно искать скорости и 
поляризации собственных волн. Эти промежуточные расчеты можно исклю-
чить, сразу из (3.2.11), (3.2.12) вычисляя матрицы N и γ. Следует отметить, что 
операторный формализм детально разработан Л. М. Барковским и изложен в 
монографиях [97, 98]. 

Перейдем  теперь к рассмотрению итерационных методик расчета тензо-
ров N-I и γ из уравнений (3.2.11) и (3.2.12). Попутно заметим, что в общем слу-
чае уравнение нормалей – полное уравнение четвертой степени – также прихо-
дится решать приближенными методами. 

В [193, 204] для решения тензорных квадратичных уравнений типа 
(3.2.11), (3.2.12) была предложена итерационная формула 

,I-
n

I-
1n RNSN +=+                                       (3.2.13) 

использующая малость R (R – величина порядка анизотропии α) и обладающая 
устойчивой линейной сходимостью. Однако при расчетах по (3.2.13) при из-
влечении квадратных корней из планарных матриц существуют определенные 
трудности, обусловленные тем, что такой корень имеет, как правило, четыре 
различных значения. Поэтому на каждой итерации приходится привлекать до-
полнительные физические соображения для их выбора. 

Чтобы устранить необходимость извлечения квадратных корней из мат-
риц в (3.2.13), можно применить следующую итерационную формулу [207] 

,)( 2NRNSN -I
nn

-I
1n /++=+                                   (3.2.14) 

представляющую собой тензорный аналог алгоритма Герона для извлечения 
корня. 
Итерационные схемы (3.2.13) и (3.2.14) обладают одинаковой линейной схо-
димостью порядка α. Однако расчеты по формуле (3.2.14) несколько проще, 
поскольку требуют лишь вычисления псевдообратных матриц, выполняемых 
однозначно. 
Можно исключить и операцию псевдообращения матриц, если воспользовать-
ся выражением [207] 

,)( 2NfSNN -I
n1

1/2-I
n

-I
1n /−=+                                  (3.2.15) 
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представляющим собой тензорный аналог итерационной формулы Ньютона с 
фиксированной касательной, взятой в точке ,2RSN 1/2-I

0 /+=  которая является 
более точным приближением к корню, чем S1/2 (погрешность значения N0

- I – 
порядка α2). 

Из (3.2.15) можно найти приближенное значение 

,)( 22RSR-RSS2RSN 2-I /// −−+=                (3.2.16) 

имеющее погрешность порядка α3 и поэтому практически достаточное в боль-
шинстве случаев. 

Вычислив N - I, мы, согласно (3.2.6), знаем Hτ(z).  Тензор импеданса γ про-
ще всего выразить из (3.2.9). Полные же векторы поля Н(z) и E(z) можно найти 
по формулам (3.2.7). 

Нами осуществлялось численное моделирование решения тензорных 
квадратных уравнений типа (3.2.12). Практика показала, что вычислительные 
процессы, проводимые по формулам (3.2.14)–(3.2.15), являются устойчивыми 
и обладают примерно одинаковой обязательной линейной сходимостью. При 
этом значения диагональных компонент тензора N - I имеют сходимость, близ-
кую к квадратичной. Вычислительные процессы по отношению к недиаго-
нальным компонентам матрицы N -I менее устойчивы и обладают более мед-
ленной линейной сходимостью. Численные расчеты показали, что даже при 
большой анизотропии и гиротропии кристалла порядка 10–1 для получения ре-
зультата с восьмью точными значащими цифрами достаточно менее восьми 
итераций. 

Таким образом, операторный формализм тензоров N и γ, введенный в пре-
дыдущем параграфе, путем соответствующей перенормировки (3.2.5) оптиче-
ских тензоров обобщен [208] на случаи косого падения света относительно 
границы раздела двух линейных сред. 
Для вычисления тензора N -I предложены и проверены [208] также две упро-
щенные итерационные формулы, обладающие гарантированной быстрой схо-
димостью ~α и исключающие неоднозначные операции извлечения корней из 
матриц. 
 

3.3 Матрица показателей преломления N и оптические свой-
ства кристаллов 

Кристаллооптические свойства среды для заданного направления волно-
вой нормали q можно, как мы видели, полностью характеризовать планарным 
(qN = N q= 0 ) тензором показателей преломления N. Рассмотрим его свойства 
детальнее. 

В системе координат, где z | |q , комплексная (2×2)-матрица N содержит 
только 4 независимых параметра и поэтому может быть представлена в виде 
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N                                        (3.3.1) 

Здесь комплексные параметры N0, N1, N2, N3 являются коэффициентами разло-
жения N по единичной матрице π0 и спиновым матрицам В. Паули π1, π2, π3 со-
ответственно. Разложение типа (3.3.1) для двумерных матриц частично приме-
нялось в поляризационной оптике и показало свою эффективность [141, 212-
216]. 
Полезно 4 параметра Ni объединить в один четырехмерный вектор-параметр 
[141] 

],,[ N0NN =                                                (3.3.2) 

где N=(N1, N2, N3) – некоторый трехмерный комплексный вектор, N0 – ком-
плексный скаляр. 

Точно так же всякой (2×2)-матрице a можно всегда поставить [141, 216] 
во взаимно однозначное соответствие вектор-параметр [а о ,a ] . Удобство тако-
го формализма, применяемого нами далее, заключается в том, что умножению 
произвольных (2×2)-матриц a и b соответствует простой закон композиции их 
параметров [216, 141] 

 .iba ,ba,b,aab 000000 ]][[]][[ baababba +++==                 (3.3.3) 

Отметим, что имеется тесная связь между 4-вектор-параметрами, действую-
щими в пространстве Пуанкаре, и соответствующими им кватернионами. 
Именно, базисные элементы cj (j=0,1 , . . . ,4 ) кватернионного исчисления вы-
ражаются через спиновые матрицы Паули: π 0 =c 0 ,  π k =-ic k , (k=1, 2,3 ). С дру-
гой стороны, компоненты a0, a1, a2, a3 вектора a= [а о , a ]  в абстрактном про-
странстве вектор-параметров можно также рассматривать как компоненты 
соответствующего 4-спинора. 
Далее будем пользоваться при обращении с (2×2)–матрицами, наряду с обыч-
ной (3.3.1), также формой записи типа (3.3.2). 
Физический смысл матрицы N выяснен нами ранее в (3.1.12). Добавим, что 
собственные значения ее, являющиеся показателями преломления собствен-
ных волн h± в кристалле, в рамках 4-формализма (3.3.2) равны [141] 

.2
0Nn N±=±                                              (3.3.4) 

Здесь величина 

n"in'2nnn 2 ДДД +=−= −+ N                                 (3.3.5) 

характеризует двупреломление и дихроизм, вообще говоря, эллиптические 
[16], причем из физических соображений понятно, что Δn ' отвечает за двупре-
ломление, а Δn" – за дихроизм. Как уже говорилось (3.1.16), матрицу N (при 
n+≠ −n ) можно разложить по проекторам  ρ±. 
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Сравнивая (3.1.16), (3.3.2) и (3.3.4), видим, что в 4-формализме поляри-
зационные проекторы ρ± собственных волн выражаются (при N 2≠0) через N 
следующим образом: 

."',],[ 2N/Nppp/p =+=±=± i21ρ                             (3.3.6) 

Распространение суммарной световой волны (состоящей из двух собст-
венных Н+ и −H ) в кристалле можно описывать, согласно (3.1.5), тензором по-
казателей преломления N. Отсюда видно, что выражение 

],,[ N000d NikNkiD ==                                    (3.3.7) 

записанное в выбранной системе координат, можно интерпретировать как 
дифференциальную или N-матрицу распространения Джонса [217, 210, 218, 
219, 209]. Дифференциальная матрица Джонса Dd  характеризует гиротропию 
и анизотропию оптических свойств среды в плоскости, перпендикулярной на-
правлению распространения светового пучка и пересекающей его в точке z 
[218]. 

Следовательно, матрица показателей преломления N (3.3.1), (3.3.2) с точ-
ностью до несущественного скалярного множителя ik0 совпадает с дифферен-
циальной матрицей Джонса и содержит полную информацию об оптических 
свойствах среды в направлении оси z. Величина k 0N 0 '  является средним набе-
гом фазы суммарной несобственной волны Нτ(z) на расстоянии z=1, а мнимая 
составляющая k0N0" описывает изотропное поглощение света выражением 
ехр ( -k 0 N 0 "z ) . Анизотропная же составляющая ik0N дифференциальной N-
матрицы Джонса (3.3.7) характеризует поляризацию собственных волн, дву-
преломление и дихроизм. 

Джонс [209, 217] произвел параметризацию различных кристаллооптиче-
ских явлений и каждому из 8 вещественных параметров дифференциальной N-
матрицы поставил в соответствие 6 основных типов оптических свойств. 
Именно, N1', N2', N3' согласно Джонсу [209], описывают линейное двупрелом-
ление вдоль координатных осей, линейное двупреломление вдоль биссектри-
сы угла между осями x и y, циркулярное двупреломление соответственно. 
Аналогично, параметры N1", N2", N3" [209] характеризуют линейный дихроизм 
вдоль координатных осей, вдоль биссектрисы угла между x и y, циркулярный 
дихроизм соответственно. Фактически Джонс полагает [209], что в прозрач-
ных средах N "=0 . 

Такая точка зрения стала классической [209, 212, 213, 215] и в той или 
иной мере существует также и в последующих работах [217, 220, 210, 218, 
221]. Например, в [141] вводится комплексный вектор 

,2ki 0Ndbg =+=                                           (3.3.8) 

причем, вслед за автором [209] , также априори считается, что компоненты 
вектора b вносят вклад в двупреломление света, а составляющие вектора d – в 
дихроизм. 
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В частных случаях, например, когда b = 0 , или d=0,  классическая интер-
претация компонент дифференциальной матрицы Джонса Dd, предложенная 
самим Джонсом [209], оказывается применимой. Однако в общем случае это 
неверно. 

Действительно, пусть, например, "', NNdb ⊥⊥   т.е. . Тогда величина g2 
вещественна. При g 2 >0 имеем Δn " = 0, т.е. "чистое" двупреломление, а при 
g 2 <0  будет Δn'=0, т.е. "чистый" дихроизм. Согласно же Джонсу, в обоих слу-
чаях, поскольку b≠0 ,  d≠0 , сосуществуют одновременно двупреломление и 
дихроизм. Последний вывод, сделанный по Джонсу, является, конечно, невер-
ным. 

Из общих соображений ясно, что такие понятия как двупреломление, дих-
роизм и др. должны быть инвариантными характеристиками оптических 
свойств сред вдоль заданного направления. В то же время при повороте сис-
темы координат вокруг оси z на угол ψ вектор N испытывает вращение по ко-
нусу на угол 2ψ вокруг той же оси z, При этом, хотя b и d преобразуются и не-
зависимо, они оба изменяют свои компоненты. Остаются неизменными только 
N0, N3. Отсюда понятно, что различные компоненты дифференциальной мат-
рицы Джонса D d = i k 0 N  в общем случае нельзя однозначно связать с наблю-
даемыми оптическими явлениями, как это часто делается [209, 212, 213, 215, 
217, 220, 218, 221]. Величины N2 и N0, инвариантны относительно поворотов 
системы координат на произвольный угол ψ вокруг оси z. Поэтому, как уже 
отмечалось выше (3.3.5), инвариантными характеристиками двупреломления и 
дихроизма могут служить величины Re 2N  и  Im 2N соответственно. 

Аналогично, по Джонсу [209], компоненты N1, N2 вектора N отвечают за 
линейное двупреломление и линейный дихроизм, т.е. за анизотропию; компо-
нента же N3 – за циркулярное двупреломление и циркулярное дихроизм или, 
по современной терминологии, – за гиротропию. Иначе говоря, согласно [209], 
симметричная часть матрицы N описывает анизотропные свойства среды, а 
антисимметричная – гиротропные. 

Надо отметить, что такая трактовка, ставшая классической [212, 218, 220, 
221], также применима далеко не всегда. Дело в том, что Джонс делал свои 
выводы в [219] на основе анализа немагнитных сред с естественной оптиче-
ской активностью, описывая их уравнениями вида (1.2.1) и полагая также μ=1, 
поэтому его некоторые выводы неприменимы для линейных сред общего вида. 
Например, возьмем прозрачный кристалл, свойства которого характеризуются 
симметричными тензорами ε и μ [92]. Тогда N – несимметричная матрица, ее 
собственные линейные векторы неортогональны. Однако никакой гиротропии, 
вопреки [219], здесь нет. 

Более приемлемой поэтому нам представляется классификация оптиче-
ских явлений, проведенная в разделе 2.9, хотя и она не носит абсолютного ха-
рактера, так как сами понятия анизотропии и гиротропии в общем случае по-
глощающих гироанизотропных сред нельзя определить однозначно. 
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Применим рассматриваемый формализм для описания поляризации собст-
венных волн. В выбранной системе координат векторы Hτ± являются двумер-
ными векторами Джонса и из (3.3.6) следует, что 

),,( 321 ipp1p +±== ±± hHτ                                    (3.3.9) 

где (p1, p2, p3) - комплексные компоненты вектора р (в пространстве 4-вектор-
параметра N). Отсюда следует, в частности, что если N – линейный вектор, то 
собственные волны ортогональны в смысле  0=−+

*hh . 
Известно [222, 215], что для эрмитовой (2×2)-матрицы когерентности 

Φ=<H ·H*> [15,16] квазимонохроматического излучения компоненты (S0, S1, 
S2, S3) вектор-параметра 

Ц2,SS 0 == ][ S                                        (3.3.10) 

имеют прямой физический смысл: они являются параметрами Дж. Стокса. По-
этому в общем случае матрицу когерентности частично поляризованного света 
можно записать в виде 

,2/p1,I ][ s=Φ                                         (3.3.11) 

где I – интенсивность света, р – его степень поляризации (0≤p≤ I).  
Компоненты нормированного вектора Стокса [15,16] 

),( sin2зsin2cos2з  ,cos2cos2з ψψ=s                     (3.3.12) 

поляризованной составляющей светового пучка непосредственно выражаются 
через измеряемые физические характеристики волны: ηγ tg=  – эллиптичность 
волны; ψ – азимут главной оси эллипса поляризации относительно оси х. 

Перейдем к нахождению поляризационных характеристик собственных 
волн. Зная поляризационные проекторы ρ± (3.3.6), можно вычислить нормиро-
ванные параметры Стокса s± собственных мод h±: 

.)']"'([ 2/pppps ′±=±                                      (3.3.13) 

Если же N 2 = 0 , то вместо (3.3.13) следует использовать соотношение 

||][ * 2NNNs /i=± .                                         (3.3.14) 

Итак, на основе произведенной параметризации дифференциальной мат-
рицы Джонса Dd с помощью 4-вектора N = [N 0 , N ] , где N= ( N 1 , N 2 , N 3 ) =  
= N '+ iN " , нами показана [116] ошибочность следующих классических пред-
ставлений Джонса, разделяемых рядом авторов: 1) Вектор N' отвечает за дву-
преломление, а N"– за дихроизм; 2) Компоненты N1, N2 характеризуют анизо-
тропию, а N3 – гиротропию. 

Установлено [116], что двупреломление и дихроизм описываются вещест-
венной и мнимой частями выражения 22 N , а сами понятия гиротропии и 
анизотропии в общем случае поглощающих линейных сред нельзя определить 
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однозначно. Затем поляризационные характеристики собственных волн выра-
жены через векторы N и 2/ NNp = . 

3.4 Интегральная матрица распространения света  
(матрица Джонса) и ее параметризация 

Матрица показателей преломления N и дифференциальная матрица Джон-
са Dd характеризуют локальные оптические свойства среды в заданном на-
правлении. Преобразование же комплексной амплитуды поля излучения на 
конечном расстоянии z можно описывать, согласно (3.1.5), с помощью инте-
грального оператора распространения света D  [157, 97] 

).()( zNikexpzDexpD 0d ==                                     (3.4.1) 

При Δn≠0 , используя спектральное разложение N  (3.1.16), получаем  

],Д)()()([ n/2/sinINN2i2/cosIeD 0
i δδϕ −+=                     (3.4.2) 

где znk0Д=−= −+ ϕϕδ  – сдвиг фаз между собственными волнами. Интеграль-
ный эволюционный оператор D распространения света был впервые записан в 
бескоординатном виде (3.4.2) в [140] для оптически активных сред без магнит-
ной структуры, а затем распространен и на другие линейные среды [116, 97]. 

Наиболее компактную форму интегральная матрица D (матрица Джонса) 
(3.4.2) приобретает в формализме 4-векторов-параметров [223] 

)].(),([],[ 2/sini2/coseDD i
0 δδϕ pD ==                             (3.4.3) 

Отметим, что компоненты двумерной интегральной матрицы D через компо-
ненты своей дифференциальной матрицы Dd выражал впервые еще Джонс 
[209] (см. также [224, 225]). Поэтому в литературе [210, 215-217] двумерные 
матрицы, описывающие преобразование света оптическими устройствами, 
обычно называются "интегральными матрицами Джонса" или просто "матри-
цами Джонса". Конечно, надо иметь в виду, что Джонс вводил свои матрицы D 
и Dd для частных случаев линейных сред без магнитной структуры. Он не учи-
тывал, например, также влияния многократных отражений света на границах 
раздела сред и др. Строго говоря, поэтому (2×2)-матрицы операторов, описы-
вающие эволюцию амплитуд светового излучения, не являются матрицами 
Джонса, а представляют их дальнейшее развитие. Тем не менее, мы, чтобы не 
нарушать терминологию, исторически сложившуюся в литературе по поляри-
зационной оптике, поляризационные (2×2)-матрицы будем также называть 
матрицами Джонса. 

Таким образом, мы параметризовали интегральную матрицу Джонса D 
(3.4.3) с помощью 4-вектора N= [N 0 ,  N ] .  Естественно также производить ее 
параметризацию непосредственно на базе поляризационных параметров волн. 
Пусть тангенциальные составляющие векторов Н± собственных мод задаются 
выражениями (2.2.5), где α и β являются комплексными параметрами. Тогда 
эллиптичности γ± и азимуты ψ± собственных волн равны 
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,)""(,)''( 2/2/th αβψαβγ ±=±= ±±                             (3.4.4) 

что обобщает результаты (2.2.6). При этом вектор p равен: 

).(),( ααββ ch/sh shi ,ch=p                                      (3.4.5) 

В поглощающих кристаллах без оптической активности, магнитоэлектри-
ческого эффекта и при μ=1  величина β"=0 . Именно такие магнитные кри-
сталлы рассматривались в статье [154], где получена матрица D при парамет-
ризации (3.4.5). Как видим, выражения (2.2.5), (3.4.4), (3.4.5) при комплексном  
β  применимы для различных линейных сред. 

Обсудим теперь вопрос о феноменологических условиях прозрачности 
сред. Будем исходить из выражений (3.3.4), (3.3.5). Как уже отмечалось в раз-
деле 3.3, вслед за Джонсом [209] некоторые исследователи ошибочно полага-
ют, что в прозрачных средах N 0 "= 0  и N"=0 , т.е. N – вещественный вектор. 
Из этих предпосылок логически вытекает вывод о том, что для прозрачных 
линейных неограниченных сред матрицы Джонса принадлежат группе SU(2) , 
т.е. матрицы D являются унитарными (DD + =1 ), а их собственные векторы – 
векторы поляризации собственных волн h± ортогональны в смысле  0=−+

*hh . 
Именно такой вывод неявно фигурирует во многих работах в литературе. Явно 
его формулируют, в частности, Р. Шмидер [215] и Х. Такенака [212, 213]. 

На самом деле этот вывод является ошибочным. Нетрудно видеть, что 
прозрачные среды удовлетворяют менее жестким условиям 

., 00N 2
0 ≥=′′ N                                            (3.4.6) 

При этом вовсе не обязательно, чтобы матрица D была унитарной. Например, 
прозрачные анизотропные кристаллы с естественной оптической активностью 
(ε – тензор, α≠0 ). либо бианизотропные (ε и μ – тензоры) среды характеризу-
ются неортогональными [92, 19] собственными волнами h+ и h_. Это означает, 
что даже для однородных неограниченных таких сред матрицы Джонса D не 
будут унитарны. 

Таким образом, условие унитарности DD + =1  матриц Джонса является 
частным случаем менее жестких условий (3.4.6) прозрачности. Что же касается 
условий ортогональности 0=−+

*hh  собственных волн, то они никак не связаны 
с прозрачностью среды. С одной стороны, как мы показали, могут быть про-
зрачные среды, в которых 0≠−+

*hh . С другой стороны, в некоторых погло-
щающих образцах, например в немагнитных негиротропных поглощающих 
кристаллах средних сингоний, собственные волны линейны и ортогональны 
( 0=−+

*hh ) [15, 16]. 
С помощью формализма 4-векторов N =[N 0 ,N ]  естественно формулиру-

ются также условия существования сингулярных оптических направлений в 
линейных средах. 

Условие N 2 =0  описывает сингулярные оптические оси. При этом при 
N = 0  простой структуре матрицы N соответствует изотропная оптическая ось. 
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 Если же 
,, 002 ≠= NN                                            (3.4.7) 

то, в зависимости от характера поляризации собственной волны, имеем анизо-
тропную (линейную, круговую или эллиптическую) сингулярную ось. При 
этом (2×2)-матрица N вырождена и не имеет простой структуры, т.е. не приво-
дится к диагональному виду. 

Интегральную матрицу Джонса D вдоль сингулярной оптической оси про-
ще всего получить путем предельного перехода в (3.4.3). Тогда находим [223] 

].,[ Nzik1eD 0
iϕ=                                              (3.4.8) 

Эквивалентная выражению (3.4.8) формула в 3-формализме была получена в 
работе [157] для поглощающих бианизотропных кристаллов, а затем [97] 
обобщена на другие линейные среды. 

Остановимся на поляризационных характеристиках распространения све-
та вдоль сингулярных анизотропных осей. Можно видеть, что тогда матрица 
(N–N 0 I) является диадой: 

,],[ 3
2

0 2iNIN-N =⋅= hnhh                                  (3.4.9) 

где собственная волна h равна 

32221121 iNNh/hNhh,h +=== ,),(h .                     (3.4.10) 

Формула (3.4.10) пригодна почти всегда, за исключением случая N 2+iN 3=0 . 
Но тогда имеем 

.][, 







=⋅=

00
2N0

0N 2
1 nhh                               (3.4.11) 

Собственная волна h проходит по кристаллу без изменения поляризации, при-
чем вектор Стокса последней вдоль сингулярных анизотропных направлений 
равен 

2
соб /2 ||]"'[ NNNs =                                    (3.4.12) 

Запишем также двумерный вектор поляризации волны Фойгта  

|,|][ * Nhnhh 2zik0ф +=                                  (3.4.13) 

и ее вектор Стокса  

( ) ( ).||")||( 222
00соб

222
0ф zk21/zk41zk2 NNsNs +−−=            (3.4.14) 

Отсюда видно, что вектор Стокса  sф  волны Фойгта очень быстро изменяется 
от –sсоб  до –N "/ |N" |  при 2k 0z |N |=1 , а затем все медленнее, и в пределе при 
z→∞  вектор  sф→sсоб. В итоге главные оси эллипсов поляризации поворачи-
ваются на 90°, а направление вращения меняется на противоположное. 

Таким образом, интегральная матрица Джонса D параметризована с по-
мощью вектора р и представлена [223] в простейшей 4-форме (3.4.3). Предло-
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жен [154] также другой (3.4.5) способ ее параметризации с помощью поляри-
зационных параметров собственных волн. 

В рамках этого формализма записаны векторы поляризации Джонса 
(3.4.13) и Стокса (З.4.14) для волны Фойгта, а также сама матрица (3.4.8) [223] 
вдоль сингулярных оптических осей. 

Показана [116] ошибочность мнения Джонса и ряда последующих авторов 
о том, что для линейных прозрачных кристаллов матрица D является обяза-
тельно унитарной, а ее собственные векторы всегда ортогональны. Сформули-
рованы правильные условия (3.4.6)  прозрачности. 

3.5 Симметрия оптических тензоров и оптических свойств 
направлений 

Понятия кристаллографического направления и его характеристик (по-
лярное, аксиальное, особенное, единичное и т.д.) исторически сложились в 
геометрической кристаллографии при изучении формы кристаллов, процессов 
их роста, явлений возникновения векторов спонтанной поляризации Р и спон-
танной намагниченности М при фазовых переходах. Эти интуитивные понятия 
были явно сформулированы на теоретико-групповом языке Желудевым [226, 
32], а затем распространены Сиротиным и Шаскольской [28] на магнитные 
среды. 

Группа симметрии направления n в кристалле в соответствии с принци-
пом Кюри определяется, согласно [226, 28], следующим образом: 

.цкрн GGG I=                                               (3.5.1) 

Здесь Gкр и Gц – группы симметрии кристалла и цилиндра соответственно, при-
чем последний ориентирован вдоль n, 1,1 ′  – операции пространственной и 
временной инверсий. 

Вследствие анизотропии кристалла его физические, в том числе и оптиче-
ские, свойства зависят не только от Gкр, но и от направления в нем. Поэтому в 
[28] введены важные понятия, как оптические свойства направления в кри-
сталле и группа симметрии оптических свойств направления, обозначаемая 
нами далее GОСН. Под GОСН понимается группа симметрии поляризационных 
характеристик и двупреломления световых волн вдоль заданного направления 
n в кристалле. Авторы работы [28] постулируют, что оптические свойства на-
правлений в кристаллах могут характеризоваться следующими 10 группами 
магнитной симметрии: 

},,22'2',2221'1'22'2',122'2',1'1222  

,2',1'm1,2',21',1'12{Gосн ∞∞∞∞∞=
                       (3.5.2) 

причем 
.GGGG носнцос ⊇=I                                       (3.5.3) 



 83 

Для нахождения групп GОСН в [28] предлагается следующий рецепт: предвари-
тельно по формуле (3.5.1) находится группа направления Gн, а затем из списка 
(3.5.2) выбирается минимальная надгруппа, удовлетворяющая условию (3.5.3). 

Понятие GОСН является, по нашему мнению, весьма полезным, так как по-
зволяет, не решая соответствующего волнового уравнения, сразу по принципу 
Неймана [31] выяснить, запрещен ли симметрией тот или другой оптический 
эффект. Действительно, пусть максимальная группа симметрии, допускающая 
некоторое  k-ое оптическое свойство, равна Gос

(k) Тогда, если 

,GGG ц
(k)
ососн I⊆                                         (3.5.4) 

то, согласно принципам симметрии [29, 31], интересующее нас оптическое яв-
ление в заданном направлении может существовать. Если же (3.5.4) не выпол-
няется, то данное k-ое оптическое свойство направления запрещено симметри-
ей и поэтому отсутствует. В последнем случае отпадает необходимость 
решения соответствующего волнового уравнения. 

Вместе с тем рецепт нахождения групп симметрии GОСН  в [28] предлага-
ется без необходимого обоснования, а сами группы GОСН просто постулируют-
ся. Поэтому вопрос о симметрии оптических свойств направлений требует до-
полнительного изучения. 

Прежде всего отметим, что определение GОСН зависит от выбора матери-
альных уравнений, учета или неучета тех или иных возможных оптических яв-
лений, частотной дисперсии и т.д. 

Для описания линейных оптических свойств кристалла будем исходить 
из линейных материальных уравнений (2.10.1), (2.10.3) общего вида и волно-
вого уравнения (3.1.13). Для простоты пренебрежем поглощением и будем по-
лагать μ=1. Выделяя в тензорах R и S симметричные и антисимметричные час-
ти, получаем, что вдоль заданного направления п возможны следующие 
оптические эффекты – линейное двупреломление, эффект Фарадея, оптическая 
активность, и оптический магнитоэлектрический эффект – характеризующиеся 
соответственно тензорами 

.~,]~[

,,,
××

×××××

=−=

⋅=⋅=−=

nnng
ngnGnnnn

МЭМЭЭOAcOA

OAЭФЛДП

I-IT)(б
iTiTT

ααα

χ
                   (3.5.5) 

Слагаемое +α⋅α nn  в тензоре S (3.1.11) содержит лишь члены второго порядка 
по параметрам α, а его симметрия такая же, как и ε - 1, поэтому достаточно ог-
раничиться обсуждением симметрии тензора ε -1. 

В тензор TЛДП вносит вклад симметричный полярный i-тензор 2 ранга χ, 
существующий во всех средах. Изотропная (скалярная) часть от TЛДП дает 
вклад в показатели преломления, а его девиатор – в TЛДП. Для существования 
линейного двупреломления необходимо, чтобы 1'1222GЛДП ⊆ . Фарадеевское 
вращение описывает аксиальный с-вектор G, симметрия которого I'G 2∞=G , 



 84 

поэтому эффект Фарадея возможен только вдоль магнитных аксиальных на-
правлений. Естественная оптическая активность характеризуется аксиальным  
i-тензором второго ранга αОА,  причем 1'GОА ∞∞⊆ . Вектор естественной гира-
ции g возможен только в нецентросимметричных кристаллах вдоль винтовых 
направлений. Вклад в показатели преломления вносит только симметричная 
часть αОАs матрицы αОА. Антисимметричная же часть αОАа может давать вклад в 
поляризацию полных векторов Е и Н поля [92, 16], что должно проявляться 
при наклонном падении, отражении и преломлении света на границе раздела 
сред. Невзаимное линейное двупреломление света или, по-другому, оптиче-
ский магнитоэлектрический эффект описывает аксиальный несимметричный с-
тензор 2 ранга αМЭ. Интересно, что симметричная αМЭs и антисимметричная  
αМЭа (по перестановке индексов) составляющие тензора αМЭ обладают различ-
ной симметрией: 

.)(;)( '1mбG'12бG as
МЭМЭ ∞⊆∞⊆                        (3.5.6) 

Важно также отметить, что изотропная (скалярная) часть матрицы αМЭ непо-
средственно не дает вклада в линейные оптические свойства сред. 

Тензоры  TЛДП и TМЭЭ описывают линейное двупреломление света, а TОА и 
TЭФ – соответственно естественное и магнитное циркулярное двупреломление. 
При изменении направления распространения света n на (-n)  TОА и TМЭЭ изме-
няют свои знаки, поэтому при прохождении света туда – обратно эти эффекты 
в кристаллах, где могут проявляться в "чистом" виде, должны компенсиро-
ваться. 

Мы видим, что даже без учета тензора μ и поглощения группы симметрии 
GОСН будут более разнообразными, чем предполагалось ранее в [28]. Согласно 
принципам Кюри и Неймана, 

.МЭОАЭФЛДПОСН GGGGG III⊇                           (3.5.7) 

Из (3.4.1) ясно, что в общем случае оптические свойства направления пол-
ностью описываются матрицами D и N , причем D характеризует интегральные 
свойства, а N – локальные оптические свойства направления в данной точке. 
Следовательно, группа симметрии GN  тензора N совпадает с GОСН  [227]: 

SRNОСН GGGG I⊇= .                                        (3.5.8) 

Здесь GR и GS  – группы симметрии матриц R и S соответственно. Так как GОСН 
– двумерные группы в фазовой плоскости, то [227] 

,IОСН GG2 ⊆⊆                                             (3.5.9) 

где GI – группа симметрии оператора проектирования ××−= nnI ,  которая сов-
падает с группой симметрии цилиндра Gц . 

Нетрудно проверить, что полный список групп GОСН,  удовлетворяющих 
ограничениям (3.5.9), содержит 16 предельных и 16 кристаллографических то-
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чечных шубниковских групп и, кроме 10 групп (3.5.2). Он включает следую-
щие классы: 

,m1' ,1'1,12 ∞∞∞ ,,, 121'2  ∞∞∞ ∞∞ ,1' , ,1',m'm, ∞∞∞  
mm21','1mm2,1222 , 2,,1'2,21',12,1'12  222.m'2,m'mm2,  

Следовательно, список (3.5.2) групп GОСН , предложенный в [32], является 
неполным и содержит только третью часть от всех возможных. Это произошло 
потому, что авторы [28] не учли ряд новых линейных оптических эффектов и 
не рассматривают явно уравнения связи. 

Симметрия заданного направления в кристалле, согласно (3.5.1). характе-
ризует общую симметрию всех его макроскопических свойств и определяется 
тензорами различных рангов. Симметрия же линейных оптических свойств 
направления, определяемая соотношениями (3.5.7)–(3.5.9), является обычно 
более высокой, поскольку характеризуется только тензорами 2 ранга. Поэтому 
алгоритм, предложенный в [28] для нахождения GОСН, часто дает более низкую 
симметрию, чем в действительности. Это приводит к ошибочным выводам о 
возможности существования того или иного оптического эффекта. Так, напри-
мер, согласно [28], в кубическом кристалле симметрии 3m1'4Gкр =  вдоль про-
извольного направления, не связанного с элементами симметрии, линейное 
двупреломление света и оптическая активность могут существовать. По нашим 
же рецептам (3.5.7) и (3.5.8) они отсутствуют, как и должно быть согласно 
принципу Неймана [29, 31]. Аналогично, в кристалле гематита, находящегося в 
антиферромагнитном состоянии с группой симметрии m3 , нет спонтанной 
намагниченности, а, следовательно, и магнитной гиротропии. Однако, по [28], 
эффект Фарадея симметрийно разрешен. 

Практически часто необходимо знать, какие из оптических явлений воз-
можны вдоль заданного направления волновой нормали n в кристалле. Реше-
нию этой проблемы была посвящена работа [228]. В [228] для всех 122 шубни-
ковских классов магнитной симметрии было выяснено, какие из тензоров 
оптических свойств (двупреломления, оптической активности, эффекта Фара-
дея, магнитоэлектрического эффекта) отличны от нуля для различных направ-
лений распространения света n. Результаты сведены в 10 таблиц для всех клас-
сов магнитоупорядоченных кристаллов. 

Используя полученные таблицы [228], можно легко определить направ-
ления в каждом из них, вдоль которых наиболее удобно исследовать тот или 
иной оптический эффект, в зависимости от присутствия некоторых других яв-
лений. Такая процедура часто позволяет выделить любой из эффектов (двупре-
ломление, оптическая активность, эффект Фарадея, магнитоэлектрический эф-
фект) в его "чистом" виде. 

Таким образом, нами установлено, что симметрия оптических свойств на-
правления в кристалле определяется симметрией оптических тензоров (3.5.5), 
(3.5.7), совпадает с симметрией тензора N (3.5.8) и поэтому [227] зачастую зна-
чительно выше симметрии самого направления. 
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Показано, что все группы GОСН удовлетворяют условию (3.5.9), а их об-
щее число значительно больше, чем ранее предполагалось. Установлены [228] 
оптические свойства направлений для всех 122 шубниковских классов магнит-
ной симметрии. 

3.6 Матрицы Мюллера 

Преобразование полностью поляризованного излучения анизотропными 
средами описывается с помощью интегрального оператора распространения D 
(3.4.1), который можно представить в инвариантной форме (3.4.2) и в форма-
лизме 4-векторов (3.4.3). 

В более общих случаях квазимонохроматическое световое частично поля-
ризованное излучение можно характеризовать тензором когерентности Φ [15, 
217]. Линейными недеполяризующими*) оптическими устройствами тензор Φ 
преобразуется следующим образом [16]: 

.D0DЦzЦ += )()(                                             (3.6.1) 

Такой инвариантный формализм является компактным и удобным математи-
ческим аппаратом. Он успешно развивался, главным образом, в работах Федо-
рова и Барковского (см., например, [16, 229, 97]). 

Вместе с тем любые тензорные расчеты в конечном итоге производятся в 
некоторой определенной системе координат и, как отмечалось выше, целесо-
образно выбрать ортонормированный базис [ zqhh ||,, oo

−+ ], в котором оператор 
D принимает форму (2×2)-матрицы Джонса. Формализм (2×2)-матриц Джонса 
обычно используют для описания преобразования когерентного и полностью 
поляризованного света. 

Если же свет некогерентен и/или частично поляризован, то традиционно 
его характеристики описывают, наряду с матрицей Ф, также с помощью четы-
рех параметров Стокса, а линейные преобразования последних - с помощью 
вещественных (4×4)-матриц Г. Мюллера [217, 15, 230, 218] 

.1,2,3,4ki,   ;0SMzS kiki == )()(                              (3.6.2) 

Пусть мы имеем недеполяризующий оптический элемент, оптические 
свойства которого в заданном направлении можно характеризовать планарным 
оператором D. Формализмы (3.6.1) и (3.6.2) для недеполяризующих систем эк-
вивалентны. Оператор D, его матрица Джонса D имеют 7 независимых пара-
метров, следовательно, и матрица Мюллера М рассматриваемых устройств 
также из 16 компонент содержит всего 7 независимых [230, 231]. 

                                                        
*) Недеполяризующей системой называется оптическое устройство, которое произволь-

ное полностью поляризованное излучение преобразует также в полностью поляризованное. 
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Несмотря на то, что (4×4)-матрицы Мюллера более громоздки, чем 
(2×2)-матрицы Джонса, применять их часто удобнее. Ведь параметры Стокса 
Sk непосредственно дают поляризационные характеристики [15], в то время как 
в формализме комплексных (2×2)-матриц или инвариантном формализме 
(3.6.1) необходимы еще дополнительные расчеты, чтобы извлечь содержа-
щуюся там информацию. Следовательно, громоздкость матриц М - своеобраз-
ная плата за уменьшение объема расчетов. Самое главное, что для деполяри-
зующих систем формализм (3.6.1) непригоден, и остается лишь формализм 
(3.6.2). Правда, для некоторых процессов рассеяния света Федоровым был 
предложен инвариантный подход с использованием тензора пучка [92, 16]. К 
сожалению, такое инвариантное описание для деполяризующих сред развито 
еще недостаточно. Поэтому будем применять аппарат классических матриц 
Мюллера и векторов Стокса. 

Рассмотрим сначала структуру и свойства матриц Мюллера для недепо-
ляризующих оптических систем (в частности, кристаллических линейных 
сред). Из (3.3.10) ясно, что существует связь между матрицами Джонса D и 
Мюллера M. Связь эта выражалась различными авторами в различных, часто 
громоздких, формах [217, 210, 230, 232, 224, 233, 141, 234]. Мы выразим М че-
рез D, используя  4-формализм. 

Всякому 4-вектору а= [a 0 ,а ]  можно поставить в соответствие дуальную 
блочную (4×4)-матрицу a× соотношением [223] 

.][ 
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,aa 0

0                                       (3.6.3) 

Тогда, как можно показать, матрица Мюллера M выражается через матрицу 
Джонса D следующим простым способом [223]: 

.)(DDM *××=                                              (3.6.4) 

Перемножая матрицы, находим [223]: 
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    (3.6.5) 

Здесь введен трехмерный комплексный вектор-параметр 

,o/DiDq −=                                               (3.6.6) 

характеризующий матрицу Джонса D= [D 0 ,  D ] . 
A. Пусть N 2≠0 . Тогда из (3.4.7) 

.2/tg )(δpq =                                              (3.6.7) 

Почти в таком же виде (3.6.4), (3.6.5) матрица  M  была представлена в работе 
Г. С. Семина [235] на основе использования векторной параметризации груп-
пы Лоренца SO(3,1), разработанной Федоровым [94]. Комплексный вектор-
параметр q параметризует (4×4)-матрицы группы Лоренца, а матрица Мюллера 
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[235] получается из матрицы Лоренца L с помощью унитарного преобразова-
ния с точностью до скалярного множителя: .ULUeM "-2 +ϕ=  

Заметим, что при сопоставлении результатов различных авторов по мат-
рицам Мюллера нужно иметь в виду, что они могут несколько различаться 
вследствие разного определения (по знаку) третьей компоненты s3 нормиро-
ванного вектора Стокса. 

Используемый нами выбор знака s3 и ему соответствующей формы мат-
рицы М такой же, как в работах [224, 233, 230, 232, 16, 210, 212-218]. Встреча-
ются и определения S и М, соответствующие противоположному, чем в (3.3.2), 
(3.3.23) знаку s3: [231, 234, 15, 141, 221, 236]. Поэтому некоторые отличия вида 
(3.6.5) от [235] в знаках некоторых слагаемых объясняются противоположным 
определением знака s3 в [235, 141]. 

Подставляя в (3.6.7) выражение (3.6.5), после некоторых преобразований 
можно получить компоненты матрицы M в виде: 
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Здесь i , k=1, 2 ,3 ; р=р '+ip" .  Эти результаты соответствуют данным, полу-
ченным В. С. Меркуловым [224] для среды, характеризуемой одним тензором 
ε, при заменах δ→2δ,   2φ"→α,   pi', pi"→ξi, ξi". 

В прозрачных средах δ"=φ"=0 и матрица M (3.6.8) упрощается. Если к 
тому же еще и собственные волны ортогональны 0)( *

- =+hh , тогда матрица 
Джонса унитарна (DD+=1), вектор p становится вещественным и вид матрицы 
Мюллера сильно упрощается: 

( ) .sin-cos)cos-(1  M0,  M1,M ikikk00k,00
×+⋅=== ppp δδδ          (3.6.9) 

Отсюда следует, что по мере распространения частично поляризованного 
излучения в такой безграничной однородной среде интенсивность I и степень 
поляризации р света не изменяются. Нормированный же 3-вектор Стокса s све-
тового пучка по мере его распространения прецессирует вокруг оси z по кру-
говому конусу (0).sM(z)s kiki =  
Вид матрицы  M зависит от выбора параметризации вектора р. Возьмем, на-
пример, р в виде (3.4.5), тогда матрица M имеет форму, полученную в [154] (в 
несколько других обозначениях) для поглощающих магнитоупорядоченных 
кристаллов, описываемых одним тензором  ε - 1. Однако ясно, что эта форма 
пригодна [154] также для произвольных линейных сред, если оси x и у системы 
координат ориентировать вдоль биссектрис углов между главными осями эл-
липсов поляризации собственных волн. 

Из (3.3.13) можно выразить p через нормированные векторы Стокса s±  
собственных волн [223] 
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./ )(])[( −++−−+ −++= ss1ssssp                              (3.6.10) 

Тогда получаем еще одну параметризацию матрицы Мюллера. 
Б. Вдоль сингулярных осей N 2 = 0 ; тогда (3.6.4), (3.6.5) остаются в силе, одна-
ко вместо (3.6.6) будем иметь [223] 

.zk0 Nq =                                               (3.6.11) 

В. Как и для D, для матрицы M можно ввести дифференциальную матрицу 
Мюллера соотношениями [210, 218] 

.zMexpM d )(=                                          (3.6.12) 

Можно убедиться, что дифференциальная матрица Мюллера Md суть (cм. [235, 
218, 212]) 
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а ее собственные значения λ1, λ2, λ3, λ4 равны 
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Собственные значения )( zexpн jj λ=    (j=1,2,3,4) интегральной матрицы 
Мюллера M, согласно (3.6.12), равны 

).i(-2exp  ),(-2exp 3,41,2 '""" δϕνδϕν ±== m                      (3.6.15) 

Пусть Δn≠0 , тогда спектральное разложение матрицы M линейного недеполя-
ризующего кристалла имеет вид 

.eeeeeM -i
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"-"-2 )( '' δδδδϕ ρρρρ +++= 1                      (3.6.16) 

Здесь коэффициент 00
"-2 Nzk"e ′′=ϕϕ где, , описывает изотропное поглощение. 

Поляризационные проекторы ρ1 ,ρ2, ρ3, ρ4 матрицы М выражаются через 
поляризационные проекторы ρ± (3.3.6) и собственные 4-векторы ~

ii S,S  матри-
цы M следующим образом: 
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Здесь ρ×± – (4×4)-матрицы, дуальные 4-векторам ρ±. Точка между S и ~S  озна-
чает их прямое произведение, т.е. ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 – диады. Параметры S1, S2, S3, S4 – 
правые собственные 4-векторы матрицы M, которые имеют вид 
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Вещественная матрица Мюллера определена в комплексном линейном 4-
векторном пространстве. Мы определили косоугольный прямой (S1, S2, S3, S4) и 
взаимный )( ~

4
~
3

~
2

~
1 S,S,S,S   базисы. Определили операции сложения 4-

векторов, а также 2 типа их умножения: векторное (3.3.3) и прямое тензорное 
или диадное (3.6.17). Векторы iS и ~

iS  являются ко- и контрвариантными 4-
векторами соответственно, поэтому iS  переходят в ~

iS  при изменении знаков 
их векторных частей. Отметим еще, что 4-векторы прямого и взаимного базиса 
ортогональны в смысле бвдSS =~

βα , где δαβ - 4-символ Кронекера.  

Таким образом [223, 116], установлена структура интегральной и диффе-
ренциальной матриц Мюллера для недеполяризующих оптических систем и 
вычислены их собственные векторы и собственные значения. 

 

3.7 Ограничения на компоненты матриц Мюллера  
деполяризующих оптических систем 

Формализм 4-векторов Стокса и (4×4)-матриц Мюллера широко использу-
ется в поляризационной оптике для описания взаимодействия света с деполя-
ризующими оптическими системами, например, при описании некогерентного 
рассеяния света [214, 231]. Матрица Мюллера M осуществляет линейное пре-
образование 4-параметров Стокса  
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Хотя в общем случае М имеет 16 независимых вещественных компонент 
[210], последние не могут быть произвольными, а должны удовлетворять не-
которым ограничениям. Найдем их. 

Как известно [214, 231], параметры Стокса для всех допустимых значе-
ний p и s на выходе системы должны обладать следующими свойствами: 

;0'S0 ≥                                                  (3.7.2) 

.'S 22
0 )'()( S≥                                              (3.7.3) 

Свойство (3.7.2) приводит к ограничению [237] 

,2
0k00 MM ≥                                              (3.7.4) 

а (3.7.3), в частности, к ограничению [237] 

.MM-MMab   |,|M-Ma nkn00k000kk
2
i0

2
0000 =≡≥≡ b                (3.7.5) 

Как показано нами в [237], в общем случае свойство (3.7.3) можно свести к ус-
ловию 
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,,)( 102cf 2 =≥+= sbssss                                     (3.7.6) 

где компоненты матрицы cik определяются соотношениями 
;ikik00ik aдaс ++=                                             (3.7.7) 
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Таким образом, на произвольную матрицу Мюллера М в (3.7.1) наклады-
ваются [237] два явных (3.7.4), (3.7.5) и одно неявное ограничение (3.7.6). Ве-
щественные (4×4)-матрицы, удовлетворяющие условиям (3.7.4)–(3.7.6), будем 
считать физически реализуемыми. 

Имея экспериментально измеренные численные значения компонент мат-
рицы М, легко непосредственно убедиться, выполняются ли соотношения 
(3.7.4), (3.7.5). Неравенства же (3.7.6) представляют собой задачу нелинейного 
программирования [238] при наличии ограничений s 2 =1  и требуют дополни-
тельного анализа. С геометрической точки зрения (3.7.6) можно интерпретиро-
вать как условия, при которых две соприкасающиеся сферы 22 bbr =± )(  нахо-
дятся внутри эллипсоида .1c 1

-2 =rr1  Здесь r, r1 – радиус-векторы сфер и 
эллипсоида соответственно. 

Проверку выполнимости неявного условия (3.7.6) можно произвести, ис-
пользуя метод неопределенных множителей Лагранжа [203]. Для этого следует 
решить систему уравнений [237 

,,)( 1c 2 ==− sbsλ                                       (3.7.9)] 

затем для всех найденных значений s и λ вычислить значения функции 
f=λ+ bs  и выбрать ее глобальный минимум, который для физически реализуе-
мых матриц M должен быть неотрицательным. Подробный анализ условия 
(3.7.6) и системы (3.7.9) выполнен нами в работе [237], поэтому не будем здесь 
на нем останавливаться. 

Пусть оптическое устройство является недеполяризующим, как, напри-
мер, однородная анизотропная пластинка, тогда в (3.7.6) нужно взять знак ра-
венства, и все упрощается. Тогда получаем девять билинейных скалярных со-
отношений 

,0c, == 0b                                             (3.7.10) 

связывающих параметры матриц М недеполяризующих систем. Результаты 
(3.7.10) другим путем были впервые получены нами в [154], а также одновре-
менно в [232]. Как видно из (3.7.8), соотношения (3.7.15) эквивалентны также 
условию G.aGMM 00=~  [232]. 

Вопросы погрешностей и достоверности измерений при измерении мат-
риц Мюллера оживленно дискутируются. Так, в [239] обсуждаются вопросы 
оптимизаций параметров схем измерения матриц Мюллера рассеяния света. 
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Минимизацию погрешностей предлагается производить путем минимизации 
числа обусловленности матрицы получающейся системы уравнений. 

В [240] рекомендуется использовать соотношения между элементами мат-
риц Мюллера, эквивалентные (3.7.10), для оценки свойств объектов и досто-
верности эксперимента. Авторы [240], по-видимому, не знают наших работ 
[154, 237], вышедших в печать еще в 1981 и 1990 годах! 
Найденные нами [237] ограничения (3.7.4)-(3.7.6) или (3.7.10) позволяют отве-
тить на вопрос, какой (деполяризующий, недеполяризующий или физически 
нереализуемый) оптический прибор описывает проверяемая (4×4)-матрица M. 
Если для экспериментально измеренной матрицы Мюллера ограничения 
(3.7.4)-(3.7.6) не выполняются, то это означает, что измерения проведены не-
верно или с большими погрешностями и результаты опыта нужно корректиро-
вать с учетом полученных неравенств. 

Последнее неявное условие (3.7.6), которому должна удовлетворять мат-
рица Мюллера любого реального физического объекта, требует [237] числен-
ного решения уравнения 6 степени относительно λ, поэтому для нахождения 
ограничений на M применим другой формализм. 

Oригинальный подход к изучению структуры матриц Мюллера предло-
жил С. Р. Клоуд [214, 241]. Использованный им теоретико-групповой форма-
лизм базируется на изоморфизме групп матриц SU(4) и SO(3). Эти матрицы 
имеют по 16 независимых параметров. Вещественные независимые параметры 
матрицы Мюллера М не могут быть произвольными. 

Установим структуру и найдем ограничения на компоненты произволь-
ных матриц М. Согласно Клоуду [214], любой вещественной матрице 
Mюллера M всегда можно поставить во взаимно-однозначное соответствие эр-
митову (4×4)-матрицу когерентности Т: Tσν↔Mσν. Из [214] следует, что компо-
ненты Тσν можно выразить линейно через компоненты Mσν следующим образом 
[242]: 

.AA   ,GeA   M;iG-/2MMT
/2,MMe/2AMдAT

,iG/2MMT   /2,AMT

kiikninkikiki0ii0i0

0nn0iknii00ikikik

kk00k0kii0000

=+=−=

−+−+=
++=+=

)(
)()(

)()(
         (3.7.11) 

Здесь δik  и eink – тензоры Кронекера и Леви-Чивита соответственно; 
i,k,n=1,2,3. 

Эрмитова матрица Т, согласно Клоуду [214], должна быть неотрицатель-
но определенной. Это означает также [214], что все 9 главных миноров матри-
цы Т должны быть неотрицательными. Отсюда вытекают, как показал Клоуд 
[241], 9 ограничений – 9 неравенств, связывающих элементы матрицы М. 
Следуя нашим работам [242, 243] покажем, что общее число ограничений 
можно уменьшить с 9 до 3.  

Известно [203], что все собственные значения iλ  неотрицательно опре-
деленных эрмитовых матриц должны быть неотрицательными. Используя тео-
рему Декарта [203] о числе положительных корней уравнений нетрудно пока-
зать, что коэффициенты pк характеристического уравнения 
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0=+−+−=− 43
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4 ppppT λλλλλ ||                        (3.7.12) 

должны быть неотрицательными [242]: 

1,2,3,4.i   0,pi =≥                                            (3.7.13) 
Применяя метод Фаддеева [244], выразим коэффициенты рν через компоненты 
Тσν матрицы Т: 
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νννν           (3.7.14) 

Два неравенства в (3.7.14) можно заменить одним эквивалентным. 
В итоге находим окончательные 3 неравенства 

 0,p 0,pT-2pp 43
2

21 ≥≥≥ ,)( νν                    (3.7.15) 
связывающие компоненты матрицы Т таким образом, чтобы она являлась не-
отрицательно определенной. Так как компоненты матриц М и Т однозначно 
линейно выражаются друг через друга (3.7.11), то тем самым мы девять неяв-
ных ограничений Клоуда [241] на матрицы Мюллера произвольных линейных 
оптических систем свели [243] к трем явным (3.7.15). 

Перейдем теперь к параметризации матриц  Мюллера общего вида. 
Используя спектральное разложение, матрицу Т можно записать в форме 

,* )()(
4

1
ddT νν

ν
νλ ⋅= ∑

=

                                        (3.7.16) 

где νλ – вещественные неотрицательные собственные значения матрицы Т. Без 
ограничения общности будем считать, что λ 1≥λ 2≥λ 3≥λ 4≥0 . 

Так как матрица Т эрмитова, то ее собственные комплексные 4-векторы 
d (ν ) можно выбрать ортонормированными: 

,ун
)()( дdd =∗νσ ,||1/i,1d 2)()( σσσ qq += ][ )(                      (3.7.17) 

откуда трехмерные комплексные векторы *)(νq νσ ≠  при удовлетворяют усло-
виям нормировки [242]  .1−=∗)()( νσ qq  

Для линейной недеполяризующей системы матрица М просто выражается 
[223] через матрицу Джонса D соотношением (3.6.4), тогда из (3.7.11) следует, 
что в последнем случае матрица Т представляет собой диаду 

,*D2DT ⊗=                                             (3.7.18) 

выражающуюся через 4-вектор Dμ матрицы Джонса D. Отсюда следует, что 
для недеполяризующей среды 
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                                  (3.7.19) 

Таким образом, нами показано [242], что компоненты произвольной веще-
ственной (4х4)-матрицы Мюллера М линейно выражаются через эрмитову не-
отрицательно определенную (4х4)-матрицу когерентности T и удовлетворяют 
ограничениям (3.7.13). 

В общем случае матрицы Т и М параметризуются с помощью 16 незави-
симых скалярных параметров: 4-х неотрицательных скалярных величин λ1, λ2, 
λ3, λ4  и 3-х комплексных трехмерных линейно независимых векторов q(1), q(2), 
q(3), удовлетворяющих условиям ортогональности (3.7.15). 

При повышении симметрии среды общее число независимых параметров 
матрицы Мюллера может понижаться до 15, 12, и 7 при λ 4 =0 , λ 3 =λ 4 =0  и 
λ 2 =λ 3 =λ 4 =0  соответственно. Последний вариант, как показано выше, соот-
ветствует недеполяризующей оптической системе и наиболее изучен. При 
этом матрица Т является диадой, и все матрицы – Джонса D, Мюллера M и ко-
герентности T – зависят только от семи вещественных параметров. 

Полученные результаты позволяют установить, является исследуемая оп-
тическая система деполяризующей или нет. Если матрица Т обладает только 
одним положительным собственным значением iλ , то система – недеполяри-
зующая. Если же число ненулевых собственных значений iλ больше одного (2, 
3 или 4), то оптическая система – деполяризующая. 

Если некоторые собственные значения отрицательны, то это означает, что 
измерения матрицы Мюллера М произведены с погрешностями, а отрицатель-
ные значения iλ обусловлены шумами и помехами.  

На этой же основе нами  [243], следуя идее Клоуда  [241],  предложена  
методика поляризационной фильтрации оптического сигнала, суть которой за-
ключается в следующем. Измеренная матрица Мюллера М объекта предвари-
тельно преобразуется в матрицу когерентности Т. Затем из последней исклю-
чаются поляризационные проекторы, соответствующие отрицательно 
определенным собственным значениям; после чего отфильтрованная матрица 
Т снова преобразуется в матрицу М. 

Итак, с помощью теоретико-группового формализма, предложенного Кло-
удом, установлена структура и произведена параметризация [242, 243] матриц 
Мюллера произвольных линейных оптических систем. Показано [243], что де-
вять ограничений-неравенств на компоненты матриц Мюллера физически реа-
лизуемых оптических объектов можно свести к трем явным неравенствам. 

Предложенная [243] методика поляризационной фильтрации оптического 
сигнала является мощной и радикальной при обработке экспериментальных 
данных и, наряду с другими, может успешно использоваться. 
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4 ВЛИЯНИЕ ПОДРЕШЕТОЧНОЙ МАГНИТНОЙ 
СТРУКТУРЫ НА ОПТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА КРИСТАЛЛОВ 

4.1 Тензор диэлектрической проницаемости 
в ферритах-гранатах 

В предыдущем разделе мы не учитывали явно зависимости тензоров оп-
тических свойств от параметров магнитного упорядочения. Сейчас влияние 
магнитной структуры будем учитывать явно. Сначала рассмотрим кристаллы, 
оптические свойства которых можно описывать одним тензором 

,,i1 χχχχε Д+=+= ×− oG                                      (4.1.1) 

полагая μ=1, а α=β=0 . Здесь  χ° – тензор ε - 1 в отсутствие магнитной 
структуры (в парамагнитной фазе), Δχ и G ×  – небольшие добавки, обусловлен-
ные магнитным упорядочением. Из принципа симметрии кинетических коэф-
фициентов ( εε ~= ) следует, что тензор Δχ является четной – , а вектор гирации 
G – нечетной функцией моментов Мi магнитных подрешеток. Отсюда получа-
ем, что линейные (по Mi) магнитооптические эффекты описываются антисим-
метричной iG×   частью тензора ε - 1 , а квадратичные (по Мi) – симметричным 
тензором Δχ. 

Заметим, что на практике обычно выбирается простейшая геометрия опы-
та и исследуются линейные либо квадратичные магнитооптические эффекты 
[51-54, 236, 241, 245-249], хотя, как показал эксперимент [53, 55, 9], во многих 
магнетиках эффект Коттона-Мутона по порядку величины сравним с фараде-
евским вращением. 

Для ферромагнетиков и ферримагнетиков обычно достаточно учесть зави-
симость матрицы Δχ только от одного вектора ферромагнетизма m и записать, 
что 

....Д += kn
mm
ijnkij mmαχ  .                                     (4.1.2) 

Тензор mm
ijnkα  является полярным i-тензором 4 ранга, симметричным по 

перестановкам индексов внутри пар (i ,j) и (n,k). Матрицы αmm для разных 
классов симметрии табулированы и хорошо известны [28]. 

Вектор магнитной гирации G=G с п+Gи н , отвечающий за фарадеевское 
вращение, является аксиальным с-вектором. Спонтанная часть Gсп вектора G 
возможна во всех магнетиках, в которых симметрийно разрешена макроскопи-
ческая намагниченность М, а ее ориентация определяется симметрией кри-
сталла. Следует только подчеркнуть, что в средах низших сингоний Gсп и M не 
обязаны быть параллельными, хотя угол между ними будет небольшим, по-
рядка анизотропии. Вектор же Gин может индуцироваться внешними воздейст-
виями, обычно магнитным полем. 

Среди кристаллов большой интерес представляют ферриты-гранаты, ко-
торые являются основными рабочими средами для запоминающих устройств 
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на цилиндрических магнитных доменах, а также для магнитооптических при-
боров различного назначения [12, 13]. Вся гиротропия и анизотропия феррита-
граната обусловлена его магнитным упорядочением, в процессе которого ку-
бический кристалл в общем случае превращается в двуосный. При этом важ-
ное значение в технических приложениях имеет возможность изменения на-
правления вектора намагниченности М и тем самым также двупреломления и 
ориентации оптических осей*) кристалла в широких пределах с помощью 
внешних воздействий. 

Ранее [151, 250, 245, 248, 249] рассматривалась деформация оптической 
индикатрисы для случаев, когда вектор М расположен в одной из плоскостей 
симметрии кристалла. Найдем ориентацию оптических осей сi тензора χ кри-
сталлов ферритов-гранатов при произвольном направлении вектора намагни-
ченности M относительно кристаллографических осей. Поглощением пренеб-
регаем. 

Симметричную часть χ тензора  ε - 1  феррита-граната представим в виде 

).( 33
2
322

2
211

2
132 eeerrr1 aaaaaaee ⋅+⋅+⋅+⋅++= oχχ                (4.1.3) 

Здесь {a1, a2, a3}- ортонормированный базис;   r1, r2, r3 – магнитооптиче-
ские параметры кристалла, пропорциональные M2; ei компоненты нормиро-
ванного вектора .||/ mMMe ≡=  

Собственные значения λi девиатора  Λ=β-βc/3  тензора oχχβ −=  равны 
[251] 

[ ] 321iш/31i2рsin2Gл ii ,,,)( =−+= ,                            (4.1.4) 

где угол ψ  (ψ≤π/6) вводится соотношениями 

,)Л(),(|Л| c3GG2/3sin −== 23ψ                              (4.1.5) 

и поэтому коэффициенты Λ и G выражаются через безразмерный магни-
тооптический параметр k=r2/r3 и два инварианта тензора β [251]. Вычислив λi, 
нетрудно рассчитать ориентацию главных осей оптической индикатрисы фер-
рита-граната по формулам, приведенным нами в [251]. 

Как известно [8], оптические оси негиротропного прозрачного кристалла 
лежат в плоскости его двух собственных векторов, отвечающих наибольшему 
и наименьшему собственным значениям тензора χ, а угол θ между осями опре-
деляется соотношением 
                                                        

*) Под оптическими осями здесь, как и зачастую в литературе, подразумеваются направле-
ния в кристалле, вдоль которых исчезает линейное двупреломление. Однако циркулярное 
двупреломление, описываемое вектором GM, при этом может иметь место. 
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).()()( pm
2 лли/2tg −−= /лл mg                                  (4.1.6) 

Здесь λp, λm, λg - меньшее, среднее и большее собственные значения девиа-
тора Λ тензора χ соответственно. Используя (4.1.5), получаем простое выраже-
ние [251] 

ψθ tg3cos =                                             (4.1.7) 

для угла θ. Найденные соотношения (4.1.5), (4.1.7) позволяют рассчиты-
вать угол между оптическими осями кристаллов непосредственно, не прибегая 
предварительно к вычислению собственных значений тензора χ. 
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Рисунок 4 – Зависимость угла между осями кристалла 1253 OFeY  от на-

правления вектора намагниченности в различных плоскостях: 
 а) (001) ;   б) 0)2(1 ;  в) )011( . 
 
Внешним полем Н можно изменять направление M. При этом изменяется 

также двупреломление и направления оптических осей c1 и c2.  
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На рисунках 4(а, б, в) показано изменение угла между оптическими осями 
феррита-граната при вращении M в некоторых плоскостях кристалла, рассчи-
танное по формуле (4.1.7) для образца Y3Fe5O12. Экспериментальное значение 
параметра k=r2/r3=1.416 для λ=1.15 мкм при Т=295К взято из работ [248, 
249]. Видно, что кристалл становится одноосным только при ориентации M 
вдоль кристаллографических осей типа [100], [111], а в остальных же случаях 
феррит-гранат иттрия оптически двухосен, причем максимальное значение уг-
ла между индуцированными осями θm≈63° достигается при М || [110] (рисунки 
4а, 4в). 

Таким образом, в ферритах-гранатах, в зависимости от ориентации векто-
ра намагниченности, проявляется сильная анизотропия оптических свойств. 

Вообще говоря, тензор χ в ферритах-гранатах является двуосным. Как по-
казано в [251] , кристалл может быть одноосным лишь в следующих случаях: 

 а) M ||L4 или L3 при этом оптическая ось с ||М ; б) k=∞, т.е. r2=0 при про-
извольном М. Теперь ось c | |a3 ; в) единичный вектор намагниченности произ-
вольно расположен в координатной плоскости симметрии типа [001] и k=–2. 
При этом оптическая ось с и вектор М расположены симметрично относи-
тельно кристаллографических осей L4 этой же плоскости так, что при поворо-
те намагниченности М в данной плоскости ось с поворачивается в противопо-
ложном направлении на тот же угол. Векторы М и с становятся 
параллельными при М ||L4 и перпендикулярными при М ||L2 . 

Все три собственные значения тензора χ совпадают, а χ остается изотроп-
ным (скалярным) в случаях [251]: г) M ||L4 и k=–1; д) M ||L3 и r2=0. 

В [248, 52] приведены графики температурных зависимостей магнитооп-
тического параметра а=(1+k)-1 для различных ферритов-гранатов при 
М ||[110], вычисленные из результатов измерения линейного двупреломления 
света. Авторы специально подчеркивают, что для Sm3Fe5O12

 при Т~100К для 
света, распространяющегося вдоль оси [001] перпендикулярно намагниченно-
сти М ||[110], двупреломление не наблюдается. При этом, согласно данным 
[248, 52], k=∞ , т.е. r2=0. Этот результат легко объясним, так как он полностью 
соответствует рассмотренному нами случаю b). Такое же превращение двух-
осного тензора χ в одноосный наблюдалось также для кристаллов феррита-
граната гольмия при Т~130К и диспрозия при Т~230К [248]. 

Параметр k принимал значение k=–2 также для гольмиевого феррита-
граната вблизи температуры компенсации. При этом также, согласно пункту 
в), тензор χ становится одноосным с оптической осью Mc ⊥ , причем 

0]1[1||  с , что и наблюдалось экспериментально [248, 52]. 
Отметим, что до нашей работы [251] считалось [248, 245, 53, 54] , что 

кристалл может быть одноосным в случаях б) и в) лишь при дополнительном 
условии ориентации М вдоль кристаллографических осей второго порядка 
типа [110]. На самом же деле это дополнительное условие является излиш-
ним. 

Согласно [248, 52] , для самариевого феррита-граната в районе Т~100К 
при M ||[111] исчезало линейное двупреломление. Для диспрозиевого и голь-
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миевого ферритов-гранатов в точках компенсации намагниченности 230К и 
145К соответственно при ориентации вдоль осей [111] и [100] также исчезало 
двупреломление. Эти результаты следует интерпретировать как превращение 
тензора χ в изотропный (шаровой), согласно случаям г) и д). 

Ряд полученных в данном параграфе результатов можно обобщить. Так, 
соотношения (4.1.1)-(4.1.5) пригодны также и при учете поглощения света, а 
выражения (4.1.5), (4.1.6), (4.1.7) могут быть использованы и для других типов 
магнитных кристаллов. 

Найдена ориентация оптических осей сi кристаллов ферритов-гранатов 
при произвольном направлении вектора намагниченности M и установлены 
[251] условия одноосности и изотропности тензора χ. Экспериментальные 
данные по ферритам-гранатам подтверждают эти выводы. В [250] в рамках 
двухподрешеточной модели была исследована деформация оптической инди-
катрисы ферритов-гранатов и ориентация индуцированных оптических осей. С 
учетом неколлинеарности магнитных подрешеток найдены условия одноосно-
сти и изотропности тензора χ, которые оказались весьма разнообразными. 

4.2 О феноменологической тензорной кристаллофизике  
двухподрешеточных магнетиков. Их симметрия и  
макроскопические свойства 

В предыдущем разделе мы обсуждали свойства тензора обратной диэлек-
трической проницаемости ε - 1 и его зависимость от вектора намагниченности 
M. Многие магнитные кристаллы, например антиферромагнетики, имеют, по 
крайней мере, две магнитные подрешетки, поэтому необходимо рассмотреть 
также и такие среды. Кроме того, от параметров магнитного упорядочения и 
внешних воздействий могут сложным образом зависеть не только тензор ε - 1, 
но и, в более общих случаях, тензоры оптической активности αOA, тензоры 
магнитоэлектрического эффекта αМЭ,, тензор μ и др. 

Симметрия магнитных сред, обычно характеризуемая шубниковскими [26] 
магнитными группами, позволяет феноменологически описывать многие их 
свойства [28]. Более информативным однако является описание магнитоупо-
рядоченных кристаллов с помощью нескольких магнитных подрешеток. Как 
известно, свойства большинства магнетиков достаточно хорошо описываются 
двухподрешеточной моделью [24, 49] с двумя векторами: намагниченности  

)()( 021 2m/mmm +=  и антиферромагнетизма )()( 021 2m/mml += . 
Рассмотрим вопросы феноменологического симметрийного описания фи-

зических свойств и явлений в двухподрешеточных магнетиках с совпадающи-
ми химической и магнитной ячейками. При теоретико-групповом анализе по-
лезно связать интересующие нас физические явления в кристалле с векторами 
m и l его магнитной подсистемы. Магнитная симметрия, а вместе с ней вели-
чина и ориентация векторов m и l могут легко изменяться при внешних воз-
действиях среды: температуры, магнитного поля, давления и пр. При анализе 
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целесообразно отделить обменные взаимодействия, приводящие к возникнове-
нию магнитной структуры, от значительно более слабых релятивистских взаи-
модействий, ответственных, в частности, за ориентацию спиновой конфигура-
ции относительно кристаллографических осей [49]. Как известно, при 
изменении полной магнитной симметрии кристалла обменная симметрия его 
ионной ферро– и/или антиферромагнитной структуры часто остается неизмен-
ной. Поэтому в таких случаях компоненты тензора исследуемого физического 
свойства кристалла удобно разложить в ряд по степеням компонент lk, mn, 
рассматривая их как внешние воздействия на кристалл с неизменной обменной 
симметрией [47, 252, 50, 43]. 

Например, для описания влияния магнитного упорядочения на кристалло-
оптические свойства обсуждаемых магнетиков представим компоненты ε - 1

ij 
тензора обратной диэлектрической проницаемости в виде  

.++++++= −− Ko
ln

lm
ijnlln

ll
ijnlln

mm
ijnln

l
ijnn

m
ijn

1
ij

1
ij mlllmmlm αααααεε       (4.2.1) 

Здесь тензор 1−oε характеризует оптические свойства в парамагнитной фазе, 
величины αm и α l  определяют эффект Фарадея, а тензоры αmm, α l l , α lm описы-
вают магнитное линейное двупреломление света. В первом приближении 
можно считать, что векторы m и l зависят – , а тензорные коэффициенты раз-
ложения αm,  α l , αmm, α l l  не зависят от прилагаемых внешних воздействий (на-
пример, магнитного поля) и определяются обменной симметрией кристалла. 
При этом, если возникающие (в обменном приближении) при магнитном упо-
рядочении компоненты m i , ln преобразуются по одномерным неприводимым 
представлениям парамагнитной фазы, то обменные структуры двухподреше-
точных магнетиков являются коллинеарными [41, 49]. Далее мы будем рас-
сматривать только такие магнетики. 

В ферримагнетиках с кристаллографически неэквивалентными подрешет-
ками m и l обладают одинаковыми трансформационными свойствами. Иначе 
дело обстоит при наличии эквивалентных подрешеток. 

По терминологии Турова [39, 24], операции симметрии, переставляющие 
(не переставляющие) подрешетки магнетика, называются нечетными (четны-
ми) по отношению к этой структуре и помечаются значками (–) и (+) соответ-
ственно. Важно иметь в виду, что вектор l преобразуется так, как и вектор т 
только под действием четных операций симметрии, однако дополнительно ме-
няет знак под воздействием нечетных операций [24]. Это означает, что, наряду 
с обычными операциями симметрии, в магнетиках с кристаллографически эк-
вивалентными магнитными подрешетками фактически неявно вводится и ис-
пользуется дополнительная операция перестановки местами подрешеток или, 
более кратко, операция обмена подрешеток 1(–). Поэтому классические шубни-
ковские группы магнитной симметрии недостаточно полно характеризуют уже 
двухподрешеточные магнетики, не представляя полной информации о симмет-
рии векторов m и l. Естественно поставить вопрос: как более полно характери-
зовать симметрию векторов m, l и соответствующих им магнитных структур, 
обменные группы симметрии которых содержат нечетные операции? Извест-
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но, что в подобных случаях можно вводить более общие группы цветной сим-
метрии [42, 31], интерпретируя значки (+), (–) как символы дополнительной 
нагрузки на элементы точечной группы симметрии кристалла. С этой точки 
зрения обменная симметрия двухподрешеточных магнетиков характеризуется 
Р-группами цветной симметрии [42, 31]. 

Феноменологическая тензорная кристаллофизика немагнитных сред раз-
вита хорошо. Рассчитаны и табулированы, в частности, все отличные от нуля 
компоненты полярных и аксиальных тензоров различных рангов. Такие дан-
ные для тензоров до 4-го ранга включительно можно найти, например, в [28], а 
результаты работы [253] применить для расчета вида тензоров более высоких 
рангов. Аналогичные таблицы необходимы и для соответствующих тензоров в 
магнитной кристаллофизике. Следует отметить, конечно, что, с точки зрения 
теории представлений групп, информация о группе симметрии парамагнитной 
фазы и о ее неприводимых представлениях, индуцирующих магнитные фазо-
вые переходы, является обычно достаточной для расчета трансформационных 
свойств тензорных величин в магнетиках. Однако соответствующие расчеты, 
особенно для тензоров высоких рангов, могут оказаться достаточно громозд-
кими и сложными. Желательно поэтому готовую известную табулированную 
информацию о симметрии тензоров в немагнитных средах использовать также 
для магнитных сред. 

Идея установления и использования изоморфизма магнитных (шубников-
ских) и кристаллографических групп симметрии для расчета тензорных харак-
теристик магнетиков была высказана и реализована Сиротиным [28], а также 
Инденбомом [33, 34] и Бирссом [37]. 

B кристаллофизике немагнитных сред все тензоры по отношению к опе-
рации пространственной инверсии 1  достаточно разделить на тензоры четного 
и нечетного типов. В классической магнитной кристаллофизике при учете но-
вой операции симметрии – операции антиотождествления 1, изменяющей зна-
ки всех токов и магнитных моментов на противоположные и часто называемой 
операцией инверсии времени, кристаллы характеризуются более общими шуб-
никовскими [26, 28] группами симметрии. При этом различают уже четыре ти-
па тензоров: четного –, электрического –, магнитного – и магнитоэлектриче-
ского типов, преобразующихся по неприводимым представлениям группы 11. 
Симметрия и трансформационные свойства этих тензорных величин определе-
ны в [28]. 

Обобщая подход [28] и учитывая явно новую возможную операцию пере-
становки подрешеток 1(–) мы находим, что любую операцию точечной группы 
магнитной симметрии двухподрешеточного магнетика, определяемую на рас-
ширенной ортогональной группе )(−∞∞ 111 , можно записать в форме [252-254] 

).,()()()()( )( ϕkR111np,m,G pnm −=                               (4.2.2) 

Здесь 1 – оператор пространственной-, 1 – временной инверсии; 1(–) – оператор 
перестановки подрешеток; R – оператор поворотной оси симметрии на угол φ;  
k – волновой вектор;  m,п,р=0,1. 
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Следовательно, все тензоры, характеризующие получающиеся таким пу-
тем группы цветной симметрии (точнее, кратной антисимметрии [42]) иссле-
дуемых двухподрешеточных магнетиков, преобразуются по восьми неприво-
димым представлениям абелевой полной инверсионной группы )(−111 . При 
этом число различных типов таких тензоров, определяемых на группе 

)(−∞∞ 111 , удваивается и достигает восьми (см. таблицу 3) [252-255]. 
 

Таблица 3 – Базисные тензоры и неприводимые представления 
   группы   1 )(−11  

 

 
Устанавливая и используя изоморфизм между изучаемыми магнитными груп-
пами и хорошо исследованными немагнитными, нетрудно показать, что ком-
поненты тензоров А  n-го ранга всех восьми типов обладают следующими 
[252-254] трансформационными свойствами 
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где 
nnkiR – матрица собственных пространственных вращений. Коэффициенты 

же  γ=0,1... являются характерами групповой операции  G(m,n,p,R), зависят от 

Операция симметрии 

Тип базисного      
тензора 1  

 

−

1  

 
−
1  
 

)(

1
−

 

)(
1

−−

 

)(

1
−

−

 

−

−
1  
 

)(

1
−−

−
 

 

Не-
при-
води- 
мое 
пред-
став-
ление 

 
Ко-
эф-
фи-
ци-
ент 
г  

1. Четный (+)  1 1 1 1  1  1 1  1  +
чГ  0 

2. Электрический (+)  1 1−
 

1 1 1−
 

 1 1−  1−   +
эГ  m 

3. Магнитный (+)  1 1 1−
 

1  1 1−
 

1−  1−   +
мГ  n 

4. Четный (–)  1 1 1 1−
 

1−
 

1−
 

1 1−   −
чГ  p 

5. Электрический (–)  1 1−
 

1 1−
 

 1 1−
 

1−   1  −
эГ  m+p 

6. Магнитный (–)  1 1 1−
 

1−
 

1−
 

 1 1−   1  −
мГ  n+p 

7. Магнитоэлектри- 
    ческий (+) 

 1 1−
 

1−
 

1 1−
 

1−
 

 1  1  +
мэГ  m+n 

8. Магнитоэлектри- 
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ее нагрузок m ,n , p, от типа тензора  
n1 kkA K и определяются по таблице 3. Ана-

логичные результаты независимо получены также в [255].  
Развивая терминологию Сиротина [28], величины αmm, α l l  в (4.2.1) назо-

вем тензорами четного (+) типа, α lm – четного (–) типа; αm, m и αl, l – тензора-
ми магнитного (+) и магнитного (–) типов соответственно. Дополнительно раз-
лагая ε - 1 по вектору спонтанной электрической поляризации P или 
электрического поля Е, мы получили бы также тензоры еще четырех типов. 

Таблица 3 позволяет также редуцировать формальные задачи определения 
отличных от нуля тензоров шести нечетных типов (№№ 3–8), характеризую-
щих свойства двухподрешеточных магнетиков, к уже решенным задачам рас-
чета вида матриц тензоров электрического (+) типа немагнитных сред. Дейст-
вительно, согласно (4.2.3), операция симметрии G(m, n, р, R) действует на 
тензор А произвольного ранга и типа точно также, как операция G(γ,0,0,R) дей-
ствует на соответствующий тензор электрического (+) типа немагнитной сре-
ды с той же внутренней симметрией, что и А. Для немагнитных же кристаллов 
все отличные от нуля компоненты тензоров электрического типа до четвертого 
ранга приведены, например, в [28, 20, 37], а более высокого ранга в [ 37, 253]. 

Следовательно, предложенный в [252-254] симметрийный метод, исполь-
зующий установленный изоморфизм магнитных и немагнитных групп, позво-
ляет редуцировать формальные задачи нахождения правил отбора для тензо-
ров шести нечетных типов двухподрешеточных магнетиков к уже решенным 
задачам вычисления форм тензоров немагнитных сред. 

Такой подход дает возможность, используя информацию об обменной 
группе симметрии и не проводя утомительных расчетов, сразу получать явные 
феноменологические выражения для инвариантов в теории магнитных фазо-
вых переходов второго рода, для магнитооптических, пьезомагнитных и дру-
гих свойств двухподрешеточных магнетиков. 

4.3 Кристаллооптические свойства двухподрешеточных 
магнетиков 

Мы выяснили, что тензоры макроскопических свойств двухподрешеточ-
ных магнетиков, коллинеарных в обменном приближении, естественно клас-
сифицируются по восьми неприводимым представлениям группы )(−111  и де-
лятся на 8 типов. Обменные взаимодействия приводят к образованию 
магнитной структуры и характеризуются обменными точечными группами 
симметрии (обменными классам). Обменные классы рассматриваемых сред 
описывают коллинеарные магнитные структуры, поэтому возникающие маг-
нитные векторы (в обменном приближении) преобразуются по одномерным 
вещественным неприводимым представлениям парамагнитной фазы кристалла 
[41, 42]. Отсюда следует, что обменные магнитные классы таких двухподре-
шеточных магнетиков изоморфны 90 белым и черно-белым шубниковским 
[26] классам антисимметрии. Их можно получить также заменой операции ан-
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тиотождествления 1~ на 1(–). Например, в кристалле СоF2 при переходе в анти-
ферромагнитное состояние в обменном приближении возникает одна компо-
нента l2 вектора антиферромагнетизма l, преобразующаяся по представлению 
B2g. Чтобы получить обменный антиферромагнитный класс, достаточно все 
операции симметрии парамагнитной фазы, соответствующие характерам (-1) 
представления В2g, умножить на 1(–); тогда получаем )()(

d
)(

z
+−− 124 . Здесь в сим-

воле антиферромагнитной структуры приведены только генераторы группы. 
Отметим также, что в работах [256, 257] обменный класс кристалла СоF2 запи-
сывается как )()(

d
)(

z
++− 124 ; ясно, что обе формы записи определяют одну и ту же 

антиферромагнитную структуру, но соответствуют различным ориентациям 
системы координат относительно кристаллографических осей. 

Коллинеарные обменные магнитные структуры двухподрешеточных маг-
нетиков можно разделить [253] на 3 типа: структуры I, не содержащие центра 
инверсии  1  в качестве элемента симметрии (48 классов); структуры II, кото-

рые являются четными относительно  1  , т.е. содержат операцию 1 (+); 

структуры  III, нечетные относительно  1 , т.е. содержащие операцию 1 (–). 
Целесообразность такого деления естественно вытекает из следующих 

физических соображений: в структурах II могут проявляться эффекты типа 
слабого ферромагнетизма [43], пьезомагнетизма [8, 47] и запрещено существо-
вание магнитоэлектрического эффекта; в структурах III, наоборот, может 
иметь место магнитоэлектрический эффект [258, 259]; в структурах I возможно 
одновременное существование эффектов обоих типов. 

Однако в литературе полный перечень обменных классов магнитных 
структур рассматриваемых кристаллов ранее не приводился. Так, в работе [23] 
при записи элементов симметрии магнитных структур не конкретизировалось, 
являются ли эти элементы обычными поворотными или инверсионными ося-
ми. В [42] указано только общее число таких магнитных структур для каждого 
кристаллического класса. Поэтому в работе [253] мы привели список магнит-
ных структур I и II типов с полным указанием операций симметрии для гене-
раторов групп. Структуры III там не приводятся, поскольку они получаются из 
структур II путем простой замены операции 

)()(
на

−+
11 . 

Релятивистские (спин-спиновые и спин-орбитальные) взаимодействия по-
нижают обменную симметрию и приводят обычно к возникновению слабоне-
коллинеарных магнитных структур. Такие слабоферромагнитные структуры 
характеризуются релятивистскими группами симметрии, относительно кото-
рых векторы m и l должны быть инвариантными. В то же время, например, 
шубниковская точечная группа релятивистской симметрии m не содержит ин-
формации о том, является ли данный кристалл ферромагнетиком или слабым 
ферромагнетиком. Если же записать группу в виде m(–), то становится ясно, что 
мы имеем слабый ферромагнетик, так как операция m(–) разрешает существо-
вание вектора m || 2  и вектора l 2⊥ . Сейчас можно ответить на поставленный 
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в разделе 4.2 вопрос о том, как более полно характеризовать симметрию двух-
подрешеточных магнетиков. 

Релятивистские группы симметрии двухподрешеточных магнетиков точ-
нее характеризовать не шубниковскими группами, а группами кратной [35] ан-
тисимметрии, включающими следующие 3 основные антиоперации: )( −111 , а в 
более общих случаях – группами цветной симметрии, точнее, группами Q-
симметрии [36]. 

Обратимся теперь к вопросам расчета вида тензоров макроскопических 
тензорных свойств двухподрешеточных магнетиков. Обменная симметрия оп-
ределяет форму макроскопических тензоров, в частности, правила отбора для 
тензоров αm,  α l ,  αmm,  α l l ,  α lm , описывающих кристаллооптические свойства 
магнитных сред в разложении (4.2.1) тензора обратной диэлектрической про-
ницаемости. Магнитооптические тензоры 4 ранга αmm,  α l l ,  α lm вносят вклады в 
линейное магнитное двупреломление света. Компоненты αmm  возможны во 
всех ферро-, ферримагнетиках и слабых ферромагнетиках. Антиферромагнит-
ный вклад в линейное магнитное двупреломление дают величины α l l , причем в 
антиферромагнетиках он является преобладающим. Матрицы тензоров αm,  α l ,  
αmm,  α l l  по форме совпадают с матрицами фотоупругих коэффициентов и хо-
рошо известны [28]. 

Матрицы же αlm описывают билинейное по векторам т и l  двупреломле-
ние света и возможны [51, 52] только в слабых ферромагнетиках, где некото-
рые li преобразуются так же, как компоненты mk. По симметрии тензоры α l m  

аналогичны тензорам обратного пьезомагнитного эффекта, которые приведены 
в [47]. Вместе с тем правила отбора для компонент матриц α lm отнюдь не яв-
ляются тривиальными и хорошо известными. 

Так, например, в [260] в выражениях для тензора χ ортоферрита YFeO3 

(структура 2(+)2(+)1 (+)) оказались пропущенными слагаемые, пропорциональ-
ные m ilk. Аналогично, для кристалла карбоната кобальта симметрийный вклад 
в тензор χ векторов m и l был определен первоначально [261] неверно, а позже 
исправлен в [50]. Ввиду этого в [253] мы привели матрицы α lm  для всех двух-
подрешеточных структур. 

Заметим, что в позже вышедшей монографии по магнитооптике и спек-
троскопии антиферромагнетиков [50] также содержится информация о форме 
тензоров αmm,  α l l ,  α lm для двухподрешеточной модели. К сожалению, в [50] 
для структур матрицы α lm  переставлены местами, а для структуры 6(–) матрица 
α lm содержит опечатку. 

Писарев [51, 262] впервые обратил внимание на то, что в тензорной до-
бавке Δχ, обусловленной магнитным упорядочением, целесообразно выделить 
разные вклады векторов т и l. Изотропная (скалярная) составляющая часть 
Δχск пропорциональная m2 или l2, вносит вклад только в средний показатель 
преломления n, а не в линейное магнитное двупреломление света. Для кубиче-
ских магнетиков оказалось, что этот скалярный вклад в n - примерно на 2 по-
рядка больше, чем анизотропная составляющая (Δχ-Δχск) [53, 262]. Было по-
казано [53, 262] также, что линейное магнитное двупреломление света, 
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описываемое девиаторной частью тензора Δχ, в свою очередь полезно разде-
лить на изотропное двупреломление Δnиз, не зависящее от ориентации вектора 
m относительно кристаллографических осей, и анизотропное Δnан, поскольку 
обычно Δnан<<Δnиз. 

Уже первые экспериментальные исследования показали, что эффекты ли-
нейного магнитного двупреломления света во многих магнитоупорядоченных 
кристаллах проявляются значительно сильнее, чем в немагнитных средах, и по 
порядку величины (Δn~10 -2÷10 -5) сравнимы с фарадеевским вращением [54]. 
Двупреломление по m2 наблюдалось во всех ферро– и ферримагнетиках. В 
ферромагнитном окисле европия EuO при Т~20К имеет место рекордное зна-
чение линейного двупреломления света Δn≈10 -2 [54]. Явление магнитного 
двупреломления ~l2 существует во всех антиферромагнетиках. Например, во 
фторидах переходных металлов CoF2, MnF2, NiF2 имеющих антиферромагнит-
ную структуру 4 (–)

z2 (–)
d 1(+),  в которой симметрийно разрешено существова-

ние слабого ферромагнетизма, линейное двупреломление, пропорциональное 
lz

2 , достигает величины (1÷2)∙10-3  [54, 263]. 
Билинейное по векторам т и l линейное магнитное двупреломление света 
Δn~milk может проявляться во всех кристаллах, допускающих слабый ферро-
магнетизм [43] и наблюдалось, например, в СоF2 [256, 52] (магнитная структу-
ра 3 (+)

z2 (–)
x 1(+)), в D4FeO3  [252] (структура 2 (–)

z2 (–)
x 1(+)), гематите [264] и др. 

[54, 50, 56]. 
Экспериментальные исследования в слабых ферромагнетиках показали 

[265, 54, 266, 260], что линейные по намагниченности магнитооптические яв-
ления Фарадея и Керра в слабых ферромагнетиках сравнимы по порядку вели-
чины с аналогичными эффектами в ферритах-гранатах, хотя намагниченности 
у первых кристаллов на порядок величин меньше, чем у вторых. 
Писарев предположил [51] , что в слабых ферромагнетиках в спонтанный эф-
фект Фарадея, наряду с намагниченностью, дает также линейный вклад вектор 
антиферромагнетизма  l: 

,l m K+α+α= lmG                                             (4.3.1) 

а эффект Коттона-Мутона пропорционален l2. В [265] было доказано, что ано-
мально большие магнитооптические эффекты в слабых ферромагнетиках обу-
словлены не абсолютной величиной результирующего магнитного момента m 
кристалла и не его переориентацией, a переориентацией вектора антиферро-
магнетизма l, сопровождающей перемагничивание слабого ферромагнетика. 

В ортоферрите иттрия Y3Fe5O12 был экспериментально измерен [260, 267] 
антиферромагнитный вклад вектора l в фарадеевское вращение и найдено, что 
он в 4 раза больше, чем вклад, обусловленный слабым ферромагнитным мо-
ментом m. Теоретические оценки вкладов l и m в эффект Фарадея [268, 269] в 
ортоферритах согласуются с этими результатами. Таким образом, существо-
вание антиферромагнитного эффекта Фарадея, описываемого тензором αl, 
мож-но считать доказанным экспериментально. Вместе с тем такого рода яв-
ления изучены еще недостаточно и представляют, конечно, большой интерес. 
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С симметрийной точки зрения ферромагнитный эффект Фарадея возмо-
жен во всех средах, допускающих магнитный момент [51]; антиферромагнит-
ный эффект Фарадея возможен во всех антиферромагнетиках, допускающих 
магнитный момент. Антиферромагнитный эффект Фарадея может индуциро-
ваться только теми компонентами вектора l, которые преобразуются подобно 
компонентам вектора m [51]. Иначе говоря, α l  – это тензоры 2 ранга четного(–) 
типа в слабых ферромагнетиках и четного(+) типа в ферримагнетиках. 

Что же касается симметрии тензоров αmm,  α l l ,  α lm, то она уже рассматри-
валась нами выше. Явный вид матрице α lm не приводится, (см. [253]). Они 
изоморфны матрицам аксиального тензора 4 ранга, симметричного по паре ин-
дексов. Взаимосвязь между магнитным и немагнитным тензорами установлена 
в разделе 4.1. 

В приложениях А и Б мы приводим матрицы псевдотензоров 4 ранга, сим-
метричных по двум индексам и общего вида соответственно для всех кристал-
лографических точечных групп. Данные были унифицированы и сверены с 
информацией в [270-272, 37]. Эти таблицы позволяют, пользуясь установлен-
ной симметрией двухподрешеточных магнетиков, сразу выписать матрицы 
тензоров 4 ранга всех семи типов симметрии. 

Итак, установлена симметрия и правила отбора для тензоров оптических и 
магнитооптических свойств двухподрешеточных магнетиков [252-254]. 

4.4 Симметрия и правила отбора для тензоров  
макроскопических свойств многоподрешеточных магнетиков 

Ряд антиферромагнитных кристаллов обладает сложной магнитной струк-
турой, для которой двухподрешеточная модель оказывается недостаточной. В 
таких случаях можно использовать многоподрешеточную модель магнетика. 
Рассмотрим некоторые симметрийные аспекты феноменологического описа-
ния тензорных характеристик макроскопических физических свойств и явле-
ний в многоподрешеточных магнетиках. 

При теоретико-групповом анализе полезно связать интересующие нас фи-
зические свойства с магнитным  М  и антиферромагнитными векторами L1, 
L2,... , Ln, компоненты которых преобразуются [25, 42] по неприводимым пред-
ставлениям парамагнитной фазы магнетика. Ограничимся рассмотрением наи-
более часто встечающихся магнетиков с совпадающими химической и магнит-
ной ячейками и коллинеарных в обменном [42] приближении. Тогда 
достаточно пользоваться не пространственными – , а точечными группами 
симметрии. Каждое неприводимое представление группы симметрии парамаг-
нитной фазы может, вообще говоря, индуцировать одну или несколько компо-
нент векторов М, L1, L2,... . Отсюда следует, что 3-мерные векторы М, L1, L2,... 
в рассматриваемых нами магнетиках должны преобразовываться по 3-мерным 
(приводимым либо нет) ΓM, ΓL1, ΓL2,... представлениям точечной группы сим-
метрии парамагнитной фазы. 
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Поэтому, используя теоремы об умножении представлений, можно запи-
сать 

K,=,=,= R2LR1LR0M ГГГГГГГГГ
21

 .                 (4.4.1) 

Аналогично, можно также выражать ΓL, через ΓM: 

.K,ГГГГГГ M20LM10L 21
=,=                                 (4.4.2) 

В (4.1.1) и (4.4.2) Γ0, Γ1, Γ2,… , Γn, Γ10, Γ20,…, Γn0 - некоторые одномерные веще-
ственные неприводимые представления точечной группы симметрии парамаг-
нитной фазы магнетика; Γn0Γ0=Γn; n=1, 2, 3,… ; ΓR  – векторное представле-
ние. 

Из (4.4.2) вытекает, что произвольный вектор антиферромагнетизма Ln 
(n=1,2,… , n), как и в двухподрешеточных магнетиках [24], преобразуется ли-
бо как вектор M, либо дополнительно меняет знак. 

Такое дополнительное изменение знака происходит только под действием 
операций симметрии магнетика, соответствующих (–1) характерам в неприво-
димом представлении Γn0 и переставляющих местами магнитные моменты ме-
жду различными магнитными подрешетками. Для многоподрешеточных маг-
нетиков введения одной новой операции антисимметрии – обмена магнитными 
моментами между двумя подрешетками 1(–) – уже недостаточно. 
Каждое неприводимое представление группы симметрии кристалла может, в 
принципе, индуцировать свой ферро– или антиферромагнитный вектор. По-
этому число N различных по своим трансформационным свойствам магнитных 
векторов М, L1, L2,... , Ln не должно быть больше числа вещественных одно-
мерных неприводимых представлениий точечной группы немагнитной фазы в 
данном кристалле, т.е. N≤1, 2, 4, 8. Отсюда следует, что для симметрийного 
феноменологического описания многоподрешеточных магнетиков достаточно 
введения еще только одной формальной операции антисимметрии, характери-
зующей обмен подрешетками, – 1(*), неэквивалентной операции 1(–). Поэтому 
далее мы будем различать 4 коммутирующие антиоперации: две – пространст-
венной и временной инверсий (1 и 1) и две различные операции обмена под-
решетками (1(–), 1(*)). 

Следовательно, все различные векторы, характеризующие макроскопиче-
ские свойства многоподрешеточных (коллинеарных в обменном приближении, 
с  k=0) магнетиков, можно классифицировать по неприводимым представле-
ниям абелевой группы )()( +− 1111  кратной антисимметрии [35] 16 порядка 
[273]. 

В магнитной кристаллофизике [28, 46] по трансформационным свойствам 
все векторы обычно делятся на 4 типа: четного (G), электрического (Р), маг-
нитного (M) и магнитоэлектрического, или, как в последнее время называют, 
тороидного (T) типов. 
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Тороидный момент Т изменяет свой знак под действием как операции 1, так и 
операции 1. Введение дополнительных различных антиопераций обмена под-
решеток 1(–) и 1(*) позволяет различать [273] уже 16 различных типов векторов. 
Из них, изменяющих свой знак под действием 1, – 8: один вектор ферромагне-
тизма M и 7 векторов антиферромагнетизма Lп :  M (–), M(*), M (–*), T, T(–), 
T(*), T(–*). Остальные 8 видов (G, G (–), G (*), G (–*), P, P(–), P(*),  P(–*)) могут, 
в принципе, возникать также и в немагнитных средах. Следует, однако, иметь 
в виду, что вследствие трехмерности нашего пространства одновременно мо-
гут реализоваться не более 3 различных по симметрии векторов. 

Анализ результатов теоретико-группового изучения различных типов маг-
нитных структур при фазовых переходах, полученных рядом авторов, под-
тверждает целесообразность предлагаемой здесь симметрийной схемы. На-
пример, согласно Дзялошинскому [43], в кристаллах симметрии 132D3d =  
четыре одномерные неприводимые представления (A1g,  A2g,  A1u,  A2u) могут 
индуцировать z-компоненты магнитных векторов 4 типов M(–)

z, Mz, T(–)
z, Tz 

соответственно. M (–) и М наблюдаются в кристаллах α-Fe2O3, Т(–)  – в Сr2О3 , а 
Т –, вероятно, в Ni-I бораците [274]. 

В кристаллах ортоферритов и ортохромитов (симметрия 1222D2h = ) в 
магнитоупорядоченном состоянии возможно, согласно [24], возникновение 8 
векторов: F, FR, G, GR, A, AR, C, CR, компоненты которых преобразуются по 
неприводимым представлениям Γ1 – Γ4. По симметрии они соответствуют на-
шим 6 типам: M~F,  FR;  M (–)~G ; M (*)~C,  CR;  M (–*)~A ; T(–*)~GR.  Отсутст-
вуют только Т и Т(*).  Обычно реализуются фазы Γ1 – Γ4,  то есть индуцируют-
ся векторы M ,  M (–),  M (*),  M (–*).  Так, магнитная симметрия фазы Γ1 будет  
2(–)

z2(–*)
x2(*)

y1 . Последняя форма записи явно показывает, что данная магнит-
ная группа инвариантна относительно компонент магнитных векторов M (–)

y, 
M (*)

z,  M (–*)
x. 

При гелиевых температурах упорядочиваются и редкоземельные спины, и 
могут возникать фазы Γ5 – Γ8. Наблюдались [275] фазы Г15 – в DyFeO3, Γ25 – в 
DyCrO3, а в алюминатах редкоземельных элементов (DyAlO3 и др.) – фаза Γ5 – 
в "чистом виде" с векторами T(–)

y, T(–*)
x. 

Аналогично, в кристаллах симметрии 1422D4h =  восьми одномерным 
неприводимым представлениям соответствуют 8 типов магнитных структур, 
что согласуется с выводами [44]. 

Из соотношений (4.4.1) имеем, что 

,n
R

n
Rn10LLM ГГГГГГ~ГГГ

n1
)(=))(( LK                     (4.4.3) 

где Г – также некоторое одномерное знакопеременное неприводимое пред-
ставление. Это означает, что произвольный тензор в рассматриваемых магне-
тиках преобразуется как полярный либо аксиальный тензор некоторой немаг-
нитной группы симметрии, изоморфной магнитной. 
Отсюда следует, что симметрию как самих обсуждаемых многоподрешеточ-
ных магнетиков, так и симметрию векторов и тензоров в них, можно характе-
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ризовать группами кратной антисимметрии [35]. Эти группы являются под-
группами расширенной ортогональной группы )()( +−∞∞ 1111 . 
Общие результаты можно применять для описания оптических свойств в маг-
нитоупорядоченных многоподрешеточных кристаллах. Феноменологическое 
описание вкладов различных векторов m i , lk в тензор ε -1 проводилось для ряда 
кристаллов; например, для гексагональных CsMnF3 [276, 277], RbNiCl3 [53]. 
В [269] дано формальное описание эффекта Фарадея в рамках 8-
подрешеточной модели для ортоферритов. 
Подход, предложенный в [273] и описанный здесь, позволяет по известной 
группе кратной антисимметрии написать разложение тензора ε - 1 по компонен-
там векторов М, L1, L2, ..., Ln. При этом можно пользоваться приложениями А и 
Б. 

Итак, введены [273] две дополнительные симметричные операции обмена 
подрешетками 1(–) и 1(*), что позволило полностью охарактеризовать симмет-
рию и предложить простые правила отбора для тензорных свойств в много-
подрешеточных магнетиках.  
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5  НЕЛИНЕЙНЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ В 
КРИСТАЛЛАХ С МАГНИТНОЙ СТРУКТУРОЙ 

5.1 Частотно-перестановочные соотношения  
для тензоров нелинейных оптических восприимчивостей 

Электромагнитные поля лазерного излучения обладают большой спек-
тральной интенсивностью и поэтому учетом только линейного отклика среды 
на световое излучение ограничиваться часто нельзя. Кроме того, некоторые 
классические оптические и магнитооптические Эффекты, возникающие в кри-
сталлах при приложении постоянных электрических, магнитных и акустиче-
ских полей, целесообразно трактовать как нелинейные явления. Поэтому в 
этой главе будет проведено симметрийное рассмотрение нелинейных кристал-
лооптических явлений в средах с упорядоченной магнитной структурой. 

Нелинейные эффекты в кристаллах описываются тензорами различных 
рангов, причем частотная дисперсия весьма существенна. Для выяснения сим-
метрии тензоров нелинейных оптических восприимчивостей воспользуемся 
простой феноменологической моделью нелинейной среды [278], как совокуп-
ности классических анизотропных ангармонических осцилляторов и получим 
явные выражения для этих тензоров.Вектор смещения Х электрона одного ос-
циллятора удовлетворяет уравнению  

,c/eeKRm ][ o&M&&& HXEXXXXXXXX +=−−⋅+⋅+ ξβ :              (5.1.1) 

Здесь m – эффективная масса электрона, R и K – тензоры коэффициентов тре-
ния и упругости соответственно, β и ξ – компоненты тензоров ангармонично-
сти. Справа в (5.1.1) – сила Лоренца, действующая со стороны электрического 
поля Е(t) светового излучения и внешнего постоянного магнитного поля на 
электрон. 

Пусть на нелинейный кристалл падает световое излучение нескольких 
частот вида [279-281] )( tiexp m

m

m ω−= ∑ EE  Используя слабость нелинейных 

взаимодействий методом последовательных приближений получаем, что в вы-
ражении для поляризации среды на частоте ωm 
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qrsm;
ijkl
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npm;
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i EEEиEEчEуP                 (5.1.2) 

тензоры квадратичной χ и кубичной θ нелинейных оптических восприимчиво-
стей равны соответственно [282] 
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qrsm;
ijkl Ne/ууууои =                                (5.1.4) 

Здесь N – число анизотропных осцилляторов в единице объема, верхние ин-
дексы обозначают частоты, которые связаны между собой 
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.++=   ;+= rsqmpnm щщщщщщщ                               (5.1.5) 

Для кристаллов ромбической сингонии тензор линейной восприимчивости на 
частоте ωm равен [282] 

),()]([ m
j

m
ikijkmij

m
ij mf/mcf/Heieщ-дNeу 2 o=                          (5.1.6) 

где ,m
im

2
m

2
0i

m
i гiщщщf −−=  ω0i - собственная частота колебаний, а γi

m  - коэффи-
циенты затухания на частоте ωm вдоль i-ой оси соответственно; Н o – внешнее 
магнитное поле или параметр магнитного упорядочения. 

Для установления симметрии тензоров у , χ, θ введем следующие симмет-
рийные операции: 1 – операция обращения (во времени) магнитной структуры, 
которая изменяет направления всех магнитных моментов, магнитных полей и 
токов на противоположные; операция инверсии времени 1', которая для моно-
хроматических волн изменяет знаки всех частот на противоположные и сво-
дится к операции комплексного сопряжения 1*, 1~ – операция изменения знака 
линейного поглощения, под воздействием которой поглощение заменяется 
усилением и наоборот. 

Из этих определений следует, что 

*,1~,1*,*1,1 kkkkkkHH =−=−=−=                             (5.1.7) 

.*1*,nn1~*,nn*1,1*11~1*1~ ωω −====≡                         (5.1.8) 

Частоты ωm считаются вещественными, а волновые векторы k и показатели 
преломления n – комплексными. 

Из вещественности векторов Р и Е следует вывод о том, что веществен-
ные части тензоров линейных у  и нелинейных χ, θ восприимчивостей должны 
быть четными –, а мнимые – нечетными функциями частот [280, 283, 284]. 
Из (5.1.8) вытекает, что в прозрачных средах операция 1* является операцией 
симметрии, поэтому тензоры восприимчивостей обладают следующей сим-
метрией: 

,*,у*у,* θθχχ ===                                     (5.1.9) 

где подчеркивание снизу означает изменение во времени магнитной структуры 
системы, обусловленной внутренним магнитным упорядочением и/или внеш-
ним магнитным полем Н°. Этот вывод соответствует мнению Н. Бломбергена 
[280, с.86] о том, что при отсутствии поглощения часть нелинейной восприим-
чивости, нечетная по намагниченности или магнитному полю, – мнимая, а чет-
ная – действительная. 

Из (5.1.6) видно, что в поглощающих магнитных средах тензор линейной 
восприимчивости σ обладает следующими свойствами симметрии:  
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где индекс m~  означает изменение знаков частоты ωm и поглощения γm на про-
тивоположные; подчеркивание снизу означает обращение магнитной структу-
ры. 

Полагая далее, что тензоры β и ξ не зависят от частот и магнитного упо-
рядочения и симметричны по всем индексам, учитывая симметрию у , нахо-
дим, что [282] 
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ijk ==                                     (5.1.11) 
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ijkl иии ==                                  (5.1.12) 

Найденные нами частотно-перестановочные соотношения можно сформулиро-
вать так. 

У тензоров нелинейных оптических восприимчивостей можно одновре-
менно переставлять декартовы индексы и соответствующие им частоты. Если 
же переставляется крайний слева индекс, то следует дополнительно изменить 
на противоположные знак магнитной структуры и знаки частот и поглощения 
при непереставляемых индексах тензора. 

Хотя выражения (5.1.11), (5.1.12) получены на основе модели ангармо-
нического осциллятора, можно полагать, что они будут справедливы и в более 
общих случаях. 

Полученные симметрийные связи (5.1.11), (5.1.12) при пренебрежении 
поглощением редуцируются в известные частотно-перестановочные соотно-
шения, полученные ранее рядом авторов для прозрачных нелинейных сред. 
Так, первоначально Г. А. Армстронг, Н. Бломберген, П. С. Першан и Г. Дюку-
энг получили свои соотношения из квантово-механических расчетов [285], а 
затем Першан получил эти же выражения из термодинамических соображений 
[279]; причем было выполнено обобщение результатов предыдущей работы 
[285] на прозрачные среды, неинвариантные относительно операции обраще-
ния времени 1', т.е. наряду с электродипольными учитывались также магнито-
дипольные и электрические квадрупольные эффекты. Затем Ахманов и Хохлов 
получили [278] свои соотношения на базе модели прозрачной нелинейной 
среды, состоящей из связанных классических ангармонических осцилляторов, 
однако магнитные эффекты ими не рассматривались. Изящный вывод частот-
но-перестановочных соотношений для прозрачных сред, основанный на при-
менении схемы Мэнли-Роу (законов сохранения числа фотонов) к нелинейным 
оптическим явлениям , приведен во втором издании [8]. (См. также работы 
[280, 281, 283, 284]).  

Однако в поглощающих средах такого рода симметрийные связи для мни-
мых частей тензоров нелинейных восприимчивостей не выполняются. Даль-
нейшие многочисленные попытки обобщить частотно-перестановочные соот-
ношения на поглощающие кристаллы не увенчались успехом. Правда, Батчер 
и Мак-Лин предложили [286] свои формальные соотношения, связывающие 
поля на комплексных частотах. Однако соотношения [286] не имеют прямого 
физического смысла, так как в нелинейной оптике частоты обычно считаются 
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вещественными, а затухание волн объясняется диссипативными свойствами 
самих сред. 

Выше мы уже подробно обсуждали линейный принцип Онзагера, спра-
ведливый для различных линейных поглощающих сред с магнитной структу-
рой. В литературе [280, 284, 281, 279, 287, 283, 288] установилась точка зрения, 
согласно которой в общем случае для диссипативных анизотропных нелиней-
ных сред нелинейного аналога принципа Онзагера не существует. Однако свя-
зи (5.1.10) для линейных поглощающих сред сводятся к (1.2.8), т.е. к известно-
му в линейной электродинамике принципу симметрии кинетических 
коэффициентов, т.е. к линейному приципу Онзагера. 

Поэтому найденные нами частотно-перестановочные соотношения 
(5.1.11), (5.1.12) можно интерпретировать, как обобщение принципа Онзагера 
(соотношений взаимности) на оптические явления в поглощающих нелиней-
ных средах. Линейные соотношения взаимности Онзагера накладывают огра-
ничения временной симметрии на компоненты тензоров одного и того же 
свойства. В отличие от этого, найденные нами частотно-перестановочные со-
отношения связывают тензоры различных нелинейных эффектов в одном по-
глощающем кристалле, но находящемся в термодинамически различных со-
стояниях, когда поглощение на некоторых частотах становится 
отрицательным. Практически среды, обладающие отрицательным поглощени-
ем, хорошо известны. Это, например, лазерные среды с инверсионной заселен-
ностью [289]. 

Подобно тому, как линейные уравнения связи (1.2.1) обобщаются на ли-
нейные соотношения (1.2.12), так и нелинейные уравнения (5.1.2) можно обоб-
щить, если учесть, что векторы электрической Р и магнитной M поляризаций 
среды могут нелинейно зависеть от электрических, магнитных, акустических, 
тепловых и других полей. Кроме того, при учете частотной и пространствен-
ной дисперсий тензоры восприимчивостей зависят от частот ωm и волновых 
векторов km взаимодействующих световых волн. 

Поэтому вместо (5.1.10) – (5.1.12) в более общих случаях получаем 
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Здесь введенные коэффициенты ε i  принимают значение (–1) или (+1) в зави-
симости от того, меняют или не меняют свой знак соответствующие им пере-
менные Е, Н, Р, M,… относительно операции 1'. Значок ~ (тильда) над некото-
рыми индексами означает, что линейное поглощение на данной частоте 
изменяет свой знак на противоположный. Совокупность двух параметров 

,k,щ pp )(  )( mm k
~

,щ −−  обозначается одним индексом p, m~  соответственно. Тако-
го рода краткая форма записи была предложена в [284]. 
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Выражения (5.1.13)–(5.1.15) являются искомыми частотно-перестановоч-
ными соотношениями для тензоров восприимчивостей поглощающих магни-
тоупорядоченных кристаллов, учитывающими частотную и пространственную 
дисперсию. Из них следуют, как частные случаи, результаты, известные ранее 
в литературе. 

Так, полагая в (5.1.11), что линейное поглощение на частотах ωm и ωn от-
сутствует, точнее, что фотоны на ωm и ωn рождаются и уничтожаются вместе, 
приходим для немагнитной среды к выражению, эквивалентному предложен-
ным в [287, 284] (cм. также [290]). 

Если же поглощение существенно только на одной частоте, тогда (5.1.14) 
сводится к результату, полученному нами ранее в [291]. Если еще дополни-
тельно отсутствует магнитная структура, то получаем соотношения [288, 287, 
284, 290].*) 

Для некогерентных процессов обсуждаемые симметрийные связи также 
упрощаются. Так, из (5.1.12) при ωm=ωm+ωn-ωn следуют также частотно-
перестановочные соотношения, описывающие рамановские и другие двухфо-
тонные переходы [292, 284]. 

Если все частоты взаимодействующих волн и их комбинации лежат вдали 
от собственных резонансов нелинейного кристалла, то тензоры нелинейных 
восприимчивостей становятся симметричными по перестановке всех индексов, 
независимо от частот. Последнее утверждение известно, как правило Д. А. 
Клейнмана [293], которое неплохо соответствует экспериментальным данным 
для ряда кристаллов. Нужно подчеркнуть, однако что оно может выполняться 
только для негиротропных сред, т.е. для сред без явлений эффекта Фарадея и 
оптической активности. В литературе на последнее обстоятельство почему-то 
не обращалось внимания. 

Отметим еще, что все частоты взаимодействующих полей могут быть по-
ложительными, отрицательными и равными нулю, причем они считаются не-
соизмеримыми. Если же некоторые частоты совпадают, тогда уравнения связи 
должны быть модернизированы [285, 281] и полученные частотно-
перестановочные соотношения также видоизменяются. 

Итак, в данном разделе нами найдены [291, 282] частотно-
перестановочные соотношения (5.1.11)–(5.1.15) для тензоров нелинейных оп-
тических восприимчивостей в поглощающих магнитоупорядоченных кристал-
лах с частотной и пространственной дисперсией и являющиеся нелинейными 
аналогами принципа Онзагера. Показано, что из найденных частотно-
перестановочных соотношений следуют, как частные случаи, известные ранее 
результаты для частично-диссипативных и прозрачных магнитных и немаг-

                                                        
*) К сожалению, в некоторые формулы в [290, 291] для частично диссипа-

тивных сред вкрались опечатки. Здесь эти соотношения исправлены и обоб-
щены. 
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нитных сред. Отмечено также, что правило Клейнмана не может выполняться 
в гиротропных средах. 

5.2 Четный эффект Фарадея 

Оптические свойства магнитоупорядоченных кристаллов обычно характе-
ризуют тензором обратной диэлектрической проницаемости  

.×− += Gi1 χε                                              (5.2.1) 

Согласно принципу симметрии кинетических коэффициентов εε ~= , по-
этому разложение симметричной части χ тензора ε -1 в магнитных средах может 
содержать как четные –, так и нечетные [252] по внешнему магнитному полю 
Н˚ части. Квадратичные по Н˚ добавки в χ описывают хорошо известный эф-
фект Коттона-Мутона, а линейные по Н˚ добавки – сравнительно новый [50] 
линейный магнитооптический эффект, приводящий к линейному двупрелом-
лению света и пропорциональный первой степени внешнего поля Н˚. 

Линейный магнитооптический эффект был сравнительно недавно открыт, 
затем теоретически и экспериментально изучался в ряде кристаллов [50, 56, 
264, 294-296]. С симметрийных позиций линейный магнитооптический эффект 
[50] можно феноменологически описывать аксиальным с-тензором 3 ранга qijk,, 
симметричным по двум индексам ( o

kijk
s
ij Hq=χ∆ ). 

Аксиальный с-вектор гирации G, дуальный антисимметричной части iG× 
тензора ε - 1 и описывающий невзаимное вращение плоскости поляризации или 
фарадеевское вращение плоскости поляризации света, можно разложить по Н˚: 

KK ooo +++=+++= kjijkjijiiiii HHвHбGGGGG (0)(2)(1)(0)   .            (5.2.2) 

Здесь первые два слагаемых ответственны за спонтанный и индуцируе-
мый внешним полем Н˚ линейный эффект Фарадея соответственно. В очень 
сильных полях должны наблюдаться кубичные отклонения ( 3(3)

i H~G ) фараде-
евского вращения от линейной связи с Н˚, что обсуждалось В. С. Запасским 
[297]. 

Из принципа Онзагера вытекает также, что в магнетиках, кроме спонтан-
ного эффекта Фарадея, описываемого вектором гирации G (1), возможно также 
наблюдать новое явление – четный (квадратичный) по магнитному полю Н˚ 
эффект Фарадея [298, 152, 299]. Из (5.2.2) видно. что четный эффект Фарадея 
феноменологически описывается аксиальным с-тензором 3 ранга, симметрич-
ным по паре индексов (j,k). Компоненты β i jk равны нулю только в кристаллах 
21 класса точечных шубниковских групп, содержащих операции 1' или '1 , а 
также в кристаллах классов 4'32, 432, m3m. 

Нами было показано [298, 152], что четный эффект Фарадея, меняющий 
знак при перемагничивании образца, может наблюдаться в кристаллах осталь-
ных 66 магнитных групп (в пьезомагнетиках). И действительно, четный эф-
фект Фарадея затем наблюдался экспериментально [300] Xарченко с сотруд-
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никами в пьезомагнитном кристалле СоF2 при температуре 15К. Линейно по-
ляризованное излучение с λ=622.8 нм распространялось вдоль оси [001], по-
перечное магнитное поле Н˚ прикладывалось вдоль оси [110]. Измеренное 
удельное вращение плоскости поляризации света оказалось равным ⊥V =1.3∙10-2 
град·см -1  ·кЭ -2. При дальнейших исследованиях авторами был затем зареги-
стрирован квадратичный эффект Фарадея в FeF2, a также обнаружен четный 
(квадратичный) по Н˚ циркулярный дихроизм [50, 301, 302]. Результаты маг-
нитооптических исследований пьезомагнитных антиферромагнетиков этих ав-
торов систематизированы также в [50]. 

В [45] и [303, 304] было показано, что в магнитоупорядоченных кристал-
лах определенных магнитных классов возможна нелинейная зависимость маг-
нитного момента М от внешнего магнитного поля Н˚. По термодинамическим 
соображениям это следует из того, что плотность свободной энергии F магне-
тика может содержать, наряду с четными –, также нечетные (кубичные) по Н˚ 
члены: 

,)(Д Kooo ++−= ijkijkij HHHccF                                (5.2.3) 

откуда индуцируемый магнитный момент равен 

Koo ++= jkijkiji HHccM )(  .                                   (5.2.4) 

Поэтому тензор нелинейной (квадратичной) магнитной восприимчивости 
третьего ранга c i jk обладает симметрией τε[V3], т.е. симметричен по переста-
новке всех трех индексов [303]. 

В [300] авторы, используя аналогию с работой [303], считают, что тензор 
четного эффекта Фарадея β i jk отличен от нуля не в 66, а лишь в 58 магнитных 
классах, в которых разрешена квадратичная по Н˚ намагниченность. Эта точка 
зрения осталась без изменений и в последующих их публикациях [50, 302]. 
Поэтому остановимся на этом вопросе подробнее. 

Плотность свободной энергии прозрачного магнетика, помещенного в 
магнитное поле Н˚, может содержать добавку [305, 299] 

),(][Д 4р/HHiвF kjijk
ooщщEE−=                                      5.2.5) 

ответственную за четный эффект Фарадея. Здесь Еω  – Фурье-компонента элек-
трического поля световой волны на частоте ω. Отсюда снова получаем, что ак-
сиальный c-тензор β i jk, характеризующий четный эффект Фарадея, обладает 
симметрией τεV[V2], т.е. симметричен только по двум индексам (j,k), так как 
термодинамические соображения (5.2.3), (5.2.4) уже не имеют место. Различия 
в симметрии тензоров c i jk и β i jk обусловлены, следовательно, тем, что тензор 
c i jk описывает статические свойства, в то время как тензор β i jk, характери-
зующий четный эффект Фарадея, описывает динамические свойства кристал-
лов на частоте ω. Понятно, что симметрия тензора β может быть более низкой. 
Заметим попутно, что даже само понятие фарадеевского вращения для стати-
ческих электромагнитных полей теряет смысл. 
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Здесь уместно провести аналогию между тензорами генерации второй оп-
тической гармоники и нелинейной квадратичной восприимчивости. Хотя тен-
зор 3 ранга, описывающий генерацию второй гармоники, симметричен только 
по двум индексам [283, 306]; для процессов, когда частотной дисперсией мож-
но пренебречь, он становится симметричным по всем индексам (условие 
Клейнмана) [293]. Однако правило Клейнмана в общем случае не выполняется; 
например, оно неприменимо для линейного электрооптического эффекта [306]. 
В то же время тензор квадратичной электрической восприимчивости в посто-
янном электрическом поле по термодинамическим соображениям должен быть 
полностью симметричен по всем трем индексам, аналогично тензору нелиней-
ной магнитной восприимчивости cijk.  

Итак, термодинамический анализ показывает, что макроскопическая сим-
метрия тензоров квадратичного эффекта Фарадея β i jk, вопреки мнению [300, 
50], ниже симметрии тензора квадратичной нелинейной магнитной восприим-
чивости c i jk и совпадает симметрией тензоров пьезомагнетизма [307] и тензо-
ров линейного магнитооптического эффекта [50, 56], хотя микроскопические 
механизмы их реализации, вообще говоря, различные. 

Рассмотрение выражений для векторов гирации G (2) показывает, что чет-
ный эффект Фарадея носит резко анизотропный характер. В большинстве из 66 
классов магнитной симметрии ,где возможно это явление, при ориентации век-
тора H в плоскости (001) возникает вектор гирации ,)( HG ⊥2  причем 
G (2 ) ||[001]. Поэтому при распространении света вдоль [001] может возникнуть 
только поперечный квадратичный эффект. При этом обычный (нечетный) эф-
фект Фарадея отсутствует. Такая геометрия опыта предлагалась [298] нами для 
наблюдения четного эффекта Фарадея в кристаллах классов m3 и m3m ' и 
именно в этой конфигурации позже экспериментально последний был обнару-
жен [300, 301] в CoF2 и FeF2 (магнитный класс 4 '/mmm '). Аналогично этому, 
при ориентации магнитного поля вдоль основных кристаллографических осей 
[100], [010] и [001] во многих кристаллах пьезомагнетиков четный эффект Фа-
радея тождественно обращается в нуль. 

В кристаллах 66-58=8 классов магнитной симметрии ( 4mm,m,24422,  
,4/mmm  6/mmm6mm,2m,6622, ), вопреки мнению [50], вектор гирации G(2), 

описывающий квадратичное по магнитному полю невзаимное вращение плос-
кости поляризации, должен быть отличен от нуля и иметь вид: 

3122114

(2) HHHв )( eeG −= .                                  (5.2.6) 

Здесь и далее e1, e2, e3  – единичные векторы вдоль осей [100], [010] и [001] со-
ответственно; H=(Н1,Н2,H3). Как видно из (5.2.6), вектор гирации (2)G  может 
находиться только в плоскости (001). При )(|| 32 eeH ±  индуцируется вектор 

2/1
2

14
(2) eHG β=  и при пропускании линейно поляризованного излучения вдоль 

[100] может проявляться поперечная четная фарадеевская гиротропия (правда, 
на фоне естественного линейного двупреломления). В центросимметричных 
антиферромагнетиках классов m3, m3m', в которых отсутствуют двупреломле-
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ние, естественная оптическая активность и спонтанный эффект Фарадея, ин-
дуцируемое четное фарадеевское вращение можно выделить в "чистом" виде. 
К классу m3m' принадлежат, в частности, кристаллы диспрозий-алюминиевого 
граната Dy3Al5O12, в антиферромагнитной фазе в которых возможно изучение 
обсуждаемого явления в "чистом" виде. При наложении внешнего магнитного 
поля на такой кристалл индуцируется вектор гирации 

),()()(
321231132

21 HHHHHH eeeHGGG +++=+= βα               (5.2.7) 

где (e1, e2, e3)- ортогональный кристаллографический базис, α и β - константы, 
характеризующие обычный – и четный эффект Фарадея. 

Как следует из (5.2.7), здесь квадратичный эффект Фарадея носит явно 
выраженный анизотропный характер. Так, при Н||[100] он отсутствует; а при 
Н||[111] – максимален, причем вектор гирации G(2)||H. В последнем случае ли-
нейно поляризованный свет, распространяющийся вдоль магнитного поля, бу-
дет испытывать вращение плоскости поляризации, обусловливаемое обычным 
и четным эффектами Фарадея. Разделить их можно, изменяя, например, на-
правление поля на противоположное или перемагничивая кристалл. 

При ориентации вектора Н в плоскости (001) вектор ,)( HG ⊥2  т.е. четный 
эффект Фарадея всегда поперечен. Для наблюдения последнего оптимальной 
является геометрия опыта, при которой Н||[110], а волновой вектор световой 
волны k||[001]. Тогда линейный эффект Фарадея отсутствует, а поперечный 
четный эффект максимален. В данной геометрии опыта, как можно показать, 
отсутствуют также новый линейный магнитооптический эффект и гиротроп-
ное двупреломление  [118], поэтому обсуждаемое нами явление будет прояв-
ляться только на фоне одного индуцированного внешним полем эффекта Кот-
тона-Мутона. 

Поскольку эффект Коттона-Мутона и четный эффект Фарадея – оба квад-
ратичны по H, то вызываемая ими эллиптичность ])[( /2в/carctgtgг 3=  собст-
венных плоских световых волн, распространяющихся вдоль оси [001], в по-
следнем случае не зависит от величины магнитного поля, а наблюдаемое их 
эллиптическое двупреломление равно [298] 

2./Hвcnn 222
3

3
0элл +=Д                                       (5.2.8) 

Здесь β и c3 – параметры четного эффекта Фарадея и эффекта Коттона-
Мутона соответственно. Выделить линейное и циркулярное двупреломление 
из измеряемого общего эллиптического двупреломления для современной 
техники поляриметрии [308, 309] не представляет особых трудностей. 

В кристаллах классов 4'22', 4'mm', ,m'2'4,'2m'4 4'/mmm', к которым отно-
сятся, как уже отмечалось выше, и кристаллы фторидов кобальта и железа, где 
был впервые обнаружен четный эффект Фарадея, вектор G (2) характеризуется 
выражением [299] 

,][)( 2
361414

2 sincossinв,cosиcosв,sinиcos HG θϕϕϕϕβ=          (5.2.9) 
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где θ, φ – полярные углы вектора Н в кристалле. Уместно подчеркнуть, что в 
таких средах четный эффект Фарадея определяется не одним β14 (по [50]), а 
двумя β14, β36 независимыми параметрами. При произвольном расположении 
H в одной из координатных плоскостей вектор G (2), квадратичный по Н, все-
гда принадлежит этой же плоскости и обладает сильной зависимостью от уг-
лов θ и φ. 

Оптимальная геометрия опыта Н || [100], k||[001] и была использована в 
работе [300]. Две другие конфигурации: k||[010], Н||[101] и k||[100] при Н||[011] 
также приводят к экстремальному по величине поперечной квадратичной фа-
радеевской гиротропии, правда, на фоне сильного естественного линейного 
двупреломления. 

В [298] нами было указано, что поскольку четный эффект Фарадея меняет 
знак при перемагничивании кристалла, то представляется интересным исполь-
зовать его, как и линейный магнитооптический эффект [252, 256], для визуали-
зации антиферромагнитной доменной структуры. И действительно, в [300] со-
общалось, что с помощью квадратичного эффекта Фарадея удалось визуально 
различать 180-градусные антиферромагнитные домены во фториде кобальта 
при напряженности магнитного поля Н||[110] уже в полях ≥10кЭ. В [310] под-
робно обсуждаются проблемы перемагничивания и монодоменизации фторида 
кобальта с помощью линейного и нелинейного эффектов Фарадея. 

Интересны работы [311, 312], посвященные микроскопической теории 
четного эффекта Фарадея. В них показано, что четный эффект Фарадея по сути 
дела имеет ту же квантовую природу, что и линейный магнитооптический эф-
фект, т.е. связан с низкой локальной симметрией кристаллического поля в кри-
сталлах и большой величиной одноионной анизотропии. 

С феноменологической точки зрения оба явления - линейный магнитооп-
тический эффект и четный эффект Фарадея – описываются тензорами 3 ранга 
одинаковой внутренней и внешней магнитной симметрии. Это может служить 
дополнительным аргументом в пользу возможности грубых оценок величины 
квадратичной магнитной гиротропии для различных магнитных сред по вели-
чине линейного магнитооптического эффекта. По экспериментальным данным, 
полученным в [252] и [264] для линейного магнитооптического эффекта, мож-
но предположить, что компоненты тензора β i jk квадратичной магнитной гиро-
тропии в кристаллах α-Fe2O3 и DyFeO3 могут быть большими, чем в CoF2. 

В [300] на основании измерений в CоF2 было высказано предположение о 
том, что фарадеевское вращение (магнитная гиротропия) G будет пропорцио-
нальна индуцируемому магнитному моменту M, независимо от того, является 
ли оно четным или нечетным по полю, т.е. 

(1)(1)(2)(2) /GM/GM ≈ .                                        (5.2.10) 

Следует, однако, иметь в виду, что значения магнитных восприимчиво-
стей c i j для CoF2 у различных авторов отличаются на порядок [50, 313-316]. 
Дальнейшие исследования магнитного циркулярного дихроизма в CoF2  [302, 
50] показали, что предположение (5.2.10) выполняется далеко не всегда и про-
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демонстрировали зависимость магнитных гиротропных свойств от физических 
причин, вызывающих намагниченность. 

Тем не менее, по нашему мнению, предварительные качественные оценки 
величины четного эффекта Фарадея в других магнитных кристаллах можно 
выполнить, используя известные данные для них по линейному эффекту Фара-
дея, нелинейной магнитной восприимчивости c i jk и полагая  ijkijk3j3j в/c/бc ≈ . 

В [303] получены теоретические оценки величин нелинейной магнитной 
восприимчивости для CoF2 – 2∙10-7 и для MnF2 – 2∙10-9 (в единицах 
СГСМ/моль·Э2). Для CoF2 эта оценка хорошо согласуется с экспериментом 
[314]. Отсюда ясно, что в кристалле MnF2 четная магнитная гиротропия может 
быть примерно в 10 раз меньше. Фактически во фториде марганца четный эф-
фект Фарадея не был обнаружен даже при чувствительности измерений 10-11  
град см -1Э2 [50] . 

Используя экспериментальные данные по намагниченности σ(0) и коэф-
фициентам c i jk для редкоземельных ортоферритов в слабоферромагнитной фа-
зе Г4(mzmx 'my ') из [304] и магнитооптические параметры линейного эффекта 
Фарадея из [266, 317, 318], получаем оценку для удельного вращения плоско-
сти поляризации света, обусловленного поперечным четным эффектом Фара-
дея на длине волны λ=6300Å вдоль оси z в тербиевом и диспрозиевом орто-
ферритах соответственно: 1. Для TbFeO3: z/уcVV 11311=⊥ =3.6∙10-1град·см -1кЭ -2, 
что в 3 раза больше, чем в CoF2. 2. Для DyFeO3: ≈⊥V 0.91∙10-1 град·см -1кЭ -2, 
что примерно совпадает с удельным вращением в СоF2. 

В работе [319] на кристалле DyFeO3 в антиферромагнитной фазе Г1 (маг-
нитная симметрия mmm) измерялась компонента c321, которая оказалась вели-
ка:  c321=4.2∙10-2 СГСМ/(кЭ·Г). Отсюда можно полагать, что в магнитном со-
стоянии Г1 в ортоферритах будет также велик четный эффект Фарадея при 
геометрии опыта k||z, Н||[110] , как и в CoF2. Конечно, следует иметь в виду, 
что наблюдению четной магнитной гиротропии вдоль оси [001] мешает силь-
ное естественное ДП ∆n~10 -1, поэтому целесообразнее исследовать квадра-
тичный эффект Фарадея в одноосных кристаллах. 

С точки зрения подрешеточной магнитной структуры вектор гирации G, 
описывающий четный эффект Фарадея, равен 

,)( KMMMM ++++= lllmllmmlmmmG 4321

2 ππππ                 (5.2.11) 

т.е. вклад в квадратичное фарадеевское вращение вносят члены, кубичные по 
векторам ферро– m и антиферромагнетизма l, l1, l2,... . Зная обменную симмет-
рию кристалла и векторов т, l, l1, l2,... легко найти все отличные от нуля ком-
поненты с-тензоров 4 ранга π1, π2, π3, π4, отражающих различные механизмы 
четного явления Фарадея. Для этого достаточно воспользоваться результатами 
симметрийного анализа тензорных макроскопических свойств двух– и много-
подрешеточных магнетиков, выполненного нами ранее, в главе 4. Ясно, что в 
слабых ферромагнетиках тензоры π1 и π3  – магнитного (+) типа, а тензоры  π2 и 
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π4 – магнитного (–) типа. Матрицы этих тензоров имеют такую же форму, как 
матрицы псевдотензоров 4 ранга, приводимые в таблицах приложения Б. 

Рассмотрим, например, кристаллы типа CoF2 и FeF2, в которых экспери-
ментально исследовался четный эффект Фарадея Из-за громоздкости мы не 
будем выписывать все ненулевые компоненты вектора G(2). Укажем только, 
что в компоненту G(2)

z вносят независимые вклады следующие 8 комбинаций 

yxzz
2

xyyxz
3
zz

2
zz

2
zzyx mml,mm),mlmlm,m,ml,ml,lml,lll ⋅−()(          (5.2.12) 

векторов m и l, каждая из которых преобразуется как mz. 
Если внешнее магнитное поле ZH ⊥ , то 

,)( zyx3zyx2zyyxx1
(2)
z lllalmmallmlmaG +++=                       (5.2.13) 

где a1 ,a2, a3  – некоторые скалярные параметры. Как видим, G (2) сложным обра-
зом зависит от кубичных комбинаций векторов m и l. Отсюда видно, что в 
[300, 50] учтены не все слагаемые 3-го порядка в разложении G (2)

z по m и l.  
Таким образом, установлены [298, 305, 299] симметрийные условия суще-

ствования и наблюдения нового магнитооптического эффекта – четного (по 
магнитному полю) эффекта Фарадея, который затем неоднократно экспери-
ментально исследовался. 

5.3 Магнитогирация 

Сейчас на основе подхода магнитной симметрии исследуем условия суще-
ствования и наблюдения нового магнитооптического явления – магнитогира-
ции. Под магнитогирацией будем понимать обратимый эффект вращения 
плоскости поляризации света, пропорциональный первой степени приложен-
ного постоянного внешнего магнитного поля oH . Напомним, что известный 
эффект Фарадея является необратимым и накапливается при прохождении све-
та туда–назад через пластинку. Иначе говоря, магнитогирация – это линейное 
изменение (или возникновение) естественной оптической активности под воз-
действием поля oH . 

Разложим аксиальный i-тензор второго ранга α i j, описывающий оптиче-
скую активность, по степеням напряженности внешнего постоянного магнит-
ного поля oH : 

.Д ijijlk
HH
ijklk

H
ijkij αααααα +=+++= ooooo KHHHij                      (5.3.1)  

Тензор естественной гиротропии α i j, вообще говоря, несимметричен. Од-
нако вклад в показатели преломления собственных волн вносит только сим-
метричная часть матрицы α i j. Антисимметричные же компоненты матрицы α i j  
могут вносить вклад лишь в поляризацию волн, что может проявиться при на-
клонном отражении и преломлении света на границах раздела оптических 
сред. Это явление, впервые предсказанное Федоровым [16] (по терминологии 
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авторов [19] – слабая оптическая активность), экспериментально, по-
видимому, еще не наблюдалось. Поэтому антисимметричную часть тензора 
оптической активности учитывать далее не будем, полагая α i j=α j i . 

В (5.3.1) o
ijα  – компоненты матрицы оптической гиротропии в отсутствие 

внешнего поля oH . Пренебрегая слабой оптической активностью заключаем, 
что линейную магнитогирацию, которую будем называть просто магнитогира-
цией, можно описывать полярным с-тензором третьего ранга H

ijkα , симметрич-
ным по перестановке двух индексов (i ,j) – тензором магнитоэлектрического 
типа. Поэтому магнитогирация возможна только в кристаллах с магнитной 
структурой. Далее, аксиальный i-тензор 4 ранга αHH, симметричный по пере-
становке индексов внутри пар (i,j) и (k,l), характеризует значительно более 
слабый эффект квадратичной [320] магнитогирации. Принцип же симметрии 
кинетических коэффициентов [8, 120] никаких ограничений на компоненты αH 
и αHH не накладывает, поэтому остаются лишь требования магнитной симмет-
рии, вытекающие из принципа Неймана [28, 31]. Согласно Бирссу [37], поляр-
ные с-тензоры нечетного ранга тождественно равны нулю в группах, содер-
жащих операции временной 1' и пространственной 1  инверсий. Из 122 
магнитных шубниковских классов 32 класса содержат в качестве операции 
симметрии 1', 21 класс – пространственную инверсию 1 . Из оставшихся 122–
32–21=69 классов в 3 кубических группах 432, ,'' m34  m '3m ' тензор αH

 также 
обращается в нуль. Следовательно, по симметрийным соображениям, в кри-
сталлах 66 магнитных классов, допускающих также явления невзаимного ли-
нейного гиротропного двупреломления [118], магнитогирация может иметь 
место [321, 152]. Интересно отметить, что в магнитных центроантисимметрич-
ных кристаллах, группы которых содержат операцию антиинверсии 1 ', но не 
имеют операций 1  и 1' , естественная гиротропия симметрийно запрещена, а 
магнитогирация разрешена. 

Для наглядного представления внутренней симметрии тензоров удобно 
пользоваться символикой Яна [28]. Так тензор n-го ранга общего вида обозна-
чается как Vn . Это указывает, что такой тензор преобразуется как произведе-
ние n векторов. Если же имеется дополнительная симметрия по перестановке k 
индексов из n, то это обозначается символом [Vk]Vn-k. c-тензоры и аксиальные 
тензоры обозначаются дополнительными значками τ и ε соответственно. 

Поэтому внутренняя симметрия полярного с-тензора магнитогирации αH 
равна τ[V2]V. Аксиальные  с-тензоры 3 ранга, характеризующие линейный маг-
нитооптический эффект, линейную магнитострикцию, пьезомагнетизм и чет-
ный эффект Фарадея, обладают одинаковой внутренней симметрией  ετ[V2]V и 
отличны от нуля в 66 магнитных классах, изоморфных группам, где возможна 
магнитогирация. Символически этот изоморфизм можно представить в виде 

V.VVVефVVф 222 ][][][ ↔↔                                    (5.3.2)  

Следовательно, группы симметрии тензоров магнитогирации αH магнито-
электрического типа изоморфны группам симметрии тензоров электрического 
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типа, характеризующих линейный электрооптический и обратный пьезоэлек-
трический эффект. Взаимосвязь между группами тензоров магнитного, магни-
тоэлектрического и электрического типов известна [28]: 

1''11GGG электрмагнитоэлмагн ↔↔↔↔ при ,          (5.3.3) 

поэтому отличные от нуля компоненты тензора магнитогирации для различ-
ных 66 групп не приводим. 

В магнитных нецентросимметричных кристаллах возможно также суще-
ствование в оптическом диапазоне частот магнитоэлектрического эффекта, 
проявляющегося в невзаимном линейном двупреломлении. Магнитоэлектри-
ческий эффект описывается аксиальным несимметричным тензором второго 
ранга αМЭ, который отличен от нуля в 58 магнитных классах. По сравнению с 
магнитогирацией тензор αМЭ дополнительно исчезает в классах 6'm2, 4'32', 

,m34  m'3m, ,m'mm'/6',mm'6'6'2'2,,m'2'6,'16,6'  ,6  однако дополнительно от-
личен от нуля в классе 1 , за счет своей антисимметричной части. 

Для экспериментального обнаружения и изучения магнитогирации необ-
ходимо выделить ее на фоне других, обычно более сильных эффектов, таких, 
как линейное кристаллографическое двупреломление, эффект Фарадея, опти-
ческая активность, эффект Коттона-Мутона, линейный магнитооптический 
эффект, магнитоэлектрический эффект. Расчеты показывают, что в кристаллах 
следующих 10 магнитных классов: ,m'm'/m'6,/m'6,'6m,'3,'3,m'm'/m'4  m''34m'2,'6  , 
4/m' m'm'3,  вдоль магнитного поля, направленного по кристаллографической 
оси высшего порядка, может проявляться циркулярное двупреломление 
∆n~ H

123α H3 [321], обусловленное магнитогирацией. В этих кристаллах отсутст-
вует естественная оптическая активность, спонтанные эффект Фарадея и ли-
нейное двупреломление. Из-за возможного присутствия также необратимых 
спонтанного оптического магнитоэлектрического эффекта [136, 121] и его ана-
лога, индуцированного внешним магнитным полем [188-190,122], собственные 
волны могут быть эллиптически поляризованными. В итоге при пропускании 
света вдоль высшего порядка в кристаллах указанных классов может прояв-
ляться вращение плоскости поляризации, обусловленное только индуцирован-
ными эффектами Фарадея и магнитогирации. Вклад магнитогирации можно 
выделить, пропуская свет в прямом и обратном направлениях, или перемагни-
чивая антиферромагнитный кристалл. 

Заметим, однако, что магнитоэлектрический эффект хорошо исследован 
до настоящего времени, по-видимому, лишь в радиодиапазоне частот. Одно 
время сообщалось [320, 20] об экспериментальном обнаружении магнитогира-
ции в некоторых немагнитных сегнетоэлектрических кристаллах. Интерпрета-
ция экспериментальных результатов в [320] как проявление линейной магни-
тогирации, вызывала возражения [321, 50, 322], поскольку в [320] 
игнорировались требования принципа Онзагера и не принималось во внима-
ние, что Н, а, следовательно, и тензор αH  являются  с-тензорами, т.е. меняю-
щими знак при инверсии времени 1'. Поэтому в [20] и особенно в [32] пред-
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принимались попытки обоснования возможности наблюдения магнитогирации 
в немагнитных средах путем постулирования новых соотношений для кинети-
ческих коэффициентов, т.е. коренной модификации принципа Онзагера. Одна-
ко такое изменение принципа Онзагера с целью подгонки его под предпола-
гаемое наблюдение магнитогирации представляется неубедительным, так как 
наблюдаемые эффекты в [320, 20] были малыми и могут быть объяснены в 
рамках классических симметрийных представлений. Коренной же пересмотр 
принципа симметрии кинетических коэффициентов или соотношений взаим-
ности требует более серьезных обоснований. Более того, позже автор работ 
[320, 20] сам отказался от трактовки своих результатов как магнитогирации и в 
[323] предложил новую интерпретацию наблюдавшегося циркулярного дву-
преломления как эффекта "магнитополяризационной псевдогирации". В [323] 
авторы обратили внимание на то, что наблюдаемое ими вращение плоскости 
поляризации под действием магнитного поля наблюдалась только в пироэлек-
триках. Оно изменяет свой знак при переполяризации сегнетоэлектрика, а так-
же исчезает выше температуры сегнетоэлектрического фазового перехода (в 
парамагнитной фазе). Поэтому изменения гиротропии, наблюдаемые во внеш-
нем магнитном поле Н, авторы [323] стали трактовать как дополнительное 
вращение плоскости поляризации света, пропорциональное спонтанной элек-
трической поляризации Рs и Н, т.е. ∆φ~НРs. По нашему мнению, влияние Рs 
кристалла на эффект Фарадея вполне возможно, и такая интерпретация экспе-
риментов [323] не противоречит принципу Онзагера. 

Для описания магнитогирации мы раскладывали аксиальный i-тензор 2 
ранга αij, характеризующий оптическую активность, по H (5.3.1). Больше ин-
формации можно получить, если разложить α° по векторам магнитного упоря-
дочения m и l [52]: 

.::: mlllmm lmllmm
1 ααααα +++= oo                        (5.3.4) 

Здесь o
1α  - тензор естественной оптической активности в парамагнитной 

фазе; αmm, α l l , α lm – аксиальные i-тензоры 4 ранга, характеризующие спонтан-
ную магнитогирацию, обусловленную магнитным упорядочением. Компонен-
ты же ∆α i j, индуцируемые внешним полем Н, равны 

.Д ::: HHHlHm HHlHmH αααα ++=                          5.3.5) 

Разложение (5.3.5) можно также получить из (5.3.4), если учесть линей-
ную зависимость компонент векторов m и l от Н. 

Таким образом, обратимое вращение плоскости поляризации или оптиче-
ская активность может вызываться следующими причинами: а) нецентросим-
метричностью среды, которая приводит к кристаллографической гиротропии 
или естественной оптической гиротропии и характеризуется тензором o

1α ; б) 
магнитным упорядочением, приводящим к спонтанной магнитогирации, ха-
рактеризуемой тензорами αmm, α l l , α lm; в) внешним магнитным полем Н, кото-
рое индуцирует вынужденную магнитогирацию, билинейную векторам Н и т 
или Н и l. 
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В антиферро- и ферромагнетиках спонтанная магнитогирация описывает-
ся тензорами α l l , αmm соответственно. Кроме того, в ферри– и слабых ферро-
магнетиках она возможна также еще за счет тензора α lm [52]. Оптическая гиро-
тропия, индуцированная магнитным упорядочением, может проявляться во 
всех магнетиках, где симметрийно разрешена естественная оптическая актив-
ность. Общий аксиальный несимметричный i-тензор второго ранга, характери-
зующий оптическую активность, не равен тождественно нулю в 58 из 122 
шубниковских точечных групп. Из них в 11 классах возможна только слабая 
гиротропия, характеризуемая антисимметричными компонентами a

ijα . Ответ-
ственный за обратимое циркулярное двупреломление симметричный аксиаль-
ный i-тензор α i j может иметь ненулевые компоненты в 58–11=47 классах. В 
них входят 15 кристаллографических (немагнитных) классов [28, 16]: 1', 21', 
2221', mm21', m1', 31', 321', 41', 4221', ,'m,' 12414  61', 6221', 4321', 231'. На  i-
тензор α i j операция инверсии времени 1' не оказывает влияния, поэтому спон-
танная магнитогирация разрешена также в средах 15 магнитных полярных 
групп (1, 2, 222, m, mm2, 3, 32, 4, 4 , 422, m24 , 6, 622, 432, 23) и 17 классах 
смешанной полярности (2', 2'2'2, m', m'm'2, 32', 4', ,'4  42'2', 4'22', 

,'m2'4,'2m'4m,'2'4  6', 6'22', 62'2', 4'32, mm'2'). 

Обсудим возможности экспериментального обнаружения и исследования 
магнитогирации. Как уже отмечалось, в магнитоэлектриках, где может прояв-
ляться линейный магнитооптический эффект, возможна также и магнитогира-
ция, индуцированная внешним магнитным полем H. Поэтому, за исключением 
кубических магнитных классов 432, ,'' m34  m'3m', во всех магнитоэлектриках 
разрешена магнитогирация, иначе говоря, обратимое циркулярное двупрелом-
ление, пропорциональное Н. 

Список магнитоэлектриков, известных в настоящее время, достаточно ве-
лик. К ним относятся, в частности, многие хорошо известные кристаллы: ан-
тиферромагнитная при комнатной температуре окись хрома Сr2O3 (магнитный 
класс m''3 ), гематит при температуре ниже 160К, редкоземельные ортоферри-
ты RFeO3 и ортохромиты RСrО3 при низких температурах < 4К*)  

К достаточно прозрачным магнитным кристаллам в оптическом диапазоне 
частот принадлежат, например, ВаMnF4 при T<25К, борациты Ni-Сl и Ni-I 
при Т< 9К и T < 64К соответственно, гексагональный CsCuCl3 [18, 186]. Экспе-
риментально пока, насколько нам известно, влияние магнитной структуры и ее 
переориентации на оптическую активность не исследовалось. Исключение со-
ставляет работа [185], где экспериментально наблюдалась оптическая гиро-
тропия в магнитоупорядоченной несоразмерной фазе кристалла BaMnF4. Изу-
чалась также естественная гиротропия в сегнетоэлектрической фазе в 

                                                        
*) В [324] авторы указали, что в материалах типа RMO3 (группа D2h) в магнитных фазах 

Г5 ÷Г8 возможна магнитогирация. 
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гексагональном образце СsСuСl3 [186] и в Сu-Cl бораците [184], в которых при 
низких температурах возникает магнитная структура. 

 Кристаллы KNiPO4  ниже температуры T N =25K являются пироэлектри-
ками и слабыми ферромагнетиками. Чтобы объяснить наблюдаемые явления 
МЭЭ и др., в [24] предполагается, что симметрия низкотемпературной фазы – 
ромбическая (m'm2' или m'm'2), либо даже моноклинная (m', m  или 2). 

В [69] изучался ромбический нецентросимметричный пироэлектрик-
ферримагнетик при комнатной температуре (группа симметрии – m'2'm ). В 
антиферромагнетике и сегнетоэлектрике TbPO4  был обнаружен большой маг-
нитоэлектрический эффект. 

 Мультиферроики – гексагональные редкоземельные манганиты RMnO3 
(R – редкоземельный ион La, Tl, Tb, Dy, Gd) [68, 69]. В них исследовался маг-
нитоэлектрический эффект и сегнетоэлектрические и антиферромагнитные 
домены. В работах [79, 81] изучались структура и взаимодействие доменных 
стенок в нецентросимметричном гексагональном сегнетоэлектрике – антифер-
ромагнетике YMnO3. В [80] описаны магнитоэлектрические фазовые переходы 
в кристаллах антиферромагнетиков NiO и RMnO3. В [68] в кристаллах RMnO3 
изучался магнитоэлектрический эффект и наблюдались сегнетоэлектрические 
и антиферромагнитные домены. 

Редкоземельные бораты железа GdFe3(BO3)4 [85] – мультиферроики три-
гональной структуры. Ферробораты прозрачны при толщинах несколько сот 
мкм в зеленой области спектра. Недавно были синтезированы [90, 69] структу-
ры с гигантскими магнитооптическими эффектами, что открывает новые по-
тенциальные возможности для применений мультиферроиков в информацион-
ных системах в качестве сенсоров и в устройствах спинтроники. Оптика и 
магнитооптика пироэлектрика-ферромагнетика GaFeO3, мультиферроика с вы-
со-кой температурой Кюри, детально изучалась в [69].  

Невзаимное двупреломление света исследовалось [62] в нецентросиммет-
ричных ромбических борацитах M3B7O17X, где М – двухвалентный металл, Х – 
галоген. К ним относятся кристаллы Ni-I, Ni-Cl, Ni-Br, Mn-I, Ga-I.  

При изучении магнитооптических явлений в сегнетомагнетиках необхо-
димо учитывать сегнетоэлектрическую и магнитную доменную структуру. 
Кроме того, образцы должны обладать малой проводимостью и быть доста-
точно прозрачными в исследуемом диапазоне частот. 

Спонтанная магнитогирация, возникающая при магнитных фазовых пере-
ходах, должна быть более ярко выраженным эффектом, чем индуцированная 
внешним магнитным полем. Переключение направления спонтанных векторов 
магнетизма m и антиферромагнетизма l внешними воздействиями (магнитным 
полем H, электрическим полем Е и полем механических напряжений T ) может 
переключать также спонтанную магнитогирацию, величина которой при этом 
должна быть достаточно большой. Такие процессы переключения магнитоги-
рации должны быть аналогичны процессам переключения оптической актив-
ности в сегнетоэлектриках, т.е. электрогирации [18, 20]. Правда, надо иметь в 
виду, что группы симметрии большинства магнитоупорядоченных сред со-
держат либо центр инверсии 1 , либо центр антиинверсии 1 ', и поэтому не мо-
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гут обладать никакой оптической гиротропией (невзаимные эффекты сейчас не 
рассматриваем!). Вместе с тем существуют многие нецентросимметричные 
магнетики, у которых оптическая активность может иметь место; просто еще 
не проводились такого рода исследования. К интересным кристаллам для изу-
чения явлений спонтанной и индуцированной магнитогирации относятся маг-
нитные "кубичные" борациты, являющиеся сегнетомагнетиками. Кристалло-
оптические и магнитные свойства последних изучал Шмид и другие [183, 181, 
325]. Уникальным является борацит Ni-I, в котором при Т= 64К происходит 
фазовый переход, являющийся одновременно сегнетоэлектрическим, ферро-
магнитным и сегнетоэластическим [182]. При этом возникают линейное дву-
преломление, эффект Фарадея и, возможно, оптическая активность. Специаль-
ного разделения гиротропии на оптическую активность и эффект Фарадея, 
однако, в борацитах и других магнетиках пока еще не проводилось. 

Понятно, что спонтанная и индуцированная внешними воздействиями 
магнитогирация может использоваться для визуализации антиферромагнитных 
доменов, подобно тому, как применяются для этой цели линейный и квадра-
тичный эффекты Фарадея. 

Итак, нами найдены [321, 116] условия существования и наблюдения но-
вого магнитооптического эффекта – магнитогирации. В соответствии с прин-
ципом Онзагера магнитогирация возможна только в кристаллах 66 магнитных 
классов. Показано, что проще всего наблюдать спонтанную магнитогирацию 
при переключении доменной структуры магнитоэлектриков. 

5.4. Новые фотомагнитные явления 

В предыдущих разделах данной главы мы обсуждали новые статические маг-
нитооптические эффекты, индуцируемые постоянным магнитным полем Hº– 
четный эффект Фарадея и и линейную магнитогирацию. Перейдем теперь к 
рассмотрению нелинейных явлений, возникающих в результате действия вы-
сокочастотных оптических электромагнитных полей. Важными представите-
лями динамических нелинейных оптических явлений являются фотомагнит-
ные явления – эффекты намагничивания различных сред под воздействием 
светового излучения. В последнее время они привлекают исследователей, что 
связано, в частности, с возможностями использования фотомагнетизма для 
систем оптический записи информации [49, 58]. 

Мысли о возможности намагничивания сред циркулярно поляризованным 
оптическим излучением впервые были высказаны Л. П. Питаевским [326] и П. 
С. Першаном [279]. Затем при облучении образца Еu2+:СаF2 циркулярно поля-
ризованным светом Першаном с сотрудниками [327] было действительно об-
наружено возникновение в нем магнитного момента M, пропорционального 
интенсивности света I. В [327] было показано, что коэффициент пропорцио-
нальности между М и I описывает также эффект Фарадея в данной среде, по-
этому обнаруженное фотомагнитное явление было названо обратным эффек-
том Фарадея. 
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С течением времени интерес к фотомагнитным явлениям возрастал. Наря-
ду с обратным эффектом Фарадея обсуждались также явления намагничивания 
линейно поляризованным светом в кристаллах с упорядоченной магнитной 
структурой в присутствии внешнего магнитного поля [328], либо в кристаллах, 
обладающих спонтанной намагниченностью – ферримагнетиках и слабых фер-
ромагнетиках [329-331]. Авторы [329-331] называют явление намагничивания 
кристаллов линейно поляризованным светом обратным эффектом Коттона-
Мутона по аналогии с обратным эффектом Фарадея [327]. В [331] приводятся 
результаты экспериментальных попыток обнаружения обратного эффекта Кот-
тона-Мутона на монокристаллических Bi-содержащих пленках некоторых фер-
ритов-гранатов. Линейно поляризованное излучение лазера c λ=1.06 мкм в им-
пульсном режиме направлялось нормально к поверхности пленки феррита-
граната и параллельно внешнему магнитному полю. Наблюдался электриче-
ский сигнал, пропорциональный интенсивности света и напряженности маг-
нитного поля. Эксперимент [331], однако, показал, что зависимости регистри-
руемого сигнала от поляризации лазерного излучения не наблюдалось. Не 
проявлялся также и обратный эффект Фарадея. Поэтому фотомагнитные явле-
ния [328-331] требуют дальнейших теоретических исследований и экспери-
ментальных подтверждений. 

Проведем общее феноменологическое рассмотрение возможностей на-
магничивания кристаллов поляризованным светом [332, 333]. Для недиссипа-
тивных сред можно ввести, пользуясь термодинамическим подходом Першана 
[279], потенциальную функцию свободной энергии электромагнитного поля, 
усредненную во времени 

,)( K++−= − щ
kik

щ
kik

щ
i0 HвEуEFF                            (5.4.1) 

где щ
kE  и щ

kH  – Фурье-компоненты векторов напряженностей электрического и 
магнитного полей на частоте ω соответственно. Здесь учитываем только ли-
нейные по Eω и Hω слагаемые и пренебрегаем нелинейными высокочастотны-
ми слагаемыми высших порядков. В соответствии с [279] электрическая поля-
ризация кристалла на частоте ω  равна 
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Аналогично, намагниченность М на нулевой частоте, индуцируемая в сре-
де световым полем Eω, равна  4М=– oH∂∂ /F . Поэтому из (5.4.1) находим, что 
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Выражение (5.4.3) без последнего слагаемого было впервые получено Пи-
таевским и Першаном [326, 327] для описания обратного эффекта Фарадея в 
немагнитных средах (см. также [8], 2 издание). В [330, 332] отмечалось, что в 
магнетиках первое слагаемое в (5.4.3) может описывать также обратный эф-
фект Коттона-Мутона. Остановимся на этом вопросе подробнее. 
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Как следует из закона сохранения энергии, в прозрачных средах тензор 
линейной восприимчивости σ должен быть эрмитовым: 

,mikmikik gебу +=                                            (5.4.4) 

причем вектор магнитной гирации g описывает эффект Фарадея; ε i km – тензор 
Леви-Чивита; α i k=αk i . Аналогично, в бездиссипативных кристаллах 

,МЭОА ввiв +=                                                (5.4.5) 

где вещественные компоненты βOA и βМЭ характеризуют естественную оптиче-
скую активность и магнитоэлектрический эффект в оптическом диапазоне час-
тот (2.10.1), (2.10.5). 

Если кристалл находится во внешнем магнитном поле Н°, то тензоры σ и 
β можно разложить в ряд по его компонентам: 
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В соотношениях (5.4.6)–(5.4.9) тензор α(0) описывает спонтанное линейное 
двупреломление; α(1) – его изменение, называемое линейным магнитооптиче-
ским эффектом [50, 56]; α(2) – эффект Коттона-Мутона; тензоры g(0), g(1), g(2) ха-
рактеризуют спонтанный эффект Фарадея, линейный и квадратичный по oH   
эффекты Фарадея соответственно; )(0

ОАв , )(1
ОАβ  и )( 2

ОАв  – спонтанную естествен-
ную оптическую активность, линейную и квадратичную магнитогирацию со-
ответственно; (0)

МЭЭв – спонтанный магнитоэлектрический эффект, а тензор 
)1(

МЭЭв описывает аналог оптического магнитоэлектрического эффекта, индуци-
руемого внешним полем [188-190]. 

Подставляя (5.4.6)–(5.4.9) в (5.4.3), получаем выражение 
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для расчета постоянного магнитного момента, индуцируемого электромагнит-
ным излучением частоты ω в различных прозрачных средах. Полярный i-
тензор 2 ранга g(2) описывает эффект Фарадея, а также намагничивание среды 
циркулярно поляризованным светом – хорошо известный обратный эффект 
Фарадея [327, 8]. 

Можно сделать общий вывод о том, что в непоглощающих кристаллах все 
тензоры, характеризующие прямые статические магнитооптические эффекты в 
присутствии постоянного магнитного поля Н°, определяют также соответст-
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вующие им обратные фотомагнитные явления. Поэтому тензоры (1)
(ik)nб , (2)

(ik)npб , 
симметричные по индексам (i,k), характеризуют возможности намагничивания 
среды линейно поляризованным светом. Полярный  i-тензор 4 ранга α(2) воз-
можен во всех средах и отвечает за слабый обратный эффект Коттона-Мутона 
– индуцирование намагниченности линейным светом в присутствии постоян-
ного поля Н°. Более интересным и достигающим больших значений является 
явление намагничивания среды линейно поляризованным излучением за счет 
компонент α(1). Аксиальный с-тензор 3 ранга α(1) описывает, как уже указыва-
лось, наблюдавшееся в ряде кристаллов линейное двупреломление света, не-
четное по магнитному полю Н° [50, 56], т.е. линейный магнитооптический 
эффект. Намагничивание линейно поляризованным светом, возможное только 
в магнитоупорядоченных средах (пьезомагнетиках), обусловлено тензором α(1) 
и является термодинамически обратным линейному магнитооптическому эф-
фекту. Недавно обсуждались возможности намагничивания кристаллов, обла-
дающих спонтанной намагниченностью, плоскополяризованным излучением. 
Тензоры α(1), α(2) описывают, естественно, такие явления. (Заметим попутно, 
что термин обратный эффект Коттона-Мутона, введенный в [329, 331] для ха-
рактеристики явлений намагничивания среды линейным светом, описываемых 
тензором α(2), по своему смыслу правильнее относить к тензору α(1)). 

Вместе с тем с-тензор α(1) отвечает также за новый [332, 333] фотомагнит-
ный эффект намагничивания плоскополяризованным светом в скомпенсиро-
ванных антиферромагнетиках. Так, например, в антиферромагнитном кри-
сталле фторида кобальта при прохождении линейно поляризованного 
(Eω||[110]) света вдоль оси [1 1 0] должен возникнуть поперечный ( kM ⊥ ) по-
стоянный магнитный момент (рисунок 5a) 

Аналогично, линейно поляризованный (Eω||[010]) свет, проходя вдоль кри-
сталлографической оси [001]||k гематита α-Fe2O3 (при температуре 300K), бу-
дет индуцировать поперечный ( kM ⊥ ) магнитный момент 2/EEбM щ

1
щ

2
1

122y
−= )(  

(рисунок 5б). 
Примененный здесь термодинамический подход позволяет непосредст-

венно оценить величину намагничивания кристалла плоскополяризованным 
излучением по известным экспериментальным данным для линейного магни-
тооптического эффекта. В немагнитных средах обратный эффект Фарадея век-
тор гирации g(0)~10–11, в СоF2 – )(1

63α =2.2∙10–10, а в гематите )(1
(12)2α =10–8 единиц 

СГС [56]. Следовательно, эффективность намагничивания линейно поляризо-
ванным излучением в CoF2 будет примерно в 20 –, а в гематите – в 103 раз вы-
ше, чем при использовании циркулярного излучения в немагнитных средах. 
Так, для гематита при мощности излучения N=2∙107Вт/cм2 получаем  М≈1 Гс. 

2./EEбM щ
1

щ
1

1
63z

−= )(                                           (5.4.11) 
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a) 2CoF в) среда без
центра инверсии  

Рисунок 5 – Намагничивание кристаллов линейно поляризованным светом. 

а) фторид кобальта 2CoF ,   /2ЕЕб щщ
z 12

1
123

−= )(М ; 
б) гематит  α-Fe2O3,   /2ЕЕб щщ

y 12
1

212
−= )(М ; 

в) нецентросимметричная изотропная среда, c2 /SM πβ= . 
 
В [74] сообщалось, что в кристаллах Ca-Mn-Ge граната с помощью линей-

но поляризованного света  удалось осуществить перемагничивание полосовых 
антиферромагнитных доменов. Т.обр., наблюдалось предсказанное нами в 
[332] намагничивание кристалла линейно поляризованным излучением. В кри-
сталлах Ca-Mn-Ge граната был также зарегистрирован [72] четный эффект Фа-
радея. 

Обратимся теперь к оптическому магнитоэлектрическому эффекту. Не-
симметричный i-тензор 3 ранга )(1

МЭв  в (5.4.9) отвечает за невзаимное линейное 
двупреломление света, иначе, по терминологии Д. Л. Портигала [334] – за маг-
нитопространственную дисперсию, которую экспериментально наблюдали М. 
А. Новиков и др. [188-190]. В кристаллах КДР и LiIO3 для линейного света при 
геометрии опыта ⊥⊥ kH o [001] изменение двупреломления, обусловленное 
магнитопространственной дисперсией, составило 3.7∙10-9 кЭ-1 и 2.3∙10-10 кЭ-1 
соответственно. А в арсениде галлия в экситонной области спектра вблизи 
края фундаментального поглощения (hω=1.496 эВ) А. С. Гоголину и др. [335] 
удалось наблюдать за счет этого явления рекордное значение двупреломления 
∆n/Н°=10 -6 кЭ -1! 

В [63] изучались невзаимные линейное двупреломление и линейный дих-
роизм в бораците Co3B7O13I  в кубической фазе в поперечной геометрии. Этот 
эффект также относится к явлениям магнитопространственной дисперсии и его 
анизотропия характерна для тензора магнитоэлектрического эффекта в опти-
ческом диапазоне. В [60] исследовались обсуждаемые явления дисперсии в па-
ра–, ферро- (LiF3O5) и Сr2O3 кристаллах, индуцируемые магнитным полем или 
параметром порядка. 

С другой стороны, тот же тензор )(1
МЭβ  в (5.4.10) описывает фотомагнитный 

эффект намагничивания кристалла линейным светом, по симметрии разрешае-
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мый во всех нецентросимметричных немагнитных средах. Это новое, предска-
занное в [333] фотомагнитное явление, термодинамически обратно магнито-
пространственной дисперсии и поэтому его естественно назвать обратной маг-
нитопространственной дисперсией. Можно оценить величину момента M, 
индуцируемого в нецентросимметричных немагнитных средах линейно поля-
ризованным светом. Для обратного эффекта Фарадея  ∆n/Н°=10-8 кЭ-1. Следует 
также в виду, что в [190] измерялось только линейное двупреломление, а изо-
тропный вклад в показатели преломления остался неизвестным. Так как изо-
тропные добавки в показатели преломления обычно на 2 ÷3 порядка больше, 
чем анизотропные, то можно ожидать, что возможен процесс намагничивания 
нецентросимметричных немагнитных сред линейным светом (явление обрат-
ной магнитопространственной дисперсии), по величине превышающий из-
вестный обратный эффект Фарадея на 1÷2 порядка. 

Тензор )(1
МЭβ отличен от нуля во всех нецентросимметричных средах, но его 

изотропная часть (псевдоскаляр) имеется лишь в энантиоморфных, т.е. в тех 
веществах, группы симметрии которых не содержат инверсионных поворотов. 
Таких кристаллографических классов 11: (1, 2, 222, 3, 32, 4, 422, 6, 622, 23, 
432). Все они являются оптически активными. Например, в изотропной среде 
без центра инверсии магнитный момент M, индуцируемый светом за счет ме-
ханизма обратной магнитопространственной дисперсии, равен 

],[)( ωωβ HEM МЭ
−= 1                                          (5.4.12) 

где )(1
МЭβ – псевдоскаляр. Отсюда следует также, что возможно также намагни-

чивание энантиоморфных сред произвольно поляризованным светом. 
С другой стороны, усредненный по времени вектор Умова–Пойнтинга ра-

вен )/(][ πωω 8c HES −= , поэтому (рисунок 5в) 

,/c2 SM πβ=                                             (5.4.13) 

где β – некоторый псевдоскаляр. Это означает, что в энантиоморфных средах 
разрешается симметрией линейная связь между аксиальным с-вектором M и 
полярным с-вектором S. Вектор потока энергии S может характеризовать не 
обязательно световые волны, но и акустические, тепловые и т.д. Взглянем на 
(5.4.13) с более общих симметрийных позиций. 

Так как M меняет знак при инверсии времени t→(–t), то для его возникно-
вения необходима энантиоморфная среда (содержащая псевдоскалярные пара-
метры) и либо диссипация энергии, либо другие процессы, изменяющие знак 
при обращении времени. К ним относятся, например: А. Процессы переноса 
массы, заряда, импульса, момента импульса, тепла, энергии и т.д. Б. Диссипа-
тивные процессы, приводящие к выделению джоулева тепла. В. Движение 
среды относительно наблюдателя (описываемое преобразованиями Лоренца 
[94]). 

Из (5.4.10) видно, что вклад в момент М может также вносить линейная 
магнитогирация (тензор )( 1

ОАβ ). Наконец, ответственными за изменение маг-
нитного момента сред в присутствии световых волн и постоянного поля Н° 
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могут быть также обратные магнитооптические явления, квадратичные по Н°. 
Они более слабые, чем линейные, и представляют поэтому меньший интерес. 

Итак, на базе термодинамического анализа нами установлено [332, 333], 
что каждый тензор, характеризующий прямой магнитооптический эффект в 
присутствии постоянного магнитного поля Н°., одновременно описывает так-
же и термодинамически ему обратный фотомагнитный эффект. Предсказаны 
[332, 116] два новых фотомагнитных явления, обратные известным эффектам 
линейного магнитооптического эффекта и магнитопространственной диспер-
сии и приводящие соответственно к намагничиванию антиферромагнитных 
пьезомагнетиков и нецентросимметричных сред линейно поляризованным из-
лучением. Первое явление затем наблюдалось [74] экспериментально. Показа-
но также, что в энантиоморфных средах любые процессы, неинвариантные от-
носительно 1', могут также приводить к намагничиванию последних. 

5.5 Влияние магнитного поля и магнитного упорядочения       
на генерацию второй гармоники 

К нелинейным оптическим явлениям, наряду с обсуждавшимися ранее, 
относится генерация второй гармоники, описание которой производится обыч-
но с помощью нелинейной поляризации 

ωωωω χ EEP :22 = ,                                        (5.5.1) 

учитывающей электродипольные взаимодействия.  
Генерация второй гармоники наблюдалась [85] в мультиферроике CaFeO3 

[69] и магнетике GdFe3(BO3)4, которые не обладают центром симметрии. В [70] 
c ее помощью определялась магнитная симметрия гексагональных манганитов. 

Как известно, полярный i-тензор 3 ранга χ2ω, характеризующий генерацию 
второй гармоники, в центросимметричных средах тождественно равен нулю. 
Между тем в средах с центром инверсии [85] вторая гармоника наблюдалась, 
хотя и слабая [279, 280, 281, 336, 337]. Так, в [78] исследовалась последняя в 
центросимметричных антиферромагнетиках NiO и KNiF3 . В таких случаях 
возникновение второй оптической гармоники может быть обусловлено други-
ми механизмами: электрическими квадрупольными, магнитодипольными 
взаимодействиями; неоднородностями сред вследствие несовершенства кри-
сталлической решетки или шероховатости окружающей поверхности. Кроме 
того, приповерхностный слой кристалла обладает структурой, отличной от 
структуры в объеме. В нем нарушается инверсионная симметрия и поэтому 
становится возможной генерация второй гармоники. 

Все эти механизмы, приводящие к возникновению излучения на удвоен-
ной частоте при отражении света от центросимметричных сред, часто дают 
примерно одинаковые вклады в амплитуду второй гармоники, которая по по-
рядку величины в λ/a~103 раз меньше, чем в нецентросимметричных средах. 

Внешнее магнитное поле также может влиять на генерацию удвоенной 
частоты. Отметим работы Келиха и Заводного [270, 271, 338, 339, 362] , а так-
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же других авторов [279, 192, 280, 324, 341-343] по теории нелинейных магни-
тооптических явлений. 

В средах с упорядоченной магнитной структурой появляются дополни-
тельные возможности для обсуждаемого явления [270, 271, 324, 339, 341] . 

Обсудим вопрос о генерацию второй гармоники магнитоупорядоченными 
кристаллами, у которых парамагнитная фаза является центросимметричной и 
поэтому не допускает генерацию второй гармоники в электродипольном при-
ближении. Магнитная часть χ (m) тензора нелинейной восприимчивости χ2ω та-
кого однородного магнетика может содержать слагаемые, зависящие от ком-
понент Мi векторов ферро- и антиферромагнетизма, внешнего магнитного поля 
Н° [341]: 

Ko ++= nlijkllijkl
(0)
ijk MHвMiбч  .                              (5.5.2) 

Здесь первое и второе слагаемые являются тензорами магнитоэлектриче-
ского и магнитного типа [28]. 

В кристаллах Nb2 Mn4O9 , Сr2О3 и других наблюдается магнитный фазовый 
переход 'm'3m1'3 →  [40]. При этом возникает возможность индуцирования 
второй гармоники за счет магнитной структуры. Такая гармоника изучалась в 
Cr2O3 [82, 83] как функция температуры, поэтому отметим некоторые особен-
ности ее генерации в кристаллах типа Cr2O3 . 

Пусть на полубесконечный кристалл симметрии 'm'3  нормально падает 
плоская монохроматическая эллиптически поляризованная световая волна час-
тоты ω. В [168] в приближении заданного поля нами решена граничная задача 
о генерации второй гармоники в отраженном и преломленном свете для такой 
геометрии опыта. Показано, что в указанных кристаллах, обладающих центром 
антиинверсии 1 ', вторая гармоника может возникать за счет магнитного упо-
рядочения, даже в отсутствие внешнего магнитного поля, причем отраженная 
волна второй гармоники имеет эллиптичность, отличную от эллиптичности 
падающей, хотя оси эллипса поляризации вектора E2ω  не изменяются. При 
циркулярной поляризации падающего излучения как отраженная, так и про-
шедшая волны на частоте 2ω будут также поляризованы по кругу. 

В кубических центроcимметричных парамагнетиках возможны магнитные 
фазовые переходы типа m3m1'→m3m' (прозрачный антиферромагнетик 
Dy4Al5O1 2) переходы типа 'm'3m3m1' →  (редкоземельные ферриты-гранаты 
иттрия, диспрозия и др.). Симметрийный анализ показывает, что вторая гармо-
ника в таких магнетиках может возникать только в присутствии внешнего маг-
нитного поля Н° . Тем не менее в эпитаксиальных пленках некоторых редкозе-
мельных ферритов-гранатов все-таки наблюдались [344] вторая гармоника и 
нелинейный эффект Фарадея. Авторы [344] сообщают, что обнаружили также 
влияние магнитного поля Н°  на генерацию второй гармоники. Эти данные по-
видимому, можно объяснить нарушением трансляционной симметрии в плен-
ках и квадрупольными взаимодействиями. 
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В кристаллах с центросимметричной парамагнитной фазой переход в маг-
нитоупорядоченное состояние приводит к возникновению некоторых нели-
нейных магнитооптических явлений в "чистом" виде, поскольку их существо-
вание запрещается симметрией немагнитного состояния среды. В то же время 
в средах без центра инверсии магнитные фазовые переходы усиливают уже 
имеющиеся эффекты, описываемые тензорами нечетного типа. 

В [168] нами также указывалось, что при магнитном фазовом переходе 
типа 3m1'→3m [345], который происходит, например, в кристаллах феррита 
висмута, процесс генерации второй гармоники вдоль оси 3 порядка должен 
усиливаться при возникновении магнитного упорядочения как за счет возни-
кающей внутренней магнитной структуры, так и внешнего магнитного поля. 
Кроме того, должен проявляться [168] поворот осей эллипса отраженной вол-
ны второй гармоники, которые в парамагнитной фазе совпадают с осями эл-
липса падающей световой волны. 

И действительно, позже в отраженном (неполяризованном) свете от кри-
сталлов ВiFеО3 на длине волны λ1=578.2 нм в [343] было экспериментально 
обнаружено значительное нелинейное изменение интенсивности второй гар-
моники (λ2=289.1 нм) с температурой вблизи точки Нееля. Авторы [343] объ-
ясняют такое изменение (увеличение) интенсивности второй гармоники квад-
ратичным вкладом компонент вектора антиферромагнетизма G в нелинейную 
поляризацию. Это, по-видимому, был первый эксперимент по наблюдению 
влияния магнитного упорядочения на генерацию второй гармоники в оптиче-
ском диапазоне частот. По нашему мнению, в описанном эксперименте [343] 
может проявляться также линейный вклад слабого ферромагнитного момента 
M в нелинейную поляризацию Р2ω. Требуются дальнейшие эксперименталь-
ные и теоретические исследования в этом направлении. 

Итак, показана [168] возможность генерации второй  гармоники в магне-
тиках с центросимметричной парамагнитной фазой как за счет возникновения 
магнитного упорядочения, так и за счет внешнего магнитного поля. Предска-
зание [168] усиления генерации второй гармоники в феррите висмута при маг-
нитном фазовом переходе затем было подтверждено в [343] экспериментально. 

5.6. Влияние магнитоэлектрической связи на нелинейные  
оптические взаимодействия в сегнетомагнитных борацитах 

Для изучения влияния магнитного упорядочения на генерацию второй 
гармоники целесообразно использовать переключение (переориентацию) маг-
нитных доменов образца внешними воздействиями. Обсудим этот вопрос на 
примере сегнетомагнитного борацита [10, 11] Ni3B7O13J. Он является пьезо-
электрическим парамагнетиком с точечной группой симметрии 43m1' при тем-
пературах выше 120К, пьезоэлектриком с точечной группой симметрии mm2 
при  Т=64К ÷120К, сегнетоэлектрическим слабым ферромагнетиком ниже 
64К с магнитной группой симметрии m'm'2' (хотя вопрос о точечной группе 
антиферромагнитной фазы не выяснен до конца) [11, 325, 182]. 
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Сегнетомагнитная фаза Ni-J борацита допускает статический магнито-
электрический эффект , т.е. линейную связь между векторами Р и М. Ниже 
64К вектор спонтанной электрической поляризации ориентирован вдоль кри-
сталлографической оси [001]. Спонтанный магнитный момент M, направление 
которого определялось посредством эффекта Фарадея [325, 182], лежит в плос-
кости, перпендикулярной Р, М||[110]. Электрическое переключение внешним 
полем E=5 кВ/см вектора Р на 180° от направления [001] к [ 100 ] приводит за 
счет магнитоэлектрической связи к повороту М на 90° от оси [110] к оси 
[ 011 ]. Справедливо и обратное: вращение приложенного магнитного поля по-
рядка 6 кЭ на 90° от оси [110] к [ 011 ] переоринтирует Р на 180° от оси [001] к 
оси [ 100 ] [325]. 

О наблюдении процесса генерации второй гармоники в некоторых бора-
цитах сообщалось в [345], при этом интенсивность ее в результате сегнето-
электрических переходов возрастала примерно вдвое. Поэтому представляется 
интересным рассмотреть влияние магнитного упорядочения и его переключе-
ния на нелинейные оптические взаимодействия (генерацию второй гармоники) 
в сегнетомагнетиках на примере Ni-J борацита. 

Пусть плоская электромагнитная волна частоты ω нормально падает на 
поверхность пластинки из нелинейного магнитоупорядоченного кристалла Ni-
J борацита, вырезанной перпендикулярно оси [110]. 

Тензор нелинейной восприимчивости χ i jk, связывающий векторы нели-
нейной поляризации среды Р2ω с векторными амплитудами Eω световых волн, 
зависит от векторов спонтанной поляризации Р и намагниченности M и равен 

Ko +++= n
M
in(jk)n

P
in(jk)i(jk)ijk MiчPччч  .                           (5.6.1) 

Принимая во внимание явный вид тензоров χ°, χP χM , определяемый груп-
пой симметрии m'34 ' , можно вычислить вектор нелинейной поляризации Р2ω. 

Интенсивность второй гармоники I2ω  сильно зависит от поляризации па-
дающего излучения и ориентации векторов Р и M в образце. 

I. Пусть, например, образец находится в состоянии с  М ||[110],  P ||[001]. 
а) Если падающее излучение на кристалл линейно поляризовано вдоль 

оси [001], тогда в отраженном свете можно наблюдать вторую гармонику с 
интенсивностью 

.)]()()[(~ 2щ2M
66

2P
33

2щ IMчPчI +                                (5.6.2) 

б) Если же свет поляризован вдоль оси  [ 011 ], то 

.)]()()[(~ 2щ2M
66

2P
3114

2щ I4/MчPччI +−o                           (5.6.3) 

II. Теперь внешним электрическим или магнитным полем переключим 
векторы P и M в кристалле так, чтобы М | |[ 0]11 ,  Р ||[ ]100  и  Mk ⊥ . 

а) Для линейно поляризованного света вдоль [001] интенсивность второй 
гармоники  

.)()(~ 2щ2P
33

2щ IPчI                                         (5.6.4) 
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б) Если же Eω ||[ ]011 ||x, то 

.)()( 2щ2P
3114

2щ IPчч~I +o                                      (5.6.5) 

На основании экспериментальных данных по генерации второй гармоники 
в борацитах и феррите висмута [343] будем предполагать, что |,||| oχχ ≤PP  

|||| oχχ ≤MM , поэтому относительное изменение интенсивности второй гармо-
ники ∆I2ω /I2ω в отраженном свете при переполяризации и перемагничивании 
кристаллического образца Ni-J борацита может достигать десятков процентов, 
что нетрудно зарегистрировать на эксперименте. 

Таким образом, в данном разделе показано, что в Ni-J бораците магнито-
электрический эффект не вносит существенных изменений в генерацию второй 
гармоники из-за своей малости, однако магнитоэлектрическая связь позволяет 
осуществлять одновременное переключение спонтанных векторов Р и М, пе-
реориентируя тензор нелинейной восприимчивости χ i j k  и значительно влияя 
[116] тем самым на интенсивность второй гармоники. 

Изменяя поляризацию Eω светового излучения, а также переориентируя 
векторы Р и M в образце внешним электрическим либо магнитным полем, 
можно разделить вклады во вторую гармонику, обусловленные электрической 
и магнитной структурой и измерить нелинейные магнитооптические коэффи-
циенты o

14ч  , o
33ч  , P

31ч , M
66ч . 

5.7 Магнитооптические свойства антиферромагнитного 
Cа-Mn-Gе  граната 

Одним из перспективных кристаллов для технических применений явля-
ется кальций-марганец-германиевый гранат Са3Мn2Ge3O12 (или сокращенно 
Са-Мn-Gе) [50, 72, 74, 75]. При температуре Т=516К в нем происходит ян-
теллеровский фазовый переход, и симметрия кристалла понижается от кубиче-
ской m3m1′ до тетрагональной. При дальнейшем понижении температуры до 
TN=13.5К возникает антиферромагнитное упорядочение. Симметрия новой 
фазы твердо не установлена, но предпочтение (на основании рентгенострук-
турных исследований) ранее отдавалось группе 4/m. Согласно же магнитооп-
тическим исследованиям [50, 72, 74, 75], магнитный класс этого граната – 4'/m. 
Мы в дальнейшем будем полагать его также 4'/m. 

Проведем симметрийный анализ магнитооптических и других макроско-
пических физических свойств Са-Мп-Gе граната с учетом возможно доменной 
магнитной и кристаллической структуры. 

Сначала обсудим возможную доменную структуру кристалла в тетраго-
нальной фазе 4/m1'. Для этого разложим группу m3m1' по ее подгруппе 4/m1': 

m3m1'=1•4/m1'+mx•4/m1'+4y•4/m1'+4y
-1•4/m1'+4x• 4m/1'+4x

-1•4/m1'.  (5.7.1) 

Здесь 1, mx, 4y,  4y
-1, 4x, 4x

-1  – представители шести смежных классов. 
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Число n возможных различных кристаллических доменов, согласно [384, 
29], равно отношению порядков групп: 

n=n m 3 m 1 ' /n 4 / m 1 ' =96/16=6 .                                   (5.7.2) 

Три кристаллических двойника ориентированы тетрагональными осями 
вдоль кристаллографических осей 4x,  4y,  4z кубической фазы кристалла соот-
ветственно. Каждая из компонент двойника имеет соответственно симметрию 

4/mx1', 4/my1', 4/mz1' .                                       (5.7.3) 

Эти три группы отличаются физическими тензорами второго ранга, в ча-
стности, тензорами спонтанной деформации ê и обратной диэлектрической 
проницаемости ε - 1. Поэтому они легко различаются кристаллооптически (по 
разной ориентации оптических индикатрис) и могут переключаться с помо-
щью одноосных напряжений, прилагаемых вдоль осей [001], [010], [100] куби-
ческой фазы. 

Симметрия же каждой пары кристаллического двойника – 4/mmm1'. Так, 
двум смежным классам 1•4/mz1'  и mх•4/mz1' разложения (5.7.1) соответствует 
кристаллический z-двойник с осями 4z вдоль [001]. Следуя [50], обозначим 
компоненты этого двойника через d  и d~ . Компоненты d  и d~  кристалличе-
ского z-двойника идентичны по линейным оптическим свойствам. Они разли-
чаются, как можно показать, лишь тензорами 4-го ранга типа [V2]2 и [[V2]2], 
например, модулями упругости сm n . Действительно, в классе 4/mzmm1'  ком-
поненты тензора упругости с 1 6=с 2 6=0 , а в классе 4 /m z 1'   –  с 1 6 =–с 2 6≠0 . 
Поэтому можно указать напряжения переключения домена d  в домен d~  и об-
ратно: 

σ11σ12    или   σ22σ12.                                                                   (5.7.4) 

Итак, для механического переключения компонент двойника d  и d~  необ-
ходимо приложить касательное σ12  и одноосное σ11 или σ22 напряжения одно-
временно. Кристаллические двойники d  и d~  ведут себя подобно известным 
дофинейским или бразильским двойникам. 

Кроме того, двойники d  и d~  будут отличаться нелинейными оптически-
ми эффектами, описываемыми тензорами 4-го ранга, например, электроопти-
ческими постоянными квадратичного эффекта Керра, пьезооптическими и 
упругооптическими свойствами. В последнем случае 

544562612616 pp,pp,pp −=−=−=                           (5.7.5) 

для упругооптических коэффициентов. 
При магнитном фазовом переходе 4/m z 1'→4' /m z  из каждого члена кри-

сталлического двойника могут возникнуть два антиферромагнитных домена. 
Из d  получаются +d  и  −d , а  и з  d~  –  +d~  и −d~  [50]. Знаки (±) здесь соот-
ветствуют противоположным ориентациям антиферромагнитного момента 
вдоль оси z. Действительно, при переходе 4/m z 1'→4' /m z  симметрия понижа-
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ется вдвое, и образуются два типа антиферромагнитных доменов, связанных 
операцией инверсии магнитной структуры 1'. 

Все четыре типа доменов ( +d , +d~ , −d , −d~ ) имеют одинаковые оптиче-
ские индикатрисы. Как можно показать, по переключающим воздействиям 
типа 0

nik Hσ , где 0H  – внешнее магнитное поле, они различаются полностью, а 
по mnikσσ  – частично. Антиферромагнетик Са-Мn-Gе является по термино-
логии [384] полным ферроиком по 0Hσ  и частичным по σσ , иначе говоря, 
частичным ферробиэластиком и полным ферромагнитоэластиком. 

В общем случае в антиферромагнитном образце может быть 6×2=12 
типов доменов. Так как оси [001], [010] и [100] кристаллографически экви-
валентны, то достаточно исследовать четыре типа доменов ( +d , +d~ , −d , −d~ ). 
Свойства остальных типов доменов совершенно аналогичны; отличие в том, 
что оптические оси остальных типов доменов повернуты относительно оси 
[001] на ±90°. На магнитооптических экспериментах [50, 72, 74, 75] также 
изучались z-пластинки с d-доменами. 

Перейдем теперь к обсуждению оптических и магнитооптических 
свойств Са-Мn-Gе-граната с учетом возможной доменной структуры. Будем 
описывать эти свойства одним тензором обратной диэлектрической прони-
цаемости 

kikjij
1

ij Gie+=− χε .                                           (5.7.6) 
Здесь введен вектор гирации G, дуальный антисимметричной части 
kikjGe  тензора 1−ε ;  jiij χχ = . Полагаем также µ=1 . 
Вектор G, характеризующий фарадеевское вращение плоскости поля-

ризации света (естественная оптическая активность запрещена симметрией), 
имеет следующую зависимость [298, 305]: 

...HHHGGG 0
k

0
jijk

0
jij

)2(
i

)1(
ii ++=+= βα                         (5.7.7) 

от внешнего магнитного поля 0H . Спонтанный вектор G в антиферромаг-
нитном классе 4'/m отсутствует. Индуцированный полем 0H  линейный эф-
фект Фарадея характеризуется тензором ijα  симметрии V2 . Второе слагае-
мое в (5.7.7) ответственно за квадратичный по полю Н 0  четный эффект 
Фарадея. Симметрийный и термодинамический анализ условий существова-
ния и наблюдения четного эффекта Фарадея был проведен в [289, 305] (см. 
также [50]). Это явление характеризуется, как следует из (5.7.7), аксиальным 
с-тензором 3-го ранга ijkβ , обладающим симметрией 2VV ][ετ , и возможно во 
всех 66 пьезомагнитных классах [289, 305]. 

Симметричная часть χ  тензора 1−ε  также имеет линейные и квадратич-
ные по Н0  добавки 

...HHbHq 0
l

0
kijkl

0
jijk

0
ij

0
ij +++= χχ .                              (5.7.8) 



 141 

Тензор 4-го ранга ijklb  характеризует эффект Коттона-Мутона. Он 
разрешен во всех средах, так как обладает симметрией [V2 ]2 . Далее, ijkq  – 
тензор, описывающий т.наз. линейный магнитооптический эффект [50]. Не-
трудно видеть [289, 305], что симметрия тензоров линейного магнитооптиче-
ского эффекта и четного эффекта Фарадея одинакова, хотя физически они 
характеризуют магнитооптические различные (линейное и циркулярное) 
двупреломления. 

Явный вид отличных от нуля компонент различных типов в (5.7.7) и 
(5.7.8) можно определить, используя соответствующие таблицы в [28]. 

Рассмотрим магнитооптические свойства антиферромагнитного z-
домена d+ (с тетрагональной осью вдоль [001]). Можно показать [305], что 
компоненты тензора χ  и вектора гирации G в произвольно направленном 
внешнем магнитном поле Н°=(H 1 ,H 2 ,H 3 )  имеют соответственно вид: 
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                     (5.7.10) 

Здесь мы одновременно учли обычный и четный эффекты Фарадея, ли-
нейный магнитооптический эффект и эффект Коттона-Мутона (тензоры 

,, ijkij βα ijklijk b,q  соответственно). 

При переходе от домена +d  к его кристаллографическому двойнику +d~  
изменяют свои знаки на противоположные часть компонент следующих маг-
нитооптических тензоров: эффект Фарадея (α12); четный эффект Фарадея 
(β 31, β24); линейный магнитооптический эффект (q13, q42); эффект Коттона-
Мутона (b16, b61, b45). При перемагничивании домен +d переходит в +d~ . При 
этом изменяются знаки компонент четного эффекта Фарадея (β 31, β 24, β 36, β 14) 
и линейного магнитооптического эффекта (q13, q42, q63, q41). Наконец, при пе-
реходе от домена d+ к домену d - , т.е. при одновременном изменении зна-
ков магнитной и кристаллической структуры, изменяют знаки следующие 
компоненты эффекта Фарадея (α12); четного эффекта Фарадея (β31, β24); ли-
нейного магнитооптического эффекта (q13, q42); эффекта Коттона-Мутона 
(b16, b61, b45). Поэтому в общем случае компоненты d~  и d  кристаллического 
двойника, кроме пьезооптических и упругих свойств, различаются также 
магнитооптическими (эффект Фарадея, эффект Коттона-Мутона, линейный 
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магнитооптический эффект, четный эффект Фарадея) явлениями. Антифер-
ромагнитные же домены d+ и d -  одной компоненты двойника d различаются 
по линейному магнитооптическому эффекту и четному эффекту Фарадея. 

В зависимости от ориентации внешнего поля H0  и направления n рас-
пространения света в образце Ca-Mn-Ge возможны различные ситуации. 
Например, при n | |Н 0 | | [001] все четыре типа доменов (d+ , d - , +d~ , −d~ ) раз-
личаются по линейному магнитооптическому эффекту. При этом четный 
эффект Фарадея отсутствует, а эффект Коттона-Мутона дает изотропный 
вклад, поэтому показатели преломления п± собственных световых волн 
удовлетворяют соотношению .qqHHb/1n/1 2

33
2
63

2
13

020
130

2 αε ++±+=± )(  

При n | |Н 0 | | [001] вклады в эллиптическое двупреломление будут вно-
сить эффект Фарадея, линейный магнитооптический эффект и эффект Кот-
тона-Мутона. Квадратичный эффект Фарадея снова отсутствует. Но его 
можно наблюдать, если n⊥Н 0 . 

Сравнительно недавно в Ca-Mn-Ge-гранате в поперечной геометрии 
опыта (n ||[001]⊥Н0) на длине волны λ=6328 Ǻ при Т= 6К впервые наблю-
дался [72] четный эффект Фарадея. Удельное квадратичное вращение плос-
кости поляризации оказалось равным 

1max 2cos ϕρρ = ,                                               (5.7.11) 

где maxρ = 0.43 мин/кЭ2 мм, φ1 – угол между вектором Н 0  и направлением Р, 
близким к [100]. 

Нетрудно убедиться, что при Н0⊥ [001] и распространении света вдоль 
[001] будет проявляться (вместе с эффектом Коттона-Мутона) четное по 
магнитному полю удельное фарадеевское вращение плоскости поляризации 
света 

2036
313 2sin

2
2cosG~ ))(( Hϕβϕβρ += ,                         (5.7.12) 

где φ – угол между направлениями [100] и Н0. 
На эксперименте [72] вращение ρ  (5.7.12) исчезало при ориентации век-

тора магнитного поля Н 0 , близкой к [100]. Отклонение φ от направления [110] 
при этом составило примерно 4° и приписывается погрешностям экспери-
мента, а полученная зависимость (5.7.11) объясняется тем, что |β 3 6 /β 3 1 |<<1. 

Однако из (5.7.12) следует синусоидальная ориентационная зависи-
мость ρ от угла 2φ при любом соотношении между коэффициентами β31 и 
β 36. При этом вращение плоскости поляризации должно отсутствовать не при 
Н 0 | | [110], а при 

)( 36311 /2arctg2 ββϕ −= .                                     (5.7.13) 

На эксперименте [72] φ194°, что позволяет оценить отношение магни-
тооптических констант 

7|/| 3631 ≅ββ                                         (5.7.14) 
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без дополнительных предположений [72] о погрешностях эксперимента. 
Так как |/| 3631 ββ <<1, то в этой геометрии опыта отличие несиммет-

ричного тензора βijk от полностью симметричного по всем индексам не 
проявляется. 

Остановимся на симметрии четного эффекта Фарадея в кристалле Ca-
Mn-Ge. Так как тензор β ijk симметричен только по перестановке двух ин-
дексов j и k, то он имеет четыре независимые ненулевые компоненты β12, 
β24, β31 и β36. Вектор гирации G (2), ответственный за квадратичное фарадеев-
ское вращение, имеет следующую ориентационную зависимость: 

20

3631

142424142 H
tgcossin2cos

;cossin;cossin
cossin )(








+

+−
=

θϕϕβϕβ
ϕβϕβϕβϕβ

θθ
)(

)(G .      (5.7.15) 

от углов (ϕ,θ )  сферической системы координат. Видим, что при H 0 | |[001] чет-
ный эффект Фарадея отсутствует. Целесообразной для его наблюдения являет-
ся поперечная геометрия опыта H 0⊥ k | |[001]. Интересна также схема, в ко-
торой магнитное поле H0 расположено в плоскости (010). Тогда вектор G (2) 
обладает следующей угловой зависимостью от угла θ: 

20
311424

)2( Hsincostg,, )(][ θθθβββ−=G                   (5.7.16) 

Если считать [72], что βijk симметричен по всем трем индексам i , j, к, то-
гда β36=β14, β24=–2β31, и четный эффект Фарадея характеризуется не че-
тырьмя, а двумя независимыми компонентами. При этом угловые зависи-
мости (5.7.16) также изменяются. Действительно, если θ =45°, т.е. 
H 0 | |[101], а волновая нормаль n световой волны n | | [102 ], то, согласно [72], 
должно быть nG ( 2 ) =0 , и четный эффект Фарадея не должен проявляться. Со-
гласно же (5.7.16) в последней геометрии опыта nG ( 2 ) ≠0 . Итак, по ориен-
тационной зависимости (5.7.16) от угла θ экспериментально можно устано-
вить асимметрию тензора βijk. 

Перейдем теперь к фотомагнитным явлениям, т.е. к возможностям намаг-
ничивания и перемагничивания кристалла Mn-Ca-Ge светом. В [332, 333] нами 
был предсказан новый фотомагнитный эффект – намагничивание кристаллов 
линейно поляризованным светом и даны численные оценки. В [116] проведен 
его общий термодинамический анализ и показано, что всякому магнитооптиче-
скому эффекту соответствует ему обратный фотомагнитный. В частности, явле-
ние намагничивания плоскополяризованным излучением является термодина-
мически обратным линейному магнитооптическому эффекту и описывается 
одним и тем же тензором q. Этот вывод, сформулированный нами в [116], под-
твержден затем экспериментально в [75]. В [74, 75] было зарегистрировано пе-
ремагничивание линейно поляризованным светом антиферромагнитного кри-
сталла Сa-Mn-Ge в наклонном магнитном поле Н°= (Н1,0,Н3). Можно показать, 
что магнитный момент М ,  индуцируемый линейно поляризованной световой 
волной на частоте ω с амплитудой Eω, равен 
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,щj
щ

iijkk EEqaM −=                                          (5.7.17) 

где а – некоторый коэффициент пропорциональности, а тензор q имеет следую-
щие отличные от нуля коэффициенты: 

.qqq,qq,qq 232131123312231113223 −===−=                   (5.7.18) 

Видим, что возможны разные варианты перемагничивания. 
В [74, 75] удалось получать, визуально наблюдать и управлять полосо-

вой антиферромагнитной доменной структурой с периодом 9 мкм. Сообща-
ется также, что для оптической записи информации транспарант с изображени-
ем проектировался на необлученный образец. Кроме того, в этом кристалле 
было обнаружено явление фотоиндуцированного двупреломления, перспектив-
ного для оптической записи информации. 

Все четыре типа z-доменов антиферромагнитного кристалла Ca-
Mn-Ge обычно оптически неразличимы. Поэтому вопросы визуализации и 
управления доменной структурой в этом кристалле являются весьма важными. 
Из проведенного выше анализа ясно, что все рассмотренные магнитооптиче-
ские явления (эффект Фарадея, четный эффект Фарадея, эффект Коттона-
Мутона, линейный магнитооптический эффект), которые приводят к оптиче-
ской неэквивалентности доменов, можно использовать как для визуализации, так 
и для переключения доменной структуры. В последнем случае нужно применять 
магнитные поля достаточной интенсивности. 

Обсуждены симметрийные аспекты наблюдения и переключения домен-
ной структуры в антиферромагнитном Са-Мn-Gе гранате. Рассмотрены [305] 
магнитооптические свойства z-доменов с учетом возможных линейных и квад-
ратичных по внешнему магнитному полю Н° эффектов. Показано [305], что 
новые магнитооптические явления (линейный магнитооптический эффект и 
четный эффект Фарадея) позволяют визуализировать антиферромагнитную 
доменную структуру и различать все четыре типа z-доменов. 
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6  ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ОПТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

6.1 Отражение и преломление света на границе                    
магнитоупорядоченного кристалла. Метод главных векторов 

Пусть на полубесконечный поглощающий магнитный кристалл из изотроп-
ной среды падает плоская монохроматическая волна, характеризуемая вектором 
магнитной напряженности Н. Требуется вычислить возбуждаемую в кристалле 
волну Н′′, а также отраженную Н′. Такого рода граничные задачи важны как для 
разработки методов определения магнитооптических параметров, так и с точки 
зрения оптимизации оптических систем записи и обработки информации на 
магнитные носители [58, 13]. 

Инвариантный подход к решению данной задачи позволяет получить ре-
зультаты в компактном виде. Федоров [92] предложил падающую на кристалл 
волну раскладывать на две такие волны (на два главных вектора), отличающие-
ся поляризацией, каждая из которых дает только по одной отраженной и одной 
прошедшей собственной волне в кристалле [16, 92] 

−−++−−++−−++ ′′+′′=′′′+′=′+= hhHhhHhhH AAAAAA ,, ,          (6.1.1) 

где ±′′h  – векторы напряженностей полей собственных волн в кристалле, ±h  и 
±′h  – главные векторы поляризации падающей и отраженной волн соответст-

венно. 
Выражение для ±h  [16] можно несколько упростить и записать в форме 

],[ ±
××

±
×

± ′′+′′−= eqmhqmhз2 .                                 (6.1.2) 

Для отраженной волны H ′  главные векторы ±′h  получаются из (6.1.2) заме-
нами )(, зз −→′→ mm . Здесь qmq,=з  – единичный вектор нормали к границе 
раздела сред, m  и m′  – векторы рефракции падающей и отраженной от кри-
сталла волн, ±′′e  – векторы напряженностей электрического поля преломленных 
собственных волн. 

Анализ показывает, что поскольку свойства симметрии кристалла при вы-
воде соотношений (6.1.1), (6.1.2) не использовались, то эти результаты приме-
нимы для широкого класса сред с обычными граничными условиями, в том чис-
ле и для магнитоупорядоченных поглощающих кристаллов, описываемых 
линейными уравнениями (2.10.1). 

В [163] на основе метода главных векторов нами обсуждались закономер-
ности отражения и преломления света на границе изотропной среды с магнит-
ным кристаллом, характеризуемым более простыми уравнениями связи 

HBDGE =+= × ,)( iχ . При этом (6.1.2) сводятся к  
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])(,[ ±±±±± ′′′′⋅−′′−= emqemh ззз2 ,                               (6.1.3) 

где ±±± ′′′= hqm ;з  получаются из (6.1.3) заменами )(, зз −→′→ mm . 
Пусть плоскость падения света совпадает с плоскостью симметрии тензора 

χ . Тогда из (6.1.3) получаем [163] все известные частные случаи магнитоопти-
ческого эффекта Керра [6]. Когда вектор гирации G  расположен перпендику-
лярно плоскости падения, т.е. ][|| mqaG = , то наблюдается экваториальный эф-
фект Керра. Аналогично, при qG || – проявляется полярный -, а при aG ⊥  – 
меридиональный эффект Керра. 

Обычно влияние гиротропии кристалла на изменение поляризации отра-
женного света при меридиональном эффекте Керра мало, порядка G2 . Однако, 
нами было показано [163], что при падении линейно поляризованного света 
( aH || ) на кристалл под граничным углом полного внутреннего отражения эл-
липтичность 'γ  отраженного света, обусловленная гиротропией, будет макси-
мальной и пропорциональной 21/|| G  при условии совпадения нормали прелом-
ленного света с оптической осью кристалла. При такой геометрии опыта 'γ  
будет максимальной и легко измеримой. 

Отметим, что в кристаллах с большой анизотропией узкие лазерные пучки, 
соответствующие различным собственным волнам, разделяются пространствен-
но. Кроме того, часто нужно получить и исследовать только одну из собствен-
ных волн в кристалле. В таких случаях инвариантный метод главных векторов 
следует предпочесть традиционному, координатному [346]. 

Итак, с помощью метода главных векторов дано [163] задачи отражения и 
преломления света на границе с линейным магнитным кристаллом. Найдена 
геометрия опыта, при которой эллиптичность отраженного света, обусловленная 
гиротропией, является максимальной. 

6.2 Отражение и преломление света. Операторный метод  

В последние годы, наряду с традиционными координатными методами 
описания распространения света в кристаллах, все большее распространение 
получают матричные, инвариантные и операторные методы [15, 16, 21, 93, 95, 
96, 193]. В настоящем разделе для решения задачи отражения и преломления 
света на границе двух линейных кристаллов используется операторный метод 
описания распространения излучения в слоистых анизотропных средах, разра-
ботанный Барковским [193, 97, 98]. Идея метода заключается в том, что рас-
сматриваются несобственные световые волны вида 

)()()()],([)(),( 0zNiexpztiexpztz 00 tt HkHbrkHH =−= ω ,        (6.2.1) 

объединяющие две собственные плоские монохроматические волны, которые 
возникают при отражении и преломлении света и имеют одинаковые тангенци-
альные составляющие imqqb ××−=  своих векторов рефракции qbm ii η+= . Здесь 
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также обозначено ).()( zz HqqH t
××−≡  В этом формализме необходимость реше-

ния уравнения нормалей 4 степени заменяется на необходимость решения опе-
раторного квадратного уравнения  

0S-RN-N -1-2 =                                            (6.2.2) 

относительно нормального тензора показателей преломления 1−N . 

В разделе 3.2 мы обсуждали некоторые итерационные методы вычисления 
1−N . Сейчас будет предложен еще один, самый эффективный по сходимости. 

Предварительно путем переопределений 

/4RSHR/2,TR/2,Nx 221 +==−= −                        (6.2.3) 

уравнение (6.2.2) сведем к упрощенному уравнению  
22 HxTTxx =+−                                        (6.2.4) 

относительно неизвестного x. 
Перейдем к системе координат, в которой ось z совпадает с нормалью q к 

границе раздела 2 сред. Тогда тензоры x, T и H представляют собой (2×2)–
матрицы, которые целесообразно представить в виде 4-векторов вида (3.3.2), 
разлагая их по спиновым матрицам Паули 

],[],,[],,[ HTx 000 HHTTxx ===  .                    (6.2.5) 

Подставляя (6.2.5) в (6.2.4) и исключая вектор x, для скалярного параметра x0 
получаем уравнение 

)],)(/[(][)( 22
0

22
0

22
0

2
0

2
0

2
0 xxHHxx THHT −−−=≡ϕ              (6.2.6) 

которое одновременно является эффективным итерационным алгоритмом для 
вычисления 2

0x . Оценим его сходимость. Пусть порядок анизотропии равен α . 
Тогда 1HxxHR 00 ~~,~~~ α . Так как производная 42

0x αϕ ~)(' , то, согласно 
[180], сходимость итерационной формулы (6.2.6) очень велика и пропорцио-
нальна α4. В качестве нулевого приближения для x0 естественно взять )(0

00 xH = , 
уже имеющее малую погрешность порядка α4. Тогда уже после одной итерации 
по (6.2.6) получаем выражение для )(1

0x  с погрешностью порядка ~α8, которое 
может рассматриваться как практически точное! 

Анизотропная (векторная) часть x   4-вектора  x=[x0, x] выражается затем 
через x0 : 

HTx 1
00 ixH −×−= )( .                                     (6.2.7) 

Найдя ],[ x0xx = , можно вычислить 2RxN 1 /+=− , а затем выразить [208] тен-
зор поверхностных импедансов γ  через 1−N  из уравнений (3.2.9) 

)( ×−−− −= qн
1
н

11
н INI βµµγ .                                  (6.2.8) 
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Поставленная задача отражения и преломления света на границе раздела 2 
линейных гироанизотропных кристаллов имеет наиболее простое решение с 
помощью операторного формализма: 

I.DDDD drrdd
t

rd,rd,
t

1 −=−+== − ),()(, γγγγHH            (6.2.9) 

Здесь d
t

r
tt , HHH ,  – тангенциальные составляющие амплитуд, а  dr г,гг, – импе-

дансы падающей, отраженной и преломленной волн соответственно. Соотно-
шения (6.2.9) были первоначально получены в [193] для граничащих негиро-
тропных сред, однако ясно, что они применимы также для линейных падающих 
сред общего вида. 

Полные векторы поляризации полей )(),( zz EH  можно вычислить по фор-
мулам (3.2.7), (3.2.8) [208] или воспользоваться выражениями (3.1.20), (3.1.21), 
где αβµ ,,  следует заменить на ннн αβµ ,, . 

Соотношения (6.2.9), (3.2.7), (3.2.8) совместно с (6.2.1) представляют собой 
операторное решение поставленной граничной задачи отражения и преломле-
ния света на границе двух линейных гироанизотропных поглощающих кристал-
лов. Их целесообразно применять для расчета полей в средах с низкой симмет-
рией и при матричных расчетах на компьютере. 

Исторические же сведения и современное состояние теории и эксперимента 
по отражению света от различных сред подробно изложены в монографии [346] 
, а также в работах [2, 7, 9, 14, 16, 92, 347, 194, 210, 348] и поэтому нами не при-
водятся. 

Итак, в данном разделе для вычисления тензора показателей преломления 
N предложена итерационная формула (6.2.6), обладающая очень быстрой схо-
димостью порядка 4α , где α  – анизотропия. Эффективность операторного 
формализма тензоров N и γ  [193, 207, 208] проиллюстрирована на примере ре-
шения (6.2.9) задачи отражения  и преломления света на границе двух погло-
щающих гироанизотропных магнитоупорядоченных кристаллов. 

6.3 Матрицы Джонса и Мюллера плоскопараллельной        
пластинки 

До сих пор мы рассматривали лишь распространение света в безграничных 
однородных линейных средах, а в разделах 3.2, 6.1, 6.2 – на границе раздела 
сред. В кристаллооптике экспериментально чаще всего имеют дело с плоскопа-
раллельными пластинками, вырезанными определенным образом из кристалла, 
причем световой пучок обычно попадает нормально на пластинку [3, 49]. По-
этому задача отражения и преломления света на кристаллической пластинке 
имеет важное значение. Ее решение для изотропной пластинки хорошо известно 
[15]. При наличии анизотропии, гиротропии и поглощения задача существенно 
усложняется. Координатные методы часто приводят к достаточно громоздким и 
запутанным соотношениям, поэтому в сложных случаях целесообразнее приме-
нять инвариантные (бескоординатные) подходы. 
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Распространение света в однородном неограниченном кристалле вдоль 
произвольного направления можно описать двумерным (планарным) операто-
ром D  [16, 349]: 

−+
−+ +== ρρ ϕϕ ii eeD0Dz ),()( HH ,                              (6.3.1) 

где ~
±±± ⋅= hhρ – поляризационные проекторы, а ±h  – векторы поляризации соб-

ственных волн; 0/ln2 λπϕ ±± =  – набег фаз собственных волн в кристалле на рас-
стоянии l,   ±n  – их показатели преломления, 0λ – длина волны в вакууме. 

В плоскопараллельной пластинке возникают интерференционные явления 
вследствие многократного отражения волн на ее поверхностях. Поэтому выра-
жения (6.3.1) для пластинки применимы только приближенно, в пренебрежении 
многократными отражениями. Однако этот формализм можно обобщить для 
пластинок.  

Рассмотрим плоскопараллельную пластинку, вырезанную из кристалла, оп-
тические свойства которого описываются уравнениями  

HBDE == − ,1ε ,                                        (6.3.2) 

справедливыми для широкого класса поглощающих сред, включая среды с упо-
рядоченной магнитной структурой. Пусть на эту пластинку из изотропной сре-
ды падает нормально плоская монохроматическая световая волна с заданным 
вектором магнитной напряженности Н. Требуется найти явные выражения для 
поляризационных характеристик отраженного и прошедшего света через обра-
зец. 

Согласно [16, 349], векторы отраженной rH  и прошедшей dH  через такую 
пластинку волн линейно выражаются через вектор H нормально падающего из-
лучения следующим образом: 

HHH )( −−++ +== ρρ RRDrr ;                              (6.3.3) 

HHH )( −−++ +== ρρ DDDdd .                            (6.3.4) 

Здесь R± и D± – соответственно амплитудные коэффициенты нормального отра-
жения и пропускания собственных плоских монохроматических волн с учетом 
многократных отражений на ее границах. Они найдены еще в работе [350] путем 
строгого решения граничной задачи (см. также [351]) c помощью инвариантного 
метода главных векторов и равны  
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2 ,                (6.3.5) 

где )/()( nnnnr +−= ±±±  – известные амплитудные коэффициенты отражения 
света от полубесконечных сред; n,л/ln2 00 πϕ =  – показатель преломления изо-
тропной среды, в которой находится пластинка. Выражения (6.3.3)–(6.3.5) сна-
чала были получены в [350, 351] для немагнитных негиротропных сред, затем 
распространены на среды с несимметричным тензором диэлектрической прони-
цаемости [349, 352, 135]. 
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При выводе соотношений (6.3.3)–(6.3.5) никаких ограничении на тензор ε - 1 
фактически не накладывалось, предполагалось лишь, что В=Н. Следовательно, 
они применимы также для сред с упорядоченной магнитной структурой и опти-
ческим и свойствами, удовлетворяющими уравнениям связи (6.3.2). 

Выражения (6.3.1) и (6.3.3), (6.3.4) имеют одинаковую структуру. Это об-
стоятельство позволяет, используя многие результаты и выводы распростране-
ния света в безграничных кристаллах, изложенные в разделах 3.3 и 3.6, пере-
формулировать их для плоскопараллельной пластинки. Для этого достаточно 
ввести эффективные набеги фаз )( dr

±± ϕϕ  собственных отраженных (прошед-
ших) волн в пластинке с учетом интерференционных явлений соотношениями 
[154] 

)exp(),exp( dr iDiR ±±±± == ϕϕ .                               (6.3.6) 

Теперь матрицу Джонса Dr для отраженного света от рассматриваемой пла-
стинки можно записать в формах (3.4.3), (3.4.5), (3.4.7). Последнее, наиболее 
компактное, выражение имеет вид 4-вектора [223] 

)],/(sin),/([cos 2i2eD rrir r
δδϕ p=                             (6.3.7) 

где введены обозначения 
rrrrrr д)/2,( −+−+ −=+= ϕϕϕϕϕ ,                                (6.3.8) 

а единичный комплексный вектор 212 /)/(NNp =  выражается через 4-вектор 
],[ N0NN =  тензора показателей преломления (3.3.2), (3.3.6). Похожий форма-

лизм для описания (2×2)–матриц преобразования света пластинкой использо-
вался также в работах Меркулова [224, 225, 233] и Семина [141, 142]. 

Перейдем от матриц Джонса к матрицам Мюллера, которые хотя и боль-
шей размерности – (4×4), но зато являются вещественными. Кроме того, при их 
использовании объем вычислительной работы для нахождения поляризацион-
ных характеристик света после взаимодействия со средой сводится к миниму-
му.  

Для нахождения явного вида матриц Мюллера для пластинок проще всего 
воспользоваться следующим. После замен 

rrrr ii '''',''' ϕϕδδδδδδ →+=→′′+′=                          (6.3.9) 

различные представления (3.6.5), (3.6.8), (3.6.9), (3.6.10), (3.6.16) остаются в 
силе и для матриц Мюллера, описывающих нормальное отражение света от 
пластинки. Разумеется, после замены индекса r на индекс d получим сразу 
матрицу Мюллера прошедшего излучения. 

Предлагаемые выражения для матриц Джонса и Мюллера плоскопарал-
лельной пластинки обобщают многие частные случаи, известные в литературе. 
Если параметризовать вектор р, входящий в (6.3.7), выражением (3.4.13), то по-
лучаем выражения для матриц D и M  плоскопараллельных пластинок из по-
глощающих гироанизотропных магнетиков, найденные нами ранее в [154]. 



 151 

Если параметризовать вектор р, входящий в (6.3.7), выражением (3.4.5) 
ααββ chshishch /),,(=p ,                               (6.3.10) 

то соотношение (6.3.7) представляет собой одну из возможных форм матриц 
Джонса D для плоскопараллельных пластинок из поглощающих гироанизо-
тропных магнетиков, предложенное ранее в [154]. Чтобы перейти к прозрачно-
му кристаллу, достаточно положить в (6.3.10) 0=′′= αβ . Тогда выражения (8) 
и (10) из [154] переходят в соответствующие им соотношения (3) и (4) из [164]. 
При этом надо только иметь в виду, что в [164] использованы другие представ-
ления параметров ±D и 0γ , а именно: )/( 2tgг,ke/DD 00

iД η==+− . Поэтому если 
еще произвести в (8) и (10) из [164] замены ,0зtg'бsh →  ,0scз'бch →  

,kзctg''дsh →  kcsc''ch ηδ → , то получаем соответствующие выражения (3), (4) 
работы [164]. 

Отметим, что связь матриц Джонса и Мюллера обсуждались неоднократно  
[233, 224, 235, 217, 232, 214]. Выделим из них работы Меркулова [233, 224] и 
Семина [235, 141, 142] для пластинок из магнитных кристаллов. 

В экспериментальных исследованиях, а также в расчетах при конструиро-
вании оптических приборов и устройств вместо строгих матриц преобразования 
D или М для пластинок обычно используются более простые матрицы, получае-
мые для неограниченных сред путем простой суперпозиции собственных волн 
[217, 230, 234]. Например, в [234, 353], исходя из решения граничной задачи 
прохождения света при направлениях вдали от оптической оси через погло-
щающий одноосный кристалл, обладающий естественной оптической активно-
стью, для кристалла была рассчитана матрица Мюллера. При этом двупрелом-
ление считалось малым и не учитывались потери на отражение. Максимальная 
погрешность таких расчетов обычно не должна, согласно [243], превышать 5%. 
Во многих случаях это действительно так, но не всегда. 

В нашей работе [164] для прозрачной пластинки было показано следующее. 
Сдвиг фаз 'δ  и модуль отношения амплитудных коэффициентов прохождения 

''|| δe/DDkk d === +− , входящие в элементы матриц M  и D , осциллируют с из-
менением толщины кристалла вокруг некоторых средних значений. Эти осцил-
ляции, в основном, зависят от отношения показателей преломления ±n  кристал-
ла к показателю преломления n  изотропной среды и могут быть 
значительными. Так, при 1.5=± /nn   k изменяется в пределах 0.921.08 ÷ , но при 

2/ =± nn  максимальное отклонение k  от единицы составляет уже 20%.  
Для не очень тонких пластинок )( λ>>l  такими осцилляциями можно пре-

небречь. В таких случаях средние значения k зависят, в основном, от анизотро-
пии кристалла. При малой оптической анизотропии, а также для срезов, обла-
дающих малой анизотропией, можно приближенно считать 1k ≈  и пользоваться 
более простыми матрицами Джонса и Мюллера для безграничных сред, пренеб-
регая интерференционными явлениями в пластинке. 
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Для отраженного света от прозрачной пластинки dr 'д'д = . В то же время 
даже усредненное значение параметра |/| +−= RRk r , в отличие от dk , при усло-
вии nn →+ , либо nn →−  (просветление оптики) может очень сильно отличаться 
от единицы и тогда учет влияния границ обязателен [164]. 

В статьях [236, 246] с помощью метода разбиения среды на бесконечно ма-
лые по толщине слои и параметризации нескольких магнитооптических эффек-
тов вычислены матрицы D  и M  среды, обладающей одновременно эффектами 
Фарадея и Коттона-Мутона, явлениями линейного и циркулярного дихроизма, и 
произведен учет многократных отражений внутри плоскопараллельного образ-
ца. Этот подход аналогичен методике Джонса, где были впервые введены так 
называемые дифференциальные N-матрицы Джонса dD  [219]. Такой подход об-
суждается в [345], где отмечено, что Джонс первоначально развивал свою трак-
товку кристаллооптических явлений в отрыве от уравнений связи и электромаг-
нитной теории Максвелла. 

В общем случае поглощающая анизотропная гиротропная среда, как уже 
подчеркивалось [16], должна обладать не линейными или циркулярными –, а 
эллиптическими двупреломлением и дихроизмом. Описание в [236, 246] толь-
ко эффектов линейного и циркулярного дихроизма соответствует частному слу-
чаю, когда 0=β , что выполняется, как правило, лишь в кристаллах с достаточ-
но высокой симметрией. Условие 0=β  повышает симметрию кристалла и 
приводит к уменьшению числа независимых компонент ikd  и ikm  матриц 
Джонса D  и Мюллера M . Тогда в матрице D  дополнительно 2112 dd −= , а соб-
ственные волны среды имеют одинаковую эллиптичность и разные направления 
вращения. Авторы работ [236, 246] ограничиваются только этим случаем. Для 
матрицы Мюллера, кроме условия 1221 mm −= , тогда получаем еще [116] 

   .,,,,, 3311220032233113300320021001 mmmmmmmmmmmmmm +=+−===−==  

Кроме того, учет интерференционных явлений внутри плоскопараллельного об-
разца в [236, 246] произведен недостаточно корректно, поскольку с этой целью 
авторы вводят коэффициент отражения света R  от плоскости образца, одинако-
вый для обеих собственных волн. 

Приведенные же в настоящем разделе выражения для матриц D  и M  учи-
тывают многократные отражения света в пластинке и являются достаточно об-
щими. Как это часто бывает, фактически они имеют более широкую область 
применимости, чем первоначально предполагалось. Действительно, если в 
(6.3.1)–(6.3.4) вместо полного вектора H  использовать его тангенциальную со-
ставляющую tH  по отношению к нормали q  к пластинке, то все соотношения 
формально остаются в силе и для бианизотропных сред оптические свойства ко-
торых описываются уравнениями HBDE µε == − ,1  – более общими, чем 
(6.3.2). Более того, эти же соотношения (кроме (6.3.5)) обобщаются на другие 
линейные магнитные среды, обладающие естественной оптической активно-
стью. При этом следует иметь в виду, что тогда собственные волны, движущие-
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ся в прямом и обратном направлениях в пластинке, вообще говоря, различаются 
по поляризациям и скоростям. Будем поэтому обозначать индексом r  величи-
ны, относящиеся к волнам для отраженного света. Тогда в (6.3.3) следует заме-
нить поляризационные проекторы ±ρ  на r

±ρ . И, конечно, тогда вместо выраже-
ний (6,3.5) для амплитудных коэффициентов отражения ±R  и пропускания ±D  
будут более сложные соотношения, которые можно найти, решая строго гра-
ничную задачу. Остальные же формулы (6.3.5)–(6.3.10) применимы для общего 
случая линейных гироанизотропных сред. 

В данном разделе показано [154, 164-166, 178], что простые инвариантные 
выражения (6.3.3), (6.3.4) для матриц D  и M , полученные для безграничных 
сред, остаются в силе и для линейных кристаллических пластинок при соответ-
ствующей (6.3.6) перенормировке коэффициентов отражения и пропускания 
собственных волн. 

6.4 Преобразование поляризации света линейной пластинкой 

Считая известными компоненты матриц M и D, можно выяснить, как изме-
няются поляризационные характеристики и интенсивность света плоскопарал-
лельной пластинкой в зависимости от оптических параметров падающего на нее 
излучения. Воспользуемся аппаратом матриц Мюллера M ; тогда искомые пара-
метры непосредственно выражаются через параметры Стокса прошедшего излу-
чения после их линейной трансформации пластинкой следующим [15] образом 
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где iki00k00 M,M,M,M  – компоненты (4×4)–матрицы Мюллера M  =k i,( ,3 2, 1, )  I  и 
p  – интенсивность и степень поляризации света на входе пластинки, s  – нор-
мированный ( 1 2 =s ) трехмерный вектор Стокса. Штрихами обозначены те же 
величины, но для света на выходе пластинки. Считая также заданными парамет-
ры I , p , S  падающего излучения, можно вычислить соответствующие пара-
метры прошедшего света. Так, степень поляризации 'p  прошедшего излучения 
равна [154] 

[ ] 2122 /LL)Lp(11p /' −+−−=                                      (6.4.2) 

Здесь L , ±L – энергетические коэффициенты пропускания пластинкой всей све-
товой волны и собственных волн, описываемых 4-векторами Стокса   1,S ][ s=±  
соответственно. Коэффициенты ±L  характеризуют срез кристалла и не зависят 
от параметров падающего излучения: 

±
−

± +== ±
k0k00

''2 sMMeL ϕ ;  ''4eLL ±−
−+ = ϕ .                       (6.4.3) 

Общий же коэффициент прохождения света равен [116] 
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k0k00 sMpM/I'IL +==                                       (6.4.4) 

и зависит, конечно, также от степени поляризации падающего излучения р и его 
поляризации s. 

Рассмотрим интересный случай, когда в кристалле собственные волны ор-
тогональны, т.е. 0  =∗

−+hh . Это могут быть, например, поглощающие одноосные 
негиротропные кристаллы [92] , либо среды, оптические свойства которых ха-
рактеризуются одним эрмитовым )( εε   =+ тензором. Условие 0  =∗

−+hh  означает, 
что в матрице Мюллера (3.6.8) 0" =p , а pp =' , т.е. вектор p  является вещест-
венным. В этом случае степень поляризации 'p  прошедшего света вычисляется 
по (6.4.2), а энергетический коэффициент пропускания света пластинкой равен 
[166] 

)( "дshp"дcheL ''2 ps−= − ϕ                                   (6.4.5) 

и зависит от четырех параметров Стокса  p 1,IS ][ s=  падающего излучения. 
Характерны некоторые предельные случаи [166]: 
a) Полностью деполяризованный свет, проходя через пластинку, частично 

поляризуется. Его степень поляризации "thp' δ=  и обычно мала. б) Если 1p = , 
то и 1p =' . в) Экстремальное значение p  достигается при ±= ss = p± , т.е. когда 
вектор Стокса поляризованной части падающего излучения совпадает с векто-
ром Стокса одной из возбуждаемых собственных мод. Тогда для одной волны 

"tg2p' δ= , а для другой .0'p =  
Анализ формул (6.4.2)–(6.4.5) показывает, что степень поляризации про-

шедшего света 'p  может быть как больше, так и меньше степени поляризации p 
падающего. Чем выше коэффициент прохождения L  в зависимости от поляри-
зации s  падающего излучения, тем выше 'p  для одного и того же  p. При мини-
мальном коэффициенте прохождения с возрастанием p величина 'p  сначала па-
дает от "thδ при 0p = до нуля при "thp δ= , а затем снова начинает возрастать 
до 1p =' . г) Графики функций  )p(f'p =  для += ss  и −= ss  симметричны отно-
сительно биссектрисы  pp' = . 

Таким образом, для любой кристаллической пластинки, у которой 0  =∗
−+hh , 

всегда можно подобрать поляризационные характеристики падающего излуче-
ния так  )( ps ==  ,"2 thp δ  [166], чтобы прошедшее излучение стало полностью 
деполяризованным. Легко показать, что предлагаемый вариант полной деполя-
ризации света является единственно возможным. В принципе полученное усло-
вие полной деполяризации прошедшего через пластинку света может быть ис-
пользовано для создания нового типа деполяризатора. 

Вычислив степень поляризации  p' , можно затем рассчитать эллиптич-
ность ηγ tg=  и азимут ψ  поляризованной составляющей света на выходе по 
формулам [15] 

12 ss2tg ′′= /ψ ,     )'/( 003 pss2ins ′′=η ,                          (6.4.6) 
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или, выражая через параметры матрицы M :  

kk110

kk220

sMpM
sMpM2tg

+
+

=ψ ,   
Lp

sMpM2sin kk330

'
+

=η .                  (6.4.7) 

Здесь компоненты ks  вектора Стокса s  падающего излучения зависят от эллип-
тичности 00 tgηγ =  и азимута 0ψ  главной оси эллипса поляризации относительно 
выбранной системы координат (x,у) в фазовой плоскости волны и равны [15] 

)( 00000k 2зsin,2шsin2зcos,2шcos2зcoss = ,                   (6.4.8) 

a 'p  и L  берутся из (6.4.2)–(6.4.5). Если подставить (6.4.8) и компоненты матри-
цы Мюллера в (6.4.6), (6.4.7), то получим зависимости поляризационных харак-
теристик прошедшего света ),( ηψ  от параметров падающего излучения на пла-
стинку из поглощающего магнитного кристалла при нормальном падении на нее 
частично эллиптически поляризованного света. 

На практике наибольший интерес представляют собой азимутальные зави-
симости величин ψ2tg  и η2sin  от 0ψ . Подставляя (6.4.8) в (6.4.6), (6.4.7), нахо-
дим общие формулы  

10101

10101

F2шsinE2шcosD
C2шsinB2шcosA2шtg

++
++

= ,                                    (6.4.9) 

p'F2шEsin2шDcos
C2шBsin2шAcos2зsin

00

00

)( ++
++

= ,                               (6.4.10) 

характеризующие в явном виде зависимости азимута ψ  и эллиптичности 
ηγ tg=  от азимута 0ψ  для поляризованной составляющей света, прошедшего 

через пластинку из поглощающего магнитоупорядоченного кристалла при нор-
мальном падении на нее частично поляризованного. 
Здесь обозначены, для краткости, величины 

/p,Msin2зMF,cos2зME,cos2зMD
/p,Msin2зMC,cos2зMB,cos2зMA

10013102110111

20023102210211

+===

+===
      (6.4.11) 

/p,Msin2зMF,cos2зME,cos2зMD
/p,Msin2зMC,cos2зMB,cos2зMA

00003002001

30033032030

+===

+===
         (6.4.12) 

зависящие от других параметров p , 0η  падающего излучения и матрицы M . 
Соотношения (6.4.9)–(6.4.12) выражают также зависимости ψ  и η от η0 и p. 

Отметим также, что зависимость угла поворота ( 0 -ψψ ) эллипса поляриза-
ции прошедшего света от азимута 0ψ  падающего обсуждалась для ортоферритов 
М. Абе и др. [317]. Меркулов [225] рассматривал полярные диаграммы и сим-
метрию поляризационных зависимостей функций  )(tg2 0ψψ −  и  2sin η  от ази-
мута 0ψ  для магнитных кристаллов, описываемых несимметричным тензором 

1−ε . 
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Для оптически активных поглощающих кристаллов эти же вопросы иссле-
довались в [355, 21] и на этой основе был предложен метод измерения оптиче-
ских параметров таких сред. 

Условия экстремальной зависимости эллиптичности прошедшего света от 
азимута ψ0 падающего на линейную кристаллическую пластинку сводятся к 
уравнению [165] 

0AEBD2sinAFCD2cosCEBF 00 =−+−++ ηψ )()( .                 (6.4.13) 

Отсюда можно сделать вывод, что, вообще говоря, существуют два неортого-
нальных азимута, соответствующих экстремальной эллиптичности прошедшего 
света, не равные /2 0, π . Азимуты становятся ортогональными лишь при 

0AE-BD = , т.е. при условии 0MM-MM 01320231 = , cвязывающем компоненты 
матрицы Мюллера по пропусканию пластинки. 

Условия экстремального поворота плоскости поляризации прошедшего 
света в зависимости от азимута падающей волны сводятся к  выражению 

0
2

0 2tg12sin/2tg ψψψ +=∂∂ )()( .                              (6.4.14) 

Если подставить (6.4.9) в (6.4.14), то получается полное уравнение четвертой 
степени относительно  .tg 0ψ  Это означает, что, в общем случае, возможно на-
личие до четырех азимутов падающей волны, соответствующих экстремальным 
углам поворота, что соответствует результатам [356, 249]. 

Представляют интерес еще две возможности, когда поворот главных осей 
эллипса поляризации волны осуществляется на o90 , либо совсем отсутствует. 
Они оба сводятся к условию 02gt2tg ψψ =  Следовательно, возможно существо-
вание до четырех азимутов падающей волны, соответствующих либо неизмен-
ности осей эллипса поляризации, либо повороту их на o90 . 

Аналогично исследуются зависимости величин η2sin  и  )tg( 0ψψ −  от эл-
липтичности падающей волны 0γ . Например, выражения (6.4.9) и (6.4.10) отно-
сительно 0γ представляют собой рациональные функции, в числителе и знаме-
нателе которых – полные квадратные трехчлены. Если проделать теперь все 
расчеты, то оказывается, что существуют два значения эллиптичности падаю-
щей волны, соответствующие выходной экстремальной (эллиптической) поля-
ризации, и два 0γ , для которых свет на выходе пластинки линейно поляризован. 

В гироанизотропных (магнитных) средах, в отличие от изотропных, враще-
ние плоскости поляризации при распространении света в них, т.е. эффект Фара-
дея начинает зависеть от ориентации плоскости поляризации падающего поля-
ризованного излучения относительно кристаллографических осей. Такая 
зависимость была названа в [356] ориентационной, а сам эффект Фарадея – ори-
ентационным эффектом Фарадея, который экспериментально и теоретически 
исследовался в ферритах-гранатах [356, 249] для ряда направлений. Совместное 
проявление анизотропии и магнитной гиротропии (эффекта Фарадея), а также 
естественной оптической активности в пластинках исследовалось неоднократно. 
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Вместе с тем, в таких работах, как правило, используются те или иные упро-
щающие предположения. Так, большинство авторов не учитывает влияние мно-
гократных отражений волн на поверхностях пластинки [247, 356, 249]. 

Представленные здесь результаты (6.4.9)–(6.4.12) позволяют провести ана-
лиз преобразования поляризации света пластинкой в общем случае. Не распи-
сывая детально эти соотношения, отметим только, что из них получаются выра-
жения, обобщающие соответствующие формулы, предложенные для описания 
эффекта Фарадея в анизотропных поглощающих средах с линейным дихроиз-
мом [357] и для фарадеевского вращения в поглощающем ортоферрите вдоль 
кристаллографической оси [358], а также результаты исследования нормального 
отражения и прохождения полностью – [165] и частично [166] поляризованного 
излучения через плоскопараллельную пластинку из прозрачного магнитоупоря-
доченного кристалла. 

Для инвариантного описания светового пучка было предложено [16] ис-
пользовать тензор когерентности. Этот подход развит затем в работах [349, 352], 
где, в частности, был предложен инвариантный алгоритм для проведения поля-
ризационных расчетов параметрически управляемых прозрачных и поглощаю-
щих неограниченных кристаллов, характеризуемых комплексным несимметрич-
ным тензором диэлектрической проницаемости. Применяемый нами подход, 
базирующийся на описании световой волны с помощью параметров Стокса, 
ближе к традиционному и описан в работах [164-166, 154].  

В качестве примера остановимся на классическом эффекте Фарадея, кото-
рый наблюдается при распространении света вдоль оптической оси кристалла. 
Будем предполагать также, что падающая нормально на пластинку плоская вол-
на поляризована эллиптически и частично. Так как собственные циркулярные 
волны ортогональны, то p  – вещественный вектор. Без ограничения общности 
можно считать, что   00 =ψ . При этом из (6.4.9), (6.4.10), (6.4.5) следует, что 

./),""(

),/()""(
" 2sh2sinpcheL

2cospshch2sinp2tg

0
2

00

δψδηδ

ηδδψη
ϕ −=−=

−=
−

                      (6.4.15) 

Понятно, что примененный подход справедлив также и для отраженного света 
от пластинки при заменах ±± → RD . При этом в отсутствие диссипации энергии, 
согласно (6.3.5), сдвиг фаз 'δ  одинаков для отраженного и прошедшего света. 
Это позволяет cформулировать следующий интересный результат. 

При распространении света вдоль оптической оси прозрачного магнитоупо-
рядоченного кристалла, т.е. при классическом эффекте Фарадея, поворот эллип-
са поляризации как для прошедшего –, так и для отраженного света одинаков, не 
зависит от степени поляризации и эллиптичности падающего излучения и равен 
половине сдвига фаз |/2|δψ = , приобретаемой собственными волнами в пла-
стинке [165, 166]. 

В более общих случаях пластинка может быть вырезана из линейного кри-
сталла, обладающего анизотропией, гиротропией (естественной и магнитной) и 
поглощением. К тому же световой пучок может падать на пластинку наклонно. 
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В таких ситуациях можно пользоваться операторными методами [16, 193, 98], о 
которых речь шла в разделах 3.1, 3.2. 

Пусть в изотропной среде находится плоскопараллельная пластинка тол-
щиной l из линейного кристалла. На пластинку наклонно падает поляризованная 
плоская монохроматическая световая волна вида 

)]([)()( t-/ciexpzt, rbHrH ω= .                                (6.4.16) 

Вследствие многократных отражений и преломлений на обеих поверхностях 
пластинки установится некий стационарный режим. Как прошедшее, так и от-
раженное от пластинки излучение можно характеризовать волнами типа (6.4.16). 
Векторы поляризации падающей, отраженной и прошедшей через пластинку 
волн обозначим соответственно )()()( z ,z ,z dr HHH . Ось z направим по норма-
ли q к пластинке, rq=z . Существенно, что все эти три волны имеют вид 
(6.4.16). 

Пользуясь формализмом тензоров нормальной рефракции N  и поверхност-
ных импедансов γ , согласно работам [193, 229], можно записать, что тангенци-
альные составляющие векторов прошедшей d

τH  и отраженной r
τH  световых 

волн от пластинки равны 
d
t21

rd
t

I
11

d WW HHHH == −
ττ , ,                               (6.4.17) 

где необходимые компоненты 11W  и 21W  блочной матрицы ikW  в соответствии с 
[193, 229] можно представить в виде [208] 
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Здесь N , rN , γ , rγ  – тензоры нормальной рефракции и поверхностных импе-
дансов волн в пластинке в прямом z и противоположном (–z) направлениях со-
ответственно; 0γ  – импеданс падающей волны. Они определяются соотноше-
ниями (3.2.6), (3.2.11), (3.2.12). 

Выражения (6.4.7), (6.4.18) для тензорных амплитудных коэффициентов от-
ражения и пропускания пластинки при γγ −=r  эквивалентны формулам (33) из 
[193]. Для нормального падения все упрощается и (6.4.17), (6.4.18) переходят в 
(6.3.3), (6.3.4). 

Считая оптические тензорные и геометрические параметры пластинки 
q,,,,, l1 βαµε −  заданными, предварительно вычислив ,,,, rr NNγγ  можно по 

формулам (6.4.17), (6.4.18) рассчитать амплитудные тензорные коэффициенты 
отражения и прохождения для тангенциальных составляющих векторов r

τH и 
d
τH . Искомые полные векторные характеристики ),( tr rHτ  и ),( td rHτ  электро-
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магнитного поля можно восстановить, пользуясь соотношениями (3.2.7) и 
(6.4.16). 

Выражения (6.4.17), (6.4.18) достаточно компактны и отличаются от соот-
ветствующих известных выражений для изотропных пластинок тем, что входя-
щие в них величины 0γ , ,γ  ,rγ ,N  rN  являются тензорными, а не скалярными 
параметрами. 

Такой операторный формализм с успехом применяется также для расчета 
полей в многослойных гироанизотропных средах [135].  

Итак, найдены и проанализированы [164-166, 154, 116] явные зависимости 
характеристик света на выходе кристаллической линейной пластинки от поля-
ризационных параметров падающего нормально излучения и оптических 
свойств пластинки. Приведено также решение [208] граничной задачи при на-
клонном падении света на пластинку операторным методом. 

6.5 Применение методов отражательной фотометрической эл-
липсометрии для определения оптических постоянных           по-
глощающих гироанизотропных кристаллов 

До сих пор мы рассматривали прямые задачи кристаллооптики: по извест-
ным оптическим параметрам кристалла и заданному направлению в нем опреде-
лять оптические его свойства. Наряду с этим практически весьма важны обрат-
ные задачи: с помощью оптических измерений вычислять оптические 
постоянные кристаллов. Такие обратные задачи значительно сложнее и пока 
еще далеки до полного решения. В этом разделе обсудим возможности методов 
отражательной фотометрической эллипсометрии для определения оптических 
постоянных поглощающих гироанизотропных магнитоупорядоченных кристал-
лов, следуя работам [167, 169, 170]. 

Методы исследования оптических параметров прозрачных негиротропных 
кристаллов разработаны довольно подробно [15, 92, 347, 346, 359, 360]. Хуже 
обстоят дела с определением оптических констант поглощающих кристаллов, в 
особенности низкосимметричных и гиротропных. Для последних предлагаются, 
как правило, лишь частные методики измерений отдельных оптических вели-
чин, причем ориентация главных кристаллографических осей обычно считается 
заданной [247, 266, 22]. Различные подходы к измерениям оптических констант 
кристаллов, применяемые в настоящее время, базируются, главным образом, на 
измерениях пропускания, а не отражения света. Однако наличие диссипации 
энергии приводит к тому, что, наряду с методами, основанными на измерениях 
пропускания света, становятся все более необходимыми, (а при сильном по-
глощении и практически единственно возможными) методы отражательной фо-
тометрии [92, 359, 360, 346]. 

Отражательная фотометрическая эллипсометрия, в особенности в геомет-
рии нормального отражения света, используется, на наш взгляд, незаслуженно 
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слабо. В связи с этим в данном разделе подробно обсуждаются возможности и 
достоинства геометрии нормального отражения. 

Впервые общий метод измерений оптических постоянных поглощающих 
негиротропных кристаллов с помощью поляризационных измерений отражен-
ного света от одного произвольно ориентированного участка был предложен 
Федоровым [92]. Практическая его реализация осуществлена применительно к 
одноосным поглощающим кристаллам в [361]. 

В литературе предложены [359, 360, 346] несколько фотометрических ме-
тодов определения оптических констант вещества по параметрам отраженного 
света. При этом для получения достаточной информации измерения часто при-
ходится проводить при нескольких углах падения света на образец. Однако 
применение методов, использующих только одну отражающую поверхность, 
при переходе к низкосимметричным и поглощающим кристаллам резко услож-
няет [92, 359, 360] как расчетные формулы, так и проведение самого экспери-
мента. Это приводит к необходимости поиска альтернативных оптических ме-
тодов. 

Дополнительное использование других отражающих граней кристалла су-
щественно расширяет объем получаемой информации. При этом одновременно 
отпадает необходимость в обязательных измерениях отражения света под раз-
личными углами. 

В [362] было показано, что, измеряя поляризационные характеристики от-
раженного нормально света от трех взаимно перпендикулярных плоскостей об-
разца, можно рассчитать диэлектрические постоянные прозрачного двухосного 
кристалла. Позже аналогичные этому эллипсометрические методы были пред-
ложены для поглощающих негиротропных [363], гиротропных [362] и других 
линейных [205, 364] сред.  

Установки с геометрией нормального (а не косого) падения света на по-
верхность кристалла при эллипсометрических измерениях имеют ряд преиму-
ществ: а) проведение эксперимента и анализ полученных результатов упроща-
ются; б) влияние переходного слоя на поверхность образца сказывается в 
наименьшей степени; в) установка слабочувствительна к погрешностям угла па-
дения. 

Несложные расчетные формулы получаются, если для измерений приме-
нять кристаллический образец, вырезанный в форме кубика или параллелепи-
педа [362, 363, 204]. Следует отметить; однако, что использование такой формы 
кристалла имеет и свои теневые стороны, ограничивая возможности отража-
тельной фотометрии. В частности, в тонких плоскопараллельных пластин-ках 
за счет отражений от верхней и нижней граней неизбежно возникает искажаю-
щее влияние интерференционных явлений. Поскольку в расчетах [362-364, 204, 
205] такая интерференция не учитывалась, нужны дополнительные меры по ее 
устранению или учету. Кроме того, желательно использовать естественные 
кристаллографические грани или сколы, образующиеся по плоскостям спайно-
сти кристаллов. Однако ориентация таких поверхностей (в особенности для 
кристаллов низших сингоний) может быть самой разнообразной. 
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Нетрудно видеть, что жесткое ограничивающее условие взаимной перпен-
дикулярности отражающих поверхностей не является обязательным. Поэтому в 
[167] нами был предложена методика определения оптических параметров про-
зрачных гироанизотропных (магнитоупорядоченных) кристаллов по измерени-
ям матриц нормального отражения света от трех некомпланарных произволь-
ных поверхностей образца. Использование косых отражающих граней 
расширяет экспериментальные возможности, повышает точность измерений и 
упрощает расчетные формулы, так как позволяет вообще исключить интерфе-
ренционные явления внутри образца. Позже этот подход был нами обобщен 
[169, 170] на поглощающие гироанизотропные магнитоупорядоченные среды. 
Изложим его. 

Оптические свойства большинства магнитных кристаллов можно описы-
вать [54, 55, 9] одним тензором обратной диэлектрической проницаемости 1−ε , 
который в общем случае является комплексным неэрмитовым и характеризует 
анизотропию, магнитную гиротропию и поглощение. 

Пусть из изотропной окружающей среды на некоторую отражающую по-
верхность исследуемого кристалла нормально падает поляризованная плоская 
монохроматическая световая волна. В кристалле возникают две собственные 
волны, характеризующиеся векторами напряженностей магнитного поля ±h  и 
удовлетворяющие известному [92] волновому уравнению  

,±
−
±± = hh 2nα                                                 6.5.1) 

где планарный тензор α выражен через поляризационные проекторы ±ρ : 

−
−
−+

−
+

×−× +=−= ρρεα 221 nnnn .                                (6.5.2) 

Здесь ×n – антисимметричный тензор второго ранга, дуальный вектору нормали 
n, 12 =n . Тензоры-диады ~

±±± ⋅= hhρ  характеризуют [16, 349] поляризационные 
характеристики собственных волн для данного направления п. 

С другой стороны, компоненты вектора магнитного поля Н поляризованно-
го излучения, нормально падающего на кристалл, при отражении испытывают 
линейное преобразование 

HH r rD= ,                                                (6.5.3) 

характеризуемое оператором rD : [349] 

,−−++ += ρρ rrr DDD      )./()( nnnnD r +−= ±±±                      (6.5.4) 

Здесь rD ±  – известные амплитудные коэффициенты нормального отражения соб-
ственных волн мод от полубесконечного кристалла; nn ,±  – показатели прелом-
ления световых волн в кристалле и во внешней среде соответственно. 

Выберем систему координат так, чтобы ось z была направлена по нормали п 
к отражающей грани кристалла. Тогда в этом базисе оператор rD , описываю-
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щий нормальное отражение света от образца, представляет собой комплексную 
(2×2)-матрицу Джонса r

ijD , а выражение (6.5.3) принимает матричный вид [217] 
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где ),( r
y

r
x HH  и ),( yx HH - компоненты векторов отраженного и падающего излу-

чения соответственно. 
Измерения матрицы α (6.5.2) непосредственно провести нельзя, однако 

компоненты матрицы Джонса r
ijD  для нормального отражения света от кристал-

ла измерить можно. В этой связи обратим внимание на то, что матрицы rD  и α, 
содержащие информацию об оптических свойствах кристалла вдоль направле-
ния n, согласно (6.5.2) и (6.5.4), изоморфны по своей структуре.  

Нетрудно поэтому выразить [167] α  через rD : 

.
)(

))(()(
2rr

c

r2rr
c

rr

|D|1D
|D|4|D|1DI1|D|D4

++
−−+−

=α                          (6.5.6) 

Здесь r
cD – след матрицы cD ;  ××−= nnI ,  rr Ddet|D| = . 

Таким образом, если измерить матрицу Джонса rD  для какой-либо отра-
жающей грани, то по (6.5.5) можно найти матрицу α (6.5.2), компоненты  кото-
рой ijα  являются четырьмя линейными уравнениями относительно неизвестных 

оптических параметров 1
mn
−ε . Поскольку постоянных 1

mn
−ε  – девять, то необходимо 

использовать дополнительные отражающие грани кристалла. Остановимся на 
этом подробнее. 

Пусть ориентация трех произвольных некомпланарных отражающих граней 
(или срезов) a, b, с кристалла задана их нормалями  333 cba ,, , направленными 
внутрь образца. Введем три правые системы координат, характеризуемые трой-
ками ортонормированных векторов ),,,( 321 aaa  )( 321 b,b,b , , )( 321 c,c,c . 
Для грани а компоненты матрицы α  

jij aai αα =                                                   (6.5.7) 

непосредственно представляют собой 4 искомые компоненты тензора 1−ε , запи-
санные в базисе ),,( 321 aaa   [167]: 

1
2211
−= εα ,   1

1122
−= εα ,   1

1221
−−= εα ,   1

2112
−−= εα .                      (6.5.8) 

Аналогично этому матрицы β и γ, характеризующие распространение света в 
кристалле вдоль направлений 3b  и 3c , соответственно равны [167] 

,jij bbi αβ =    .nmmn cc αγ =                                      (6.5.9) 
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Разлагая векторы ic  и ib  по базису ),,( 321 aaa  и подставляя их в (6.5.9), нахо-
дим, что соотношения (6.5.9) также являются линейными комбинациями компо-
нент 1

mn
−ε . В итоге выражения (6.5.7) и (6.5.9) представляют собой алгебраиче-

скую систему линейных уравнений относительно искомых компонент 1
mn
−ε   

),,,( 321nm = . 
Следовательно, если измерить матрицы Джонса rD  нормального отраже-

ния от трех некомпланарных граней а , b , c кристаллического образца, то по 
формуле (6.5.6) их можно преобразовать в соответствующие матрицы распро-
странения α , β , γ . В итоге получим систему 12 линейных уравнений относи-
тельно 9 неизвестных 1

mn
−ε . Из физических соображений ясно, что эта система 

должна быть, тем не менее, совместной и иметь единственное решение. Решая 
ее, можно, в принципе, вычислить все девять искомых комплексных компонент 

1
mn
−ε . "Избыточные" уравнения и иную оптическую информацию о кристалле, из-

вестную из других источников, также целесообразно использовать для миними-
зации погрешностей измерений. 

Таким образом, задачу измерения оптических констант поглощающего ги-
роанизотропного кристалла можно свести к задаче измерений матриц Джонса 
нормального отражения света. 

Обсудим поэтому теперь возможности измерений матриц нормального от-
ражения rD  и на их основе оптических параметров поглощающих сред. Вообще 
говоря, компоненты (2x2)-матрицы Джонса могут быть экспериментально изме-
рены различными эллипсометрическими методами. В общем случае достаточно 
не более десяти независимых измерений интенсивности поляризованного излу-
чения, нормально отраженного от образца и прошедшего через анализатор [217]. 
Вследствие слабости анизотропии и гиротропии применение отражательной фо-
тометрии или рефлексометрии [346] требует прецизионных измерений, которые 
в настоящее время проводятся. К существенному повышению точности измере-
ний приводит, как известно, применение различных модуляционных методик. 
Так, Р. М. Аззамом [365] описан простой Фурье-фотополяри-метр с вращающи-
мися поляризатором и анализатором для измерения матриц Джонса. Далее этим 
же автором рассматривается [366], [367] схема использования фотоэллипсомет-
рических измерений с нормальным падением пучка для измерения матриц от-
ражения от поверхности среды с произвольной анизотропией. Параметры мат-
рицы отражения здесь определяются методом Фурье-анализа сигнала 
модуляции интенсивности отраженного пучка. 

Эти и некоторые другие методы позволяют вычислить компоненты матри-
цы отражения с точностью до постоянного фазового множителя 'ϕie . Этого ока-
зывается достаточно [167] только для прозрачных сред. При наличии же погло-
щения необходимо знать абсолютную фазу отраженной световой волны. 
Возможности измерении последней хотя и сложны, но также существуют. Назо-
вем прежде всего методы Фурье-спектроскопии, которые хотя и сложны техни-
чески, зато существенно повышают объем поступающей информации, давая 
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сведения не только об амплитуде, но и о фазе волны [346, 368, 369]. Другой 
подход к получению фазовой информации основан на применении дисперсион-
ных соотношений Крамерса-Кронига [346, 370]. Выведены интегральные соот-
ношения и правила сумм для нормальной отражательной способности [371, 
372]. 

Проще всего, по-видимому, провести соответствующие измерения компо-
нент матриц α  нормального отражения в воздухе и в иммерсионной жидкости и 
по этим данным рассчитать абсолютную фазу матрицы Джонса rD  при отраже-
нии воздух – кристалл. Так, авторы таблиц [373] считают, что "наиболее пер-
спективным и простым, который может быть быстро внедрен в практику мине-
ралогических исследований, является метод определения n и к по результатам 
измерения отражательной способности в двух средах, например в воздухе )( bR  
и в кедровом масле )( uR ". Производятся [373] микроскопы-спектрофотометры, 
с помощью которых можно измерить коэффициент отражения в монохромати-
ческом свете в видимом области спектра в воздухе и иммерсионном масле. А в 
[374] описаны системы для прецизионного измерения абсолютных значений от-
ражения света в воздухе и иммерсии при нормальном отражении света от анизо-
тропных минералов. 

Определив матрицу отражения rD  в воздухе (с точностью до постоянного 
фазового множителя), мы, тем самым, определяем поляризационные характери-
стики ±ρ  и модули амплитудных коэффициентов отражения rD±  (6.5.4) двух 
собственных световых волн в кристалле. По измеренным же величинам |D| r

±  в 
двух средах (воздухе и иммерсии) однозначно вычисляются действительная и 
мнимая части комплексных показателей преломления ±n , и, тем самым, одно-
значно фиксируется матрица rD . 

Разумеется, точность измерений зависит от выбора отражающих поверхно-
стей. Для ее повышения следует выбирать отражающие грани так, чтобы сла-
бые эффекты (например, гиротропии или кругового дихроизма) проявлялись 
максимальным образом и в минимальной степени маскировались более 
сильными. Так, параметры гиротропии целесообразно измерять вдоль оптиче-
ских осей и т.д. Если гиротропия обусловлена магнитным упорядочением 
( 24 1010G −− ÷= ), то измерение матриц Джонса нужно проводить с достаточно 
высокой точностью. Поэтому целесообразно измерения проводить в несколь-
ко этапов. Сначала получаем грубые значения компонент 1

mn
−ε , анализируем 

результаты, выбираем оптимальные срезы для измерения слабых эффектов, 
измерения повторяем и т.д. 

Ни один метод не является универсальным. Поэтому предлагаемая мето-
дика использования техники отражательной эллипсометрии может также при-
меняться на первом этапе исследований, как предварительная и не требующая 
информации об ориентации кристалла, Затем можно перейти к другим, частным 
и более точным  методикам, использующим конкретные особенности измеряе-
мого кристалла. 
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Представляется также целесообразным дополнительно использовать из-
вестную из других источников оптическую информации о кристалле. Тогда, ми-
нимизируя погрешности методом наименьших квадратов, можно повысить точ-
ность определения измеряемых оптических констант. 

Таким образом, изложенная нами в работах [167, 169, 170] методика (прин-
ципиальная возможность) измерения оптических параметров тензора обратной 
диэлектрической проницаемости прозрачных и поглощающих гироанизотроп-
ных (магнитоупорядоченных) кристаллов содержит следующие этапы: 

а) с помощью техники отражательной фотометрической эллипсометрии 
производятся измерения матриц Джонса нормального отражения минимум от 
трех некомпланарных произвольно ориентированных поверхностей кристалли-
ческого образца в воздухе и иммерсионной жидкости; 

б) по найденным экспериментальным данным, в соответствии с (6.5.4), вы-
числяются абсолютные значения компонент матриц нормального отражения r

ijD  
на границе воздух – кристалл; 

г) измеренные матрицы rD  преобразуются по формуле (6.5.6) в более про-
стые матрицы α , β, γ  распространения света (6.5.2) в неограниченном кристал-
ле; 

д) путем решения полученной системы линейных уравнений находятся все  
девять искомых комплексных оптических параметров кристалла. 

 
Итак, предложена [167, 169, 170] принципиальная схема измерения всех де-

вяти комплексных параметров тензора ε - 1  поглощающих магнитоупорядочен-
ных кристаллов, не требующая предварительной ориентации образца. Она сво-
дится к измерению матриц Джонса нормального отражения в воздухе и 
иммерсии от минимум трех произвольных некомпланарных отражающих плос-
костей кристалла с помощью техники отражательной фотометрической эллип-
сометрии. 

6.6. Прохождение света через систему поляризатор –           
кристаллическая пластинка – анализатор и определение           оп-
тических параметров 

Многие задачи кристаллооптики требуют знания интенсивности света по-
сле прохождения его через анизотропную гиротропную пластинку и анализатор 
[15, 308]. Такова, в частности, принципиальная схема амплитудного модулятора 
света, а также эллипсометра [308, 210]. Практически во всей соответствующей 
литературе, однако, явные общие выражения для интенсивности найти трудно. 
Так в работах [375, 349, 376] поляризатор – линеен, а анализатор берется линей-
ным [375, 349, 376] или циркулярным [349]. В [18] приводится выражение для 
системы с эллиптическим поляризатором при по-прежнему линейном анализа-
торе. Кроме того, во всех отмеченных работах собственные, линейные или эл-
липтические, волны кристалла считаются ортогональными в смысле 0=−

∗
+ hh .  
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Для естественно оптически активных немагнитных сред в [140, 377] найде-
ны формулы, описывающие интенсивность света на выходе анализатора для эл-
липтических [377] и линейных [140] поляризатора и анализатора. 

Однако уже оптимизация характеристик модуляторов на гиротропных маг-
нитных кристаллах [378] требует рассмотрения не только линейных –, но и эл-
липтических поляризатора и анализатора. Кроме того, в целом ряде случаев сле-
дует учитывать многократное отражение света на поверхностях пластинки [379, 
350, 351]. Так, в обзоре [91] обсуждались управляемые транспаранты на магнит-
ных кристаллах. Контрастность пленок ферритов-гранатов при записи инфор-
мации на них была в два раза меньше теоретической и, по мнению авторов [91], 
возможная причина расхождения – в неучете потерь на отражение света на гра-
ницах раздела. 

Рассмотрим вопрос об интенсивности света, пропускаемого системой поля-
ризатор – кристаллическая пластинка – анализатор с более общей точки зрения. 
Пластинку из кристалла с линейными оптическими свойствами всегда можно 
описать планарной матрицей пропускания dD  типа (6.3.1) 

)ee(eD iiid
−

−
+ += ρρ δδϕ  ,                                        (6.6.1) 

где −+ −=+= ϕϕδδδ "' i  – сдвиг фаз между собственными волнами на выходе 
пластинки с учетом их многократных отражений, "' ϕϕϕ i+=  – средний набег 
фазы на толщине пластинки l. Важно, что оператор dD  для пластинки может 

быть представлен в простой форме (6.6.1) даже в тех случаях, когда r
±± ≠ ρρ  (на-

пример, для кристаллов с естественной оптической активностью). Хотя тогда, 
конечно, соотношения (6.3.5) не имеют места и должны быть заменены более 
сложными. 

Если характеризовать эллиптические поляризатор и анализатор комплекс-
ными векторами напряженности магнитного поля pH  и aH  соответственно 

212
iiiii 1i /)/()( γγ ++= baH ;  12

i
2
i == ba ,                   (6.6.2) 

то интенсивность света I после анализатора равна 
2

a
d

a DI ∗∗= HH .                                             (6.6.3) 

Если теперь подставить (6.6.1) и (6.6.2) в (6.6.3), то после несложных, но гро-
моздких преобразований можно получить явную зависимость интенсивности 
света I от параметров пластинки, поляризатора и анализатора. Для пластинки из 
прозрачного магнитоупорядоченного кристалла ( DE 1−= ε , HB = , += εε ) такая 
зависимость приведена нами в [162]. 

Выражение (6.6.3) можно преобразовать к виду [154] 

pa SMSI ~
=  ,                                              (6.6.4) 
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более удобному для практического использования. Здесь M  – матрица Мюлле-
ра пластинки; pS  - 4-вектор Стокса, пропускаемый поляризатором; aS~  – транс-
понированный 4-вектор Стокса излучения после анализатора. Формула (6.6.4) 
является более общей, чем (6.6.3). Она пригодна для деполяризующих пласти-
нок, а также для неидеальных поляризатора и анализатора, т.е. таких, которые 
пропускают частично поляризованное излучение. Отметим здесь, что часто 
[210] сами поляризатор и анализатор описываются не векторами Стокса, а мат-
рицами Мюллера. Для описания интенсивности света, проходящего через сис-
тему поляризатор – пластинка (недеполяризующий образец) – анализатор в ин-
тересной работе [380] был использован формализм, основанный на 
параметризации матриц Мюллера с помощью комплексного трехмерного векто-
ра q . Это позволило получить результат в общей компактное форме. К сожале-
нию, этот формализм не годится для деполяризующих образцов. Поэтому мы 
применяем формализм (6.6.4), который пригоден и для деполяризующих сред. 

Далее, ради упрощения, будем полагать, что поляризатор и анализатор яв-
ляются идеальными эллиптическими. Тогда их нормированные по интенсивно-
сти 4-векторы Стокса имеют вид 

);;( ,,,,,, apapapapapap 2sin2sin2cos2osc2cos ηψηψη=s .              (6.6.5) 

Параметры ap ,η  характеризуют, как обычно [15], эллиптичности apap tg ,, ηγ =  
волн, пропускаемых поляризатором и анализатором. Углы между главными 
осями ap ,a  пропускания и выделенной осью х системы координат в плоскости 

пластинки обозначены соответственно ap ,ψ . 
Практически наиболее важна ориентационная зависимость интенсивности 

света I  на выходе системы от азимутальных углов pψ  и aψ  поляризатора и ана-
лизатора. Подставив (6.6.5) в (6.6.4), находим 

),()()(
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ap8ap7ap6

ap5a4a3p2p10

2sina2sina2cosa

2cosa2sina2cosa2sina2cosaaI

ψψψψψψ

ψψψψψψ

−+++−+

+++++++=
      (6.6.6) 

где коэффициенты 810 aaa ,...,,  равны: 

/2.cos2з)cos2зM(Ma/2,cos2з)cos2зM(Ma

,)cos2зsin2зM(Ma,)cos2зsin2зM(Ma

,sin2зsin2зMsin2зMsin2зMMa

pa21128,7pa22116,5

ap13,2310,203,4pa31,3201,021,2

ap33a30p03000

±=±=

+=+=

+++=

     (6.6.7) 

Выражения (6.6.5)-(6.6.7) описывают интенсивность света, пропускаемого опти-
ческой схемой поляризатор – оптическое устройство – анализатор. Для различ-
ных линейных оптических схем и приборов изменяются только значения матри-
цы Мюллера М. Форму компонент ее можно взять из (3.6.8). 
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Часто в кристаллах собственные волны ортогональны в смысле 0=−
∗
+hh . 

Это могут быть, например, линейно поляризованные волны в поглощающих не-
гиротропных кристаллах средних сингоний и эллиптически поляризованные 
волны в прозрачных магнитоупорядоченных средах. Тогда в (3.6.8) вектор 

212 /)/(NNp =  является вещественным. Если далее ось z системы координат на-
править по нормали к пластинке, а оси х и y – вдоль главных направлений пла-
стинки, то вектор  p имеет вид: 

),,( ηη 2sin02cos=p ,                                         (6.6.8) 

причем 3-векторы Стокса собственных мод кристалла ps ±=± , а их эллиптично-
сти ηγ tg±=±  (3.6.8). Поэтому для пластинки с ортогональными ( 0=−

∗
+hh ) собст-

венными модами компоненты ikM  определяются соотношениями (3.6.8) и тем 
самым параметры 810 aaa ,,...,  в (6.6.7) существенно упрощаются. 

Найденные явные выражения (6.6.6)-(6.6.8), (3.6.8)  для интенсивности све-
та I, пропускаемого системой поляризатор – кристалл – анализатор, представ-
ляются полезными и могут быть использованы, например, при оптимизации вы-
сокочастотных фарадеевских модуляторов на кристаллах ферритов-гранатов 
[378, 381], в теории эллипсометрии анизотропных сред [382, 383, 210, 348], для 
расчета оптических систем записи, обработки и визуализации информации на 
магнитных кристаллах [49, 91, 58]. 

Из (6.6.6)–(6.6.8) вытекают различные частные случаи, найденные ранее без 
учета многократных отражений в пластинке путем простого сложения собст-
венных мод. Для этого в (6.6.1)–(6.6.8) нужно пренебречь интерференционными 
явлениями в пластинке и поэтому взять dD  из (34.3), где положить 

c/lnn )( ++ −= ωδ ,      c/lnn2 )""(" −+ −= ωϕ .                            (6.6.9) 

Тогда при 0a =η  получим формулы [14]; при 0pa == ηη  – соотношения 
[375]. Если еще дополнительно считать собственные волны циркулярными или 
линейными, то имеем результаты [349], либо [22] соответственно. 

Из (6.61)–(6.6.9) в разных приближениях можно перейти также к выраже-
ниям (в других обозначениях) для интенсивности света, пропускаемого про-
зрачной [140] или поглощающей [376, 21, 377] двупреломляющей пластинкой 
из естественно оптически активного кристалла, помещенного между линейны-
ми или эллиптическими поляризатором и анализатором. 

Выражения для интенсивности могут быть использованы в эллипсометрии 
гироанизотропных сред с целью определения их оптических параметров. На-
пример, в [355] ориентационную зависимость пропускания системы линейный 
поляризатор – кристалл – линейный анализатор предлагается использовать для 
одновременного измерения двупреломления и дихроизма поглощающих опти-
чески активных кристаллов с линейными собственными волнами. 

Далее, в [365] Аззам предложил схему Фурье-фотополяриметра, в котором 
исследуемый кристаллический образец помещается между вращающимися син-
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хронно с различными скоростями линейными поляризатором и анализатором. С 
помощью Фурье-анализа спектра сигнала на выходе фотополяриметра можно 
определить 9 компонент подматрицы полной (3×3)-матрицы Мюллера M  сис-
темы. В случае недеполяризующих образцов рассмотренная методика позволя-
ет, в принципе, измерить абсолютные величины и относительные фазы всех 
компонент матрицы Джонса образца. 

Подходы [355, 365] для измерения оптических констант представляются 
нам перспективными. Действительно, если вращать пластинку, а еще лучше – 
поляризатор и анализатор с различными угловыми скоростями pω  и aω , то с 
помощью Фурье-анализа легко измерить все коэффициенты 810 aaa ,,...,  в 
(6.6.6). Варьируя эллиптичности поляризатора и анализатора, в принципе мож-
но, согласно (6.6.7), найти все 16 компонент матрицы Мюллера M . Тем самым 
устраняется недостаток методики Аззама [365], которая позволяет найти только 
9 из 16 компонент ikM . Для недеполяризующих оптических пластин по найден-
ной матрице M  далее можно, как известно [210, 217], c точностью до постоян-
ного фазового множителя, вычислить ей соответствующую матрицу Джонса. 
Измерив же M  для трех некомпланарных срезов кристалла, можно, как мы уже 
говорили ранее, вычислить затем неизвестные компоненты тензоров оптических 
свойств кристалла 

В данном разделе для интенсивности света, проходящего через систему по-
ляризатор – кристаллическая пластинка – анализатор, установлены [162] явные 
поляризационные, энергетические и азимутальные зависимости и на этой основе 
показана принципиальная возможность измерения всех 16 компонент матрицы 
Мюллера пластинки. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 170 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе изложены основы последовательной феноменологиче-
ской теории кристаллооптических явлений в средах с упорядоченной магнит-
ной структурой с учетом анизотропии, гиротропии и поглощения. 

Сформулируем основные результаты и выводы. 

• Проведен критический анализ понимания и использования принципа сим-
метрии кинетических коэффициентов в магнитной кристаллофизике и предло-
жена его уточненная формулировка применительно к материальным линейным 
уравнениям связи электродинамики магнетиков. 

• Для линейных магнитных кристаллических сред с пространственной и 
временной дисперсией получен тензор энергии-импульса Минковского и сфор-
мулированы законы сохранения энергии и импульса. 

• Найдены и исследованы общие инвариантные выражения для поляриза-
ции собственных плоских монохроматических световых волн в поглощающих 
магнитоупорядоченных кристаллах различной симметрии.  

• Исследованы условия существования сингулярных оптических направле-
ний и предсказаны возможности существования конусов новых типов сингуляр-
ных осей (эллиптические и линейные оси). Установлены закономерности преоб-
разования поляризации суммарной (собственной и Фойгта) волны вдоль 
сингулярных эллиптических направлений по мере ее распространения в кри-
сталле. Анализ экспериментальных данных по марганцевому ферриту подтвер-
дил, что в нем на длине волны λ=475 нм круговой конус линейных осей дейст-
вительно существует. 

• Найдена и исследована поляризация собственных волн в поглощающих 
магнетиках с естественной и магнитной гиротропией и дана классификация ос-
новных кристаллооптических явлений в таких кристаллах, основанная на свой-
ствах симметрии материальных оптических тензоров. 

• На этой основе проведена оптическая классификации поглощающих маг-
нитоупорядоченных кристаллов 132 классов магнитной симметрии по числу и 
характеру сингулярных оптических осей. 

• B ε-изотропных кристаллах нами была отмечена возможность взаимной 
компенсации естественной и магнитной гиротропии. Предсказан также попе-
речный эффект Фарадея, обусловленный антисимметричной частью тензора ди-
электрической проницаемости. Эти  явления получили экспериментальное под-
тверждение. 

• Предложено несколько эффективных итерационных методик для решения 
уравнения нормалей в различных линейных кристаллах, обладающих устойчи-
вой быстрой сходимостью  ~α   и  ~α2. 

• Показано, что симметрия оптических свойств направлений в кристаллах 
определяется, в первую очередь, симметрией оптических тензоров, а не симмет-
рией самого направления, и поэтому зачастую значительно выше последней. 
Установлены оптические свойства направлений для всех 122 шубниковских 
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классов магнитной симметрии и выяснено, что общее число групп последних 
равно не 10, как считалось ранее, а 32. 

• Эффективность операторного формализма тензоров N и γ  проиллюстри-
рована на примере решения задачи отражения и преломления света на границе 
двух поглощающих гироанизотропных магнитоупорядоченных кристаллов. 
Предложена итерационная методика расчета тензора N, обладающая обязатель-
ной очень быстрой сходимостью порядка 4α , где α  – анизотропия. 

• С помощью 4-вектора показателей преломления N установлена структура, 
произведена параметризация, найдены ограничения и взаимосвязь между диф-
ференциальными и интегральными матрицами Джонса и Мюллера для различ-
ных линейных кристаллических систем. На этой основе заново произведена 
классификация оптических явлений в безграничных кристаллах и показана 
ошибочность ряда классических представлений Джонса и некоторых других ав-
торов об условиях анизотропии, гиротропии, двупреломлення, дихроизма и про-
зрачности кристаллических сред. 

• Установлена структура, найдены ограничения и произведена параметри-
зация матриц Мюллера М произвольных линейных оптических систем. Показа-
но, что в общем случае эти матрицы параметризуются с помощью 16 парамет-
ров, в частных случаях их число уменьшается до 15, 12 или 7. Последний 
вариант соответствует недеполяризующим оптическим средам. Показано, что 
девять ограничений-неравенств Клоуда на компоненты матриц М физически 
реализуемых оптических объектов можно свести к трем явным неравенствам. 
Предложенная на этой основе методика поляризационной фильтрации оптиче-
ского сигнала является наиболее радикальной при обработке эксперименталь-
ных данных и, наряду с другими, может успешно использоваться. 

• Для кристаллов ферритов-гранатов изучена деформация оптической ин-
дикатрисы для произвольных направлений n. Показано, что эти кристаллы мо-
гут оставаться одноосными при любой ориентации магнитного момента в плос-
костях симметрии, что подтверждается анализом экспериментальных данных. 

• Для более полного и точного симметрийного описания многоподрешеточ-
ных магнетиков (коллинеарных в обменном приближении) дополнительно вве-
дены явно 2 новые симметрийные антиоперации обмена подрешетками 1(–) и 
1(*). Выяснено, что группы симметрии многоподрешеточных магнетиков и тен-
зоров в них естественно классифицируются по неприводимым представлениям 
абелевой группы кратной антисимметрии 16 порядка. На этой основе предложе-
на методика нахождения вида матриц (правил отбора) для тензоров оптических 
и других макроскопических свойств исследуемых кристаллов путем несложной 
редукции этих задач к уже решенным соответствующим задачам немагнитных 
сред. 

• Для тензоров нелинейных оптических восприимчивостей в магнитоупоря-
доченных поглощающих кристаллах с частотной и пространственной дисперси-
ей предложены частотно-перестановочные соотношения, которые характеризу-
ют их симметрийные свойства и являются обобщением линейного принципа 
Онзагера на нелинейные оптические явления: 
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 У тензоров Фурье-компонент нелинейных оптических воспрнимчивостей 
в анизотропных поглощающих магнитоупорядоченных средах с частотной и 
пространственной дисперсией можно одновременно переставлять декартовы 
индексы и соответствующие им частоты. При перестановке же индекса, соот-
ветствующего результирующей частоте, следует дополнительно менять знак 
магнитной структуры и знаки частот и поглощения при непереставляемых ин-
дексах тензора на противоположные. 

• Показано, что из найденных частотно-перестановочных соотношений сле-
дуют, как частные случаи, известные ранее результаты для частично-
диссипативных и прозрачных магнитных и немагнитных сред. Отмечено также, 
что правило Клейнмана не может выполняться в гиротропных средах. 

• На основе подхода магнитной симметрии предложены возможности на-
блюдения и изучения новых магнитооптических явлений – магнитогирации и 
четного эффекта Фарадея, не имеющих аналогов в оптике немагнитных сред. 

• Показано, что только в пьезомагнетиках 66 классов возможно невзаимное 
вращение плoскости поляризации, пропорциональное квадрату магнитного поля 
– четный эффект Фарадея. Установлена его симметрия и предложены схемы, где 
это явление проявляется в "чистом" виде. Нами было предсказано также, что 
четный эффект Фарадея может быть использован для изучения и визуализации 
антиферромагнитной доменной магнитной структуры. Позже это явление и со-
ответствующие доменные структуры затем визуально наблюдались и исследо-
вались экспериментально в кристаллах CoF2, FeF2, Ca-Mn-Ge граната и др.  

• Сформулированы условия существования и наблюдения нового магнито-
оптического эффекта обратимого вращения плоскости поляризации, пропор-
ционального магнитному полю – магнитогирации. Показано, что последняя  
возможна только в кристаллах 66 определенных магнитных классов. Выяснено, 
что проще всего исследовать спонтанную магнитогирацию при переключении 
доменной структуры магнитоэлектриков внешними воздействиями. 

• Установлено, что каждому магнитооптическому  явлению, линейному по 
внешнему магнитному полю Н° , соответствует термодинамически обратное яв-
ление намагничивания вещества светом, что позволяет оценить их величины. 
Предсказаны два новых фотомагнитных эффекта намагничивания кристаллов 
линейно поляризованным излучением, термодинамически обратные относи-
тельно известных явлений – линейного магнитооптического эффекта и магнито-
пространственной дисперсии, и возможные в пьезомагнитных либо нецентро-
симметричных средах соответственно. Первое из них затем экспериментально 
исследовалось. Показано также, что в энантиоморфных средах любые процессы, 
неинвариантные относительно обращения времени (диссипация энергии, про-
цессы переноса массы, тепла, заряда и т.д.) могут приводить к намагничиванию 
последних. 

• Обсуждены условия наблюдения и переключения доменной структуры в 
антиферромагнитном Са-Мn-Gе гранате с учетом возможных линейных и квад-
ратичных по внешнему магнитному полю эффектов Н° . Показано, что новые 
магнитооптические явления (линейный магнитооптический эффект и четный 
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эффект Фарадея) позволяют визуализировать антиферромагнитную доменную 
структуру и различать все четыре типа z-доменов. 

• Исследовано влияние магнитного упорядочения и магнитного поля на ге-
нерацию второй оптической гармоники. Показано, что в магнетиках, обладаю-
щих центром антиинверсии, вторая гармоника симметрийно разрешена. В част-
ности, было предсказано, что при магнитном фазовом  переходе в феррите 
висмута генерация второй гармоники вдоль главной оси кристалла должна уси-
ливаться как за счет возникновения магнитной структуры, так и за счет внешне-
го магнитного поля. И действительно, позже эти явления экспериментально на-
блюдались в отраженном свете в этом же кристалле. 

• Показано, что в сегнетомагнитных кристаллах Ni-I борацита, изменяя по-
ляризацию излучения, а также переориентируя доменную структуру в образцах 
внешними воздействиями, можно добиться  изменения интенсивности второй 
гармоники в отраженном свете на десятки процентов, что позволяет разделить 
вклады  в это явление от электрической и магнитной структур и измерить соот-
ветствующие магнитооптические коэффициенты. 

• Найдено, что матрицы Джонса и Мюллера для плоскопараллельной кри-
сталлической пластинки можно получить из соответствующих матриц для неог-
раниченных сред путем простой перенормировки амплитудных коэффициентов 
отражения и пропускания собственных волн. Получены и исследованы также 
азимутальные зависимости для поляризационных характеристик света после 
взаимодействия его с пластинкой. 

• Установлено, что для измерений оптических параметров гироанизотроп-
ных сред в принципе достаточно использовать полученные азимутальные зави-
симости поляризационных характеристик света, прошедшего или отраженного 
от кристалла. Показано, что измеряя интенсивность света, прошедшего через 
кристаллическую пластинку, помещенную между вращающимися эллиптиче-
скими поляризатором и анализатором, можно, вообще говоря, вычислить все 
компоненты матрицы Мюллера. Предлагаемая схема обобщает схему Аззама, 
которая позволяет измерить только 9 из 16 компонент. 

•  Предложена принципиальная схема измерения всех 9 комплексных пара-
метров тензора ε -1 поглощающих магнитоупорядоченных кристаллов, не тре-
бующая предварительной ориентации образца. Она сводится к измерению мат-
риц Джонса нормального отражения в воздухе и иммерсии от минимум трех 
произвольных некомпланарных отражающих плоскостей кристалла с помощью 
техники отражательной фотометрической эллипсометрии. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

МАТРИЦЫ ПСЕВДОТЕНЗОРОВ ЧЕТВЕРТОГО РАНГА, 
СИММЕТРИЧНЫХ ПО ДВУМ ИНДЕКСАМ 

(справочное) 
 
 

Приведены матрицы псевдотензоров 4 ранга, симметричных по паре ин-
дексов (α( i , j)rs=α ( j , i)rs) для точечных классов немагнитных групп.  В ос-
тальных классах все компоненты  тождественно равны нулю.  Для  
удобства матрицы некоторых классов приведены для различных ори-
ентаций  координатных осей.  В скобках указаны  также общее  число  
ненулевых компонент и число независимых инвариантов.  
 Переход  от тензорных α( i , j)rs  (i,j,r,s=1,2,3,4) обозначений к со-
кращенным  матричным  αρ ,μ осуществляется  по  следующим правилам.  
Пара индексов rs  заменяется  одним индексом μ по рецепту: 11→1, 
22→2, 33→3, 23→4, 13→5, 12→6,  32→7, 31→8, 21→9. Сокращения  
же пар симметричных индексов (i,j)→ρ стандартные : 11→1, 22→2,  
33→3, 23→4, 32→4, 13→5, 31→5, 12→6, 21→6. 
 Вместо компонент αρμ выписаны просто их индексы ρμ.  
Для компактности используются  также следующие сокращения :  
66*= (11-12)/2; 61*= (26-16) /2 .  
 
                   1. 1C1 =    (84; 54)                               2. z2 2C =    (41; 28) 
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                  3. zs mC =    (40; 26)                             4. 222D2 =    (21; 15) 
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    5. mm2C z2v =    (20; 13)               5a. mm2C y2v =    (20; 13) 
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                 6. 4C4 =    (39; 14)                             7. z4 4S =    (40; 14) 
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                  8. 422D4 =    (21; 8)                         9. 4mmC4v =    (18; 6) 
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              10. dx2d m24D =    (20; 7)                  10a. x2d 2m4D =    (20; 7) 
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                11. 3C3 =    (71; 18)                              12. 232D y3 =    (37; 10) 
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              12a. 232D x3 =    (37; 10)                        13. m3mC y3v =    (34; 8) 

    

























−

−−

6617066140000
4147041440000
0047004404141
000000333131
00170014131112
00170014131211

        



























−
−−

−
−
−−−
−

0170014006161
4104841045000
0480045004141

36003600000
16017014000

01716014000

**

26
26

 

 
 
               13a. x3v 3mC =    (34; 8)                  14. 6C6 =    (39; 12)  

     



























−
−

−−
−
−
−−−

0028002506161
0057005404646

4657046540000
36003600000
1628026250000
2628016250000

**

         



























−
−−

−
−
−

**** 6600660006161
0474804445000
0484704544000

36003600333131
16002600131112
26001600131211

 

 
 
              15. 6C3h =    (32; 6)                                  16. 622D6 =    (21; 7) 

      

























−−
−

−−−

−−−−

0171801415000
4100410005151
5100510004141
000000000
0181701514000
0181701514000

         



























** 66006600000
04700440000
00470044000
000000333131
000000131112
000000131211
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               17. 6mmC v6 =    (18; 5)                     18. x3h 2m6D =    (16; 3) 

      



























−
−−

−
−
−

00000006161
00480045000
04800450000

36003600000
16002600000
26001600000

**

          

























−

−−

00670064000
00000005252

52005200000
000000000
06700640000
06700640000

 

 
 
            18a. m26D x3h =    (16; 3)           19. 23T =    (21; 5) 

      

























−

−

01700140000
41004100000
00000004141
000000000
00140014000
00170014000

          

























47004400000
04400470000
00470044000
000000112131
000000311121
000000213111

 

 
 
                20. 432O =    (21; 3)                            21. 3m4Td =    (18; 2) 

     

























44004400000
04400440000
00440044000
000000112121
000000211121
000000212111

          

























−
−

−
−

−
−

44004400000
04400440000
00440044000
00000002121
00000021021
00000021210
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 
МАТРИЦЫ ПСЕВДОТЕНЗОРОВ 

ЧЕТВЕРТОГО РАНГА ОБЩЕГО ВИДА 
(справочное) 

 
 

В матрицах приняты следующие сокращения пар индексов: 11→1,  
22→2,  33→3, 23→4, 13→5, 12→6,  32→7, 31→8,  21→9. Вместо  ком-
понент  αρμ выписаны их индексы ρμ,  каждое из  которых принимает  
значения 1, 2,…, 9. Для компактности используются также сокраще-
ния : 11*= 21+ 69+ 99;  61*= 26+ 62+ 92. 
 
 
 
             1. 1C1 =    (81; 81)                                   2. z2 2C =    (41; 41) 



































999897969594939291
898887868584838281
797877767574737271
696867666564636261
595857565554535251
494847464544434241
393837363534333231
292827262524232221
191817161514131211

          



































99009600939291
0888708584000
0787707574000

69006600636261
0585705554000
0484704544000

39003600333231
29002600232221
19001600131211

 

 
 
               3. zs mC =    (40; 40)                              4. 222D2 =    (21; 21) 



































0989709594000
89008600838281
79007600737271
0686706564000

59005600535251
49004600434241
0383703534000
0282702524000
0181701514000

          



































99009600000
08800850000
00770074000

69006600000
05800550000
00470044000
000000333231
000000232221
000000131211
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            5. z2v mm2C =    (20; 20)                             6. 4C4 =    (41; 21) 



































000000939291
00870084000
07800750000
000000636261
00570054000
04800450000

39003600000
29002600000
19001600000

         



































−−
−−

−
−−

−
−
−

66006900636191
0777807475000
0787707574000

69006600639161
0474804445000
0484704544000

36003600333131
16002600131112
26001600131211

 

 
 
                 7. 4S4 =    (40; 20)                                 8. 422D4 =    (20; 11) 



































−−
−−

−−

−
−−−

66006900636162
0777807475000
0787707574000

69006600636261
0474804445000
0484704544000

3600360003131
16001900131112
19001600131211

          



































66006900000
07700740000
00770074000

69006600000
04700440000
00470044000
000000333131
000000131112
000000131211

 

 
 
               9. 4mmC4v =    (20; 10)                      10. m24D x2d =    (20; 10) 



































−−−
−−

−−

−
−−

000000636162
00780075000
07800750000
000000636261
00480045000
04800450000

36003600000
16001900000
19001600000

          



































−
−−

−
−−

−
−−−

99006900000
07700740000
00770074000

69009900000
04700440000
00470044000
00000003131
000000131113
000000131211
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               11. 3C3 =    (73; 27)                             12. y3 32D =    (37; 14) 



































−−
−−−

−
−

−−
−−

−
−−−−

−−
∗∗

∗∗

661728691425636191
71777871747508282
82787782757407171
691728661425639161
41474841445405252
52484752544404141
36003600333131
162817192514131112
192817162514131211

         



































−

−

−−

6602869025000
0770074007676

7607776074000
6902866025000
0470044004646

4604746044000
000000333131
02800250131112
02800250131211

*

*

 

 
 
              12a. x3 32D =    (37; 14)                         13. y3v 3mC =    (36; 13) 



































−

−

−−

6617069140000
7177071740000
0077007407171

6917066140000
4147041440000
0047004404141
000000333131
00170014131112
00170014131211

*

*

         



































−−
−−

−
−

−−
−

−
−−−
−

01700140636181
7107871075000
0780075007171
01700140638161

4104841045000
0480045004141

36003600000
1601727014000
2701716014000

*

*

 

 
              13a. y3v 3mC =    (36; 13)                          14. 6C6 =   (41; 19) 



































−−−
−

−−

−
−−

−
−−

−−

00280025636162
00878708407676

7687076840000
00280025636261
0057005404646

4657046540000
36003600000
1628019250000
1928016250000

*

*

         



































−−
−−

−
−−

−
−
−

66006900636181
0777807475000
0787707574000

69006600638161
0474804445000
0484704544000

36003600333131
16002600131112
26001600131211

**

**
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               15. 6C3h =    (32; 8)                             16. 622D6 =    (21; 10) 



































−
−

−
−

−−
−−

0172801425000
7100710008282
8200820007171
0172802425000

4100410004646
4600460004141
000000000
0281702514000
0281702514000

         



































66006900000
07700740000
00770074000

69006600000
04700440000
00470044000
000000333131
000000131112
000000131211

*

*

 

 
 
             17. 6mmC6v =    (20; 9)                            18. m26D y3h =    (16; 4) 



































−−−

−−

−−
−
−−

000000636162
00870084000
08700840000
000000636261
00570054000
05700540000

36003600000
16001900000
19001600000

*

*

         



































−

−

−−

00280025000
00000007676

76007600000
00280025000
00000005252

52005200000
000000000
02800250000
02800250000

 

 
 
            18a. m26D x3h =    (16; 4)                            19. 23T =    (21; 7) 



































−

−

−−

01700140000
71007100000
00000007171
01700140000

41004100000
00000004141
000000000
00170014000
00170014000

         



































55005800000
04400470000
00550058000

47004400000
05800550000
00470044000
000000112112
000000121121
000000211211
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               20. 432O =    (21; 4)                              21. 3m4Td =    (18; 3) 



































44004700000
04400470000
00440047000

47004400000
04700440000
00470044000
000000111212
000000121112
000000121211

         



































−
−

−
−

−
−

−
−

−

55004700000
05500470000
00550047000

47005500000
04700550000
00470055000
00000001212
00000012012
00000012120
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