1.2 Материалы для обеспечения самостоятельной учебной работы студентов по дисциплине «Методы решения задач моделирования в технике»
Тема: СЕТОЧНЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ РЕШЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
В данном материале рассматриваются ряд методов решений многомерных задач: метод наименьших квадратов, метод сеток. Их можно объединить как сеточные методы (есть сетка с узловыми точками). Если в методе колакаций и методе наименьшего квадрата решения краевых задач строится путём точного удовлетворения ОДУ-ий в узловых точках, то в методе сеток само же ДУ заменяется конечно-разностным уравнением, которое содержит в качестве неизвестное значение ср-ции в узловых точках. Все эти методы приводят нас к САУ.

7.1 Метод сеток (метод конечных разностей)

Метод сеток в связи с применением в современных ЭВМ широко используется при расчётах конструкций. Так, например, мы будем изучать работу для расчёта дисковых тормозов в авто. Нужно решить уравнение теплопроводности методом сеток. 

Интерполирующие полиномы для функций одной переменной.

При решении гран. задач получаем ДУ, и для упрощения решения ДУ заменяем конечными разностями. Интерполирующий полином описывает аналитическим выражением некоторую функцию по его значению независимой переменной, например, х. Пусть х 
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, тогда нам понадобятся интерполирующие полиномы.

Пусть задано произвольное значение точек а: 
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. Построим разностные соотношения:
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(1)

Выражение (1) называют разностным соотношением первого порядка. Далее мы образуем разностные соотношения второго порядка:
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(2)

Затем можем образовать разностные уравнения третьего порядка:
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(3)

Эти разностные формулы необходимы при создании алгоритма расчёта конструкции. Если мы имеем равноотстоящие значения аргумента а:
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тогда образуем следующие точки, и выражение для разностных формул запишется в следующем виде:
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1-го порядка
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и т.д.
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и т.д.

2-го порядка
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4-го порядка

где
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(4)

Эти решения называют правыми разностями. Используя эти разности соотношения можно получить выражение для интерполирующего полинома Ньютона степени n.
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(5)

Формула Ньютона для интерполирования вперёд.

Эта формула Ньютона (5) определяет функцию f по заданным её значениям для следующих равноотносящихся значений аргумента
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. Аналогично, можно, как и формулу (5) записать формулу Ньютона для интерполирования назад. Здесь 
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(6)

Эта формула определяет интерполирование функции 
[image: image17.wmf](
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 по заданным значениям аргумента 
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Кроме этих формул существуют другие формулы, например формула Стирлинга: 
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(7)

Формула(7) служит для определения функции 
[image: image20.wmf](
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 по заданным значениям равностоящих точек аргумента 
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Формулы для определения производных.

Формулы для определения производных в узловой технике по значению функции расположены справа, т.е. в положительном направлении 
[image: image22.wmf].
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(8)

Эти производные называют правыми.

Формулы для определения производных в узлах интерполяции слева.
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(9)

Аналогично, только 
[image: image25.wmf].
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Для нахождения в (9) конечных разностей можно получить следующие формулы:
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Эти производные называются левыми.

Кроме того, ещё при расчётах используют формулы для интерполяции в точках симметричных от узла.
Тема: РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА МЕТОДОМ СЕТОК

1 Решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа методом сетокРешение краевой задачи для линейного дифференциального уравнения второго порядка методом прогонки

В данной лабораторной работе методом сеток требуется решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа в прямоугольной области. Эта задача ставится следующим образом.

Найти непрерывную функцию u(x,y), удовлетворяющую внутри прямоугольной области 
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и принимающую на границе области 
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 заданные значения, т.е.
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где f1, f2, f3, f4 – заданные функции.


Будем считать, что u(x,y) непрерывна на области 
[image: image35.wmf]W

, т.е. f1(0)= f3(0), f1(b)= f4(0), f2(0)= f3(a), f2(b)= f4(a). Выберем шаги h, l по x и y  соответственно, строим сетку xi=ih, i=0, 1,..., n, yj=jl, j=0, 1,..., m, где xn=nh=a, ym=ml=b.

Вводя обозначения uij=u(xi, yj), аппроксимируем частные производные 
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 в каждом внутреннем узле сетки центральными разностными производными второго порядка
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[image: image39.wmf]
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и заменим уравнение Лапласа конечно-разностным уравнением
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(1)

i=1,...,n-1, j=1,..., m-1.

Погрешность аппроксимации дифференциального уравнения разностным составляет величину O(h2+l2).

Уравнения (1) вместе со значениями uij в граничных узлах образуют систему линейных алгебраических уравнений относительно приближенных значений функции u(x,y) в узлах сетки (xi; yi). Наиболее простой вид примет система при l=h:
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(2)


[image: image43.wmf].
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При получении сеточных уравнений (2) была использована следующая схема узлов:

[image: image44.wmf]
Набор узлов, используемых для аппроксимации уравнения в точке, называются шаблоном. В данной работе используется шаблон типа “крест”. 

Численное решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в прямоугольнике состоит в нахождении приближенных значений искомой функции u(x,y) во внутренних узлах сетки. Для  определения величин uij требуется решить систему линейных алгебраических уравнений (2).

В данной лабораторной работе  система (2) решается итерационным методом Гаусса-Зейделя, который состоит в построении последовательности  итераций вида 
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верхним индексом s обозначен номер итерации. При 
[image: image46.wmf]¥
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 последовательность u(s)ij сходится к точному решению системы (2). В качестве окончания итерационного процесса можно принять
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Таким образом, погрешность приближенного решения, полученного методом сеток, складывается из двух погрешностей: погрешности аппроксимации дифференциального уравнения разностным; погрешности, возникающей в результате приближенного решения системы разностных уравнений (2).

Известно, что описанная разностная схема обладает свойствами устойчивости и сходимости. Устойчивость схемы означает, что малые изменения в начальных данных приводят к малым изменениям решения разностной схемы. Сходимость схемы означает, что при стремлении шага сетки к нулю (
[image: image48.wmf]0
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) решение разностной задачи стремится в некотором смысле к решению исходной задачи. Таким образом, выбрав достаточно малый шаг h, можно как угодно точно решить исходную задачу.
2 Решение смешанной задачи для уравнения гиперболического типа методом сеток

Рассмотрим смешанную задачу для однородного уравнения колебаний струны. Задача состоит в отыскании функции [image: image49.wmf])
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начальным условиям 
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и краевым условиям
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Так как замена переменных [image: image53.wmf]ct
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 приводит уравнение (1) к виду
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то в дальнейшем будем считать [image: image55.wmf]1
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Для построения разностной схемы решения задачи (1)-(3) построим в области[image: image56.wmf](
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 и аппроксимируем уравнение (1) в каждом внутреннем узле сетки на шаблоне типа «крест» (рис. 1).

Используя для аппроксимации частных производных центральные разностные производные, получаем следующую разностную аппроксимацию уравнения (1):

[image: image59.wmf].
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Здесь [image: image60.wmf]j

i

u

,

 -- приближенное значение функции [image: image61.wmf](
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Пологая [image: image63.wmf]h
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, получаем трёхслойную разностную схему
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Для простоты в данной лабораторной работе заданы нулевые граничные 

условия, т.е. [image: image65.wmf](
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. Схема (5) называется трёхслойной потому, что функции [image: image68.wmf](
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 через значения [image: image71.wmf]u

 с предыдущих двух слоёв.

Численное решение задачи состоит в вычислении приближённых значений [image: image72.wmf]j
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 Алгоритм решения основан на том, что решение на каждом следующем слое ([image: image75.wmf]n

j

,...,

3

,

2

,

1

=

) можно получить пересчётом решений с двух предыдущих слоёв ([image: image76.wmf]1

,...,

3

,

2

,

1

,

0

-

=

n

j

) по формуле (5). На нулевом временном слое ([image: image77.wmf]0
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Для вычисления решения на первом слое ([image: image79.wmf]1
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) в данной лабораторной работе принят простейший способ, состоящий в том, что если сложить
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то [image: image81.wmf](
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 Теперь для вычисления решения на следующих слоях можно применить формулу (5). Решение на каждом следующем слое получается пересчётом решений с двух предыдущих слоёв по формуле (5).

Описанная выше схема аппроксимирует задачу (1) – (3) с точностью [image: image82.wmf](

)

2

h

+

O

t

. Невысокий порядок аппроксимации по [image: image83.wmf]t

 объясняется использованием  слишком грубой аппроксимации для производной по [image: image84.wmf]t

 в формуле (6).

Схема устойчива, если выполнено условие Куранта [image: image85.wmf]h
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. Это означает, что малые погрешности, возникающие, например, при вычислении решения на первом слое, не будут неограниченно возрастать при переходе к каждому новому временному слою.  При выполнении условий Куранта схема обладает равномерной сходимостью, т.е. при [image: image86.wmf]0
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 решение разностной задачи равномерно стремится к решению сходной смешанной задачи (1) – (3).

Недостаток схемы в том, что как только выбрана величина шага сетки [image: image87.wmf]h

 в направлении [image: image88.wmf]x

, появляется ограничение на величину шага по переменной [image: image89.wmf]t

. Если необходимо произвести вычисления для большого значения величины [image: image90.wmf]T

, то может потребоваться большое количество шагов по переменной [image: image91.wmf]t

. Указанный недостаток характерен для всех явных разностных схем.
Тема: РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА МЕТОДОМ СЕТОК. 
Рассмотрим смешанную задачу для однородного уравнения теплопроводности. Задача состоит в отыскании функции 
[image: image92.wmf](
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начальному условию
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и краевым условиям первого рода
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К задаче (1)-(3) приводит, в частности, задача о распространении тепла в однородном стержне длины 
[image: image97.wmf]a

, на концах которого поддерживается заданный температурный режим. Краевые условия второго и третьего рода в данной лабораторной работе не рассматриваются. Замена переменных 
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поэтому в дальнейшем будем считать 
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Построим в области 
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 равномерную сетку с шагом 
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 в направлении 
[image: image103.wmf]x

 и шагом 
[image: image104.wmf]t

 — в направлении 
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 (рис. 1). Обозначим узлы сетки через 
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Аппроксимируем уравнение (1) на четырехточечном шаблоне, который изображён на рис. 1 жирными линиями. В результате получаем неявную двухслойную разностную схему:
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(4)

которая аппроксимирует уравнение (1) с погрешностью 
[image: image113.wmf](
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Схема (4) аппроксимирует уравнение (1) только во внутренних узлах сетки, поэтому число уравнений в схеме (4) меньше числа неизвестных 
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. Недостающие уравнения получают из краевых условий
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Схема (4)-(5) неявная, поэтому значения 
[image: image117.wmf]ij
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 находят как решение системы линейных уравнений (4). Для решения системы (4) можно применять любой алгоритм решения систем линейных уравнений, однако система (4) обладает трёхдиагональной матрицей и рациональнее всего решать её методом прогонки. Таким образом, решив систему разностных уравнений, найдём значения функции 
[image: image118.wmf]u

 на временном слое 
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, если известно решение на временном слое 
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Итак, алгоритм численного решения задачи имеет следующий вид. На нулевом временном слое 
[image: image121.wmf](

)

0

j

=

 решение известно из начального условия 
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. На каждом следующем слое искомая функция определяется как решение системы (4)-(5).

Замечательным свойством неявной схемы (4) является её устойчивость при любых значениях параметра 
[image: image123.wmf]2
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. Преимущества схемы (4) особенно ощутимы при сравнении с явной схемой, которая получается при аппроксимации уравнения (1) на шаблоне, изображённом на рисунке 2.

Явная схема оказывается устойчивой только при 
[image: image124.wmf]12
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. Это означает, что вычисления по явной схеме придётся вести с очень малым шагом по 
[image: image126.wmf]t

, что конечно может привести к большим затратам машинного времени. В неявной схеме вычисления на одном шаге требуют больше операций, чем в явной схеме, но зато величину шага 
[image: image127.wmf]t

 можно выбрать как угодно большой без риска нарушить устойчивость схемы. Всё это позволяет значительно уменьшить машинное время, необходимое для решения задачи. Схема (4) обладает сходимостью. Это означает, что при 
[image: image128.wmf]h
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 решение разностной задачи (4)-(5) стремится к точному решению смешанной задачи (1)-(3).
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