1. Теоретический раздел

1.1 Перечень теоретического материала по дисциплине специализации «Вычислительная геометрия и геометрическое моделирование»
Тема 1.  Системы компьютерной математики 

1.1 Обзор пакетов прикладных программ

Символьные и численные вычисления. Обзор программ символьных и численных вычислений: Mathematica, Matlab, MathCad, Maple. Особенности символьных и численных вычислений.
1.2 Основы работы в Maple
Алфавит языка и его синтаксис. Типы данных. Операторы и операнды. Типовые средства программирования.  Операции и функции математического анализа. Решение нелинейных уравнений и неравенств. Решение задач линейной алгебры. Построение графиков функции.
Тема 2. Моделирование объектов дифференциальной геометрии
2.1 Кривые на плоскости и в пространстве


Визуализация кривых. Дифференциальные инварианты кривой. Восстановление кривой по её натуральным уравнениям.
Тема 2.2 Поверхности
Визуализация поверхностей. Нахождение первой и второй квадратичных форм поверхности, нормальной и главной кривизны, их главных направлений.

Тема 3 Сплайны и кривые Безье 
3.1 Сплайны

Примеры сплайнов. Построение сплайнов Эрмита. Псевдоупругие сплайны Эрмита. Кубические сплайны. Сплайн Лагранжа. Сплайн Ньютона.

3.2 Кривые Безье

Алгоритм де Кастелье. Операторная форма кривой Безье. Деление кривой Безье на две кривые Безье того же порядка. Увеличение числа опорных точек для изменения формы кривой Безье. Деление рациональной кривой Безье.  Функции Бернштейна, алгоритм Де Кастелье, геометрический смысл алгоритма Де Кастелье. Представление конических сечений кривыми Безье. Рациональные кривые Безье, обобщение рациональных кривых. 

Тема 4 Поверхности в компьютерной геометрии

Компьютерное изображение поверхностей. Аналитические поверхности. Поверхности, определяемые матрицами опорных точек и весов. Поверхности Безье. Геометрический смысл поверхности Безье. Деление поверхности Безье. Поверхности, построенные по каркасу из кривых. Способы построения поверхностей
1.2 Материалы для обеспечения самостоятельной работы студента
Вычислительная геометрия

Геометрия – область математики, известная каждому школьнику. Геометрические задачи довольно часто встречаются на олимпиадах по программированию: обычно, одну такую задачку организаторы олимпиад обязательно включают в набор для разнообразия. Однако, ошибочно считать, что в таких задачах используется исключительно школьная база знаний предмета «Геометрия» и программная реализация должна быть несложной. 

Как правило, геометрические задачи подразумевают работу со следующими графическими объектами: точки, прямые, отрезки, вектора, отрезки, многоугольники и окружности. Для многих вычислений используются тригонометрические функции, встроенные в языки программирования, в которых углы обычно задаются в радианах. Так же следует отметить, что часто сложности при программировании возникают с неверным выбором типов данных и погрешностями. 

Приведем перечень несложных программных элементов, которые наиболее часто используются при реализации геометрических задач: 

· построение прямой по двум точкам

· построение точки пересечения двух прямых

· построение прямой, перпендикулярной (параллельной) данной, и проходящей через заданную точку

· проверка принадлежности точки отрезку

· проверка принадлежности точки многоугольнику

· вычисление площади треугольника

· вычисление площади многоугольника

· построение выпуклой оболочки

· вычисление угла между векторами

· вычисление скалярного, векторного и смешанного произведений

· сложение и вычитание векторов, умножение вектора на число

· вычисление полярного угла точки

· построение точек пересечения двух окружностей

Построение графиков функции в Maple

Maple реализует разнообразные варианты математических графиков. Строятся как графики простых функций в декартовой и полярной системах координат, так и графики, показывающие реалистические образы сложных, пересекающихся в пространстве фигур с их функциональной окраской. Возможны наглядные графические иллюстрации решений самых разнообразных уравнений, включая системы дифференциальных уравнений.

В ядро Maple встроено ограниченное число функций построения графиков. Это прежде всего функция для построения двумерных графиков plot и функция для построения трехмерных графиков plot3d. Они позволяют строить графики наиболее распространённых типов. Для построения специальных графиков (например, векторных полей градиентов, решения дифференциальных уравнений, построения фазовых портретов и т.д.) в пакеты системы Maple включен большое число различных графиков функций. Для их вызова необходимы соответствующие указания.

Основная функция построения двумерных графиков (plot)
В математике широко используются зависимости зависимости вида 
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  или 
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. Их графики строятся на плоскости в виде ряда точек 
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, обычно соединяя отрезками прямых. Т.о., используется кусочно-линейная интерполяция двумерных графиков. Если число точек графика достаточно велико, то приближунность построения не очень заметеа.

Для построения двумерных графиков служит функция. Она задаётся в виде:

> Plot(f,h,v);

> Plot(f,h,v,o);

где f – визуализируемая функция (или функции), h – переменная с указанием области её изменения, v – необязательная переменная с указанием области её изменения, o – параметр или набор параметров, задающих стиль построения графика ( толщину и цвет кривых, тип кривых, метки на них и т. д.).

Самыми простыми формами задания функции являются следующие:

> Plot(f,xmin..xmax); – построение графика функции 
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, заданной только своим именем;

> Plot(f(x),x=xmin..xmax); – построение графика функции 
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Диапазон изменения независимой переменной 
[image: image6.wmf]x

 задается как xmin..xmax, где xmin, xmax – минимальное и макисмальное значение 
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. Две точки – составной символ, указывающий на изменения независимой переменной. 

Помимо построения самой кривой 
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 необходимо задать ряд других свойств графиков, например вывод координатных осей, тип и цвет линий графика и др.

Для двумерной графики возможны следующие параметры:

· adaptive – включение адаптивного алгоритма построения графиков;

· axes – вывод различных типов координат (axes=NORMAL – обычные оси, выводятся по умолчанию, axes=BOXES – график заключается в рамку с осями – шкалами, axes=FRAME – оси в виде перекрещивающихся линий, axes=NONE – оси не выводятся);

· axesfont – задание шрифтов для подписи деталей на координатных осях; 

· color – задаёт цвет кривых;
· cords – задание типа координатной системы;

· discont – задаёт построение непрерывного графика
· filled – при filled=true  задаёт окраску цветом, заданным параметром color для области, ограниченной построенной линией и горизонтальной координатной осью 
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;

· font – задание шрифта в виде [семейство, стиль размер];

· labels – задание надписей по координатным осям [X,Y], где X и Y  – надписи по осям 
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и
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графика; 

· labeldirections – задаёт направление надписей по осям [X,Y], где X и Y  могут иметь строковые значения HORISONTAL (горизонтально) и VERTICAL (вертикально);

· labelfont – задаёт тип шрифта подписей

· legend – задаёт вывод легенды
· linestyle – задание стиля линий (1 – сплошная, 2 – точками, 3 – пунктиром и 4 – штрихпунктиром);

· numpoints – задаёт минимальное количество точек на графике (по  умолчанию numpoints=49);

· resolutions – задаёт горизонтальное разрешение устройства вывода ( по умолчанию resolutions=200, параметр используется при отключенном адаптивном методе построения графиков);

· sample – задаёт список параметров для предварительного просмотра кривых; 

· scaling – задаёт масштаб графика: CONSTRAINED (сжатый) или UNCONSTRAINED (несжатый – по умолчанию);

· size – задаёт размер шрифта в пунктах;

· style – задаёт стиль построения графика (POINT  – точечный, LINE – линиями);

· symbol – задаёт вид символа для точек графика (возможны значения BOX  прямоугольник, CROSS – крест, CIRCLE – окружность, POINT – точка,  DIAMOND – ромб);

· symbolsize – установка размеров символов для точек графика (в пунктах, по умолчанию 10);
· title – задаёт построение заголовка графика (title="string”, где string – строка);

· titlefont – определяет шрифт для заголовка;

· thickness – определяет толщину линий графиков (0,1,2,3 значение по умолчанию 0);

· view=[A,B] – определят максимальные и минимальные координаты, в пределах которых график будет отображаться на экране, A=[xmin..xmax]; B=[ymin..ymax] (по умолчанию отображается вся кривая); 

· xtickmarks – задаёт минимальное число отметок по оси 
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;

· ytickmarks – задаёт минимальное число отметок по оси
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.

Специальный параметр adaptive  задаёт работу специального адаптивного алгоритма для построения графиков наилучшего вида. При задании adaptive=false адаптивный алгоритм построения графиков отключается, а при adaptive=true включается (значение по умолчанию)

В Maple параметр cords задаёт 15 типов координатных систем для двумерных графиков. По умолчанию используется прямоугольгая (декартова система координат (cords=сartesian). 

Управление стилем и цветом линий двумерных графиков

Параметр style – позволяет задавать стиль линии (POINT  – график выводится точечный, LINE – график выводится линиями).

Параметр color – позволяет использовать обширный набор цветов линий графиков:

	aquemarine
	black
	blue
	navy
	coral

	cyan
	brown
	gold
	green
	gray

	grey
	khaki
	magenta
	maroon
	orange

	pinc
	plum
	red
	sienna
	tan

	turquoise
	violet
	wheat
	white
	yellow


Средства управления стилем графиков даёт возможность легко выделить различные кривые на одном рисунке, даже если для выделения не используются цвета.

Основные типы двумерных графиков

При построении графика одной функции она записывается в явном виде на месте параметра  
[image: image15.wmf]f

. 

Построение простейших графиков в декартовой системе координат

> plot(sin(x)/x,x=-15..15, color=black);
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>plot(sin(x)^2,x=-5..5,y=0..0.5,color=black,style=point);
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Графики функций с разрывами

Среди аргументов функции plot есть параметр discont. Если задать его значение true, то качество графика улучшится.

> plot(ln(1+tan(x)),x=-11..11,color=black);
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>plot(ln(1+tan(x)),x=-11..11,discont=true,color=black);

[image: image19.png]



Графики нескольких функций на одном рисунке

Важное значение имеет возможность построения на одном рисунке графиков нескольких функций. В простейшем случае для построения таких графиков достаточно перечислить нужные функции и установить для них общие интервалы изменения. 

Построение графиков трёх функций линиями одного типа

>plot([sin(x),sin(x)/x,sin(x^3/100)],x=-10..10, color=black);
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Построение графиков трёх функций линиями трёх цветов и трёх стилей

> plot([sin(x),sin(x)/x,sin(x^3/100)],x=-10..10, color=[black,blue,red],style=[line,line,point]);
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Построение графика функции 
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 (сплошная чёрная линия и её полиномиальной аппроксимации (синие ромбы)

>  f(x) := sin(x)/x;
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> plot([f(x) ,convert(series(f(x),x,15) ,polynom)],x=-10..10,y=-0.3
..1,color=[black,blue] ,style=[line,point]) ;
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> plot([f(x),convert(series(f(x),x,15),polynom)],x=-10..10,y=0.3..1,color=[black,blue],style=[line,point]);
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Построение графиков функций, заданных своими именами

> plot([arctan,sin,cos],color=black,thickness=2);
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Построение графиков функций, заданных процедурами
> w:=proc(x) if sin(x)>0 then sin(x) else -sin(x)fi end;
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> plot(w,-15..15,color=black);
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> z:=proc(x) if x>2 then 6-x else x^2 fi end;
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> plot(z,-2..7,color=black);
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Здесь в функции plot указывается имя процедуры без списка её параметров.

Графики функций, заданных параметрически

В ряде случаев для задания функциональных зависимостей используются заданные параметрически уравнения, например 
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при изменении переменной е в некоторых пределах. Точки 
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 наносятся на график в декартовой системе координат и соединяются отрезками прямых. Для этого используется функция plot в следующей форме.

> plot([f1(t),f2(t),t=tmin..tmax],h,v,p);


Если функции 
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содержат периодические функции (например, тригонометрические), то для получения замкнутых фигур диапазон изменения переменной 
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 обычно задаётся равным 0..2*PI или –PI..PI. К примеру, если задать в качестве функций 
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 функции 
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, то будет получен графику окружности. 

> plot([sin(3*t),cos(5*t),t=0..2*3.14],color=black);
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>plot([cos(x^2),sin(x^3),x=-2..2],-1..1,-1..1,color=blue);
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Задание диапазонов для изменений h v, а также параметров p не обязательно. Но при использовании они позволяют получить вид графика, удовлетворяющий всем требованиям пользователя.

Графики функций в полярной системе координат

Графики в полярной системе координат представляет собой линии, которые описывают радиус-вектор 
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 при изменении угла 
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в определённых пределах – от 
[image: image44.wmf]min

t

 до 
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t

. Построение таких графиков также производится функцией plot, которая записывается в следующем виде.

> plot([r(t),theta(t),t=tmin..tmax],h,v,p,coords=polar);

Здесь существенным моментом является задание полярной системы координат параметром coords=polar. 

>plot([1sin(t),t,t=0..2*3.14],color=black,coords=polar);
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>plot([sin(2*t),cos(3*t),t=0..2*3.14],color=red,coords=polar);

[image: image47.png]



Графики параметрических функций и функций в полярной системе координат отличаются огромным разнообразием.

Построение трёхмерных графиков

Трёхмерными называют графики, отображающие функции двух переменных 
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. Каждая точка 
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 таких графиков является высотой (аппликатой) точки, лежащей в плоскости 
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 и представленной координатами 
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 . Поскольку экран монитора в первом приближении является плоским, то на деле трёхмерные графики представляют собой специальные проекции объёмных объектов.

Для построения графиков трёхмерных плоскостей Maple имеет встроенную в ядро функцию plot3d. Она может использоваться в следующих формах: 

> plot3d(expr1, x=a..b, y=c..d,p);

> plot3d(f,  a..b,  c..d,p);

> plot3d([exprf,exprg,expth], s=a..b, t=c..d,p);

> plot3d([f,g,h],  a..b,  c..d,p);

В двух первых формах plot3d применяется для построения обычного графика одной поверхности, в других формах – для построения графика с параметрической формой задания поверхности. В приведенных формах записи f,g и h  – функции; expr1 – выражение, отражающее зависимость от x и y; exprf,exprg,expth – выражение, задающее поверхность параметрически; s,t,a и b – числовые константы действительного типа; c и d – числовые константы или выражения действительного типа; x,y,s и t – имена независимых переменных; p – управляющие параметры.

Параметры функции plot3d
С помощью параметров p можно в широких пределах управлять видом трёхмерных графиков, выводя или убирая линии каркасной сетки, вводя функциональную окраску поверхностей, меняя угол их обзора и параметры освещения, изменяя вид координатных осей и т.д. Следующие параметры функции plot3d задаются аналогично их заданию для функции plot. 
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Однако функция plot3d имеет ряд дополнительных специфических параметров:

ambientlight=[r,g,b] – задаёт интенсивность красного (r}, зелёного (g), синего (b) цветов подсветки относительных единицах (от 0 до 1);

axes=f – задаёт вид координатных осей (BOXED, NORMAL, FRAME  и NONE по умолчанию NONE);

grid=[m,n] – задаёт число линий каркаса поверхности;

gridstyle=x – задаёт число линий каркаса x ('rectangular' или 'triangular');

labels=[x,y,z] – задаёт надписи по осям (x, y и z – строки, по умолчанию пустые);

light=[phi,theta,r,g,b] – задаёт углы, под которыми расположен источник освещения поверхности и интенсивности соответствующих цветов (r,g и b)

lightmodel=x – задаёт схему освещения (соответственно 'none', 'light1', 'light2', 'light3', 'light4').

orientation=[theta,phi] – задаёт углы ориентации поверхности (по умолчанию 45○);

projection=r – задаёт перспективу при обзоре поверхности (r может быть числом 0 или 1, задающим включение или выключение перспективы, одной из строк 'FISHEYE', 'NORMAL' или 'ORTHOGONAL' (это существует численным значением r, равным 0, 0.5  или 1, причём по умолчанию задано projection= ORTHOGONAL));

shading=s – задаёт направления, по которым меняется цвет функциональной окраски (значения s могут быть XYZ, XY,Z, ZGREYSCALE, ZHUE, NONE);

tickmarks=[l,n,m] – задаёт характер маркировки по осям x, y и z (числа 1, n и m имеют значения не менее 1);

view=zmin..zmax или view=[xmin..xmax,ymin..ymax,zmin..zmax] – задаёт минимальное и максимальные координаты поверхности для её участков.

Построение поверхностей с разными стилями

На рисунках показаны примеры простейших построений графиков трёхмерной поверхности. По умолчанию в Maple строится поверхность с функциональной окраской и стилем style=patch. Функциональная окраска делает рисунки более информативными.

> plot3d(cos(x*y)*sin(x*y),x=-2..2,y=-2..2);
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Параметр style=hidden строит каркасную поверхность с функциональной окраской тонких линий каркаса и удалением невидимых линий. Чтобы график выглядел более чётким
, построение во втором примере задано линиями чёрного цвета с помощью параметра color= black.

> plot3d(sin(x^2+y^2)*x^2,x=-2..2,y=-2..2,style=hidden, color=black);

[image: image53.png]



Цвет трёхмерного графика может задаваться (как и для двумерного) параметром color=c, где с – цвет (оттенки цвета перечислялись ранее). Возможно ещё два алгоритма задания цвета:

HUE – алгоритм с задание цвета в виде color=f(x,y);

RGB – алгоритм с задание цвета в виде color=[exprr,exprg,exprb], где выражения exprr, exprg и exprb задают относительную значимость (от 0 до 1) остальных цветов (красного – exprr, зелёного – exprg  и синего – exprb).

Удачный выбор углов обзора фигуры и применение функциональной окраски позволяет придать построениям трёхмерных фигур весьма эффективный и реалистический вид.

Построение фигур в различных системах координат

Вид графика трёхмерной поверхности существенно зависит от выбора координатной системы. Для задания такой системы координат используется параметр coords=cylindrical.
>plot3d(h^2,a=-3.14..3.14,h=-5..5,coords=cylindrical, style=patch);
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Геометрическое моделирование. Системы координат. 
Аффинные преобразования 
Основные понятия геометрического моделирования

В настоящее время промышленное производство, архитектура и градостроительство, геологические изыскания, управление в самом широком смысле, включая планирование и оценку эффективности боевых действий, и многое другое немыслимо без использования компьютерных технологий.

Любые изделия в процессе производства описываются, прежде всего, геометрическими параметрами, без этого производство невозможно.

Основами для геометрического описания изделий являются: Евклидова геометрия, начертательная геометрия и проекционное черчение, а также аналитическая геометрия.

Традиционный способ геометрического моделирования состоял в применении линейки, циркуля и транспортира на чертёжной доске, объединённых в чертёжный прибор – кульман.

Использование ЭВМ позволило объединить вопросы геометрического моделирования и вычислительной геометрии с использованием векторного (аналитического) описания геометрической информации.

Многократно упростились такие вопросы как построение геометрических элементов, копирование фрагментов, редактирование графической и текстовой информации, штриховка, нанесение размеров, улучшилось качество исполняемых документов.

Важно, что внедрение компьютерного черчения практически не требует изменения традиционного подхода к проектированию.

 Моделирование – один из основных методов познания, который заключается в выделении из сложного явления (объекта) некоторых частей и замещении их другими объектами, более понятными и удобными для описания, объяснения и разработки. 

Модель – реальный физический объект или процесс, теоретическое построение, упорядоченный набор данных, которые отражают некоторые элементы или свойства изучаемого объекта или явления, существенные с точки зрения моделирования. 

Математическая модель – модель объекта, процесса или явления, представляющая собой математические закономерности, с помощью которых описаны основные характеристики моделируемого объекта, процесса или явления. 

Геометрическое моделирование – раздел математического моделирования – позволяет решать разнообразные задачи в двумерном, трехмерном и, в общем случае, в многомерном пространстве. 

Геометрическая модель включает в себя системы уравнений и алгоритмы их реализации. Математической основой построения модели являются уравнения, описывающие форму и движение объектов. Все многообразие геометрических объектов является комбинацией различных примитивов – простейших фигур, которые в свою очередь состоят из графических элементов - точек, линий и поверхностей. 

В настоящее время геометрическое моделирование успешно используется в управлении и других областях человеческой деятельности. Можно выделить две основные области применения геометрического моделирования: проектирование и научные исследования. 

Геометрическое моделирование может использоваться при анализе числовых данных. В таких случаях исходным числовым данным ставится в соответствие некоторая геометрическая интерпретация, которая затем анализируется, а результаты анализа истолковываются в понятиях исходных данных. 

Этапы геометрического моделирования: 

· постановка геометрической задачи, соответствующая исходной прикладной задаче или ее части; 

· разработка геометрического алгоритма решения поставленной задачи; 

· реализация алгоритма при помощи инструментальных средств; 

· анализ и интерпретация полученных результатов. Методы геометрического моделирования: 

· аналитический; 

· графический; 

· графический, с использованием средств машинной графики; 

· графоаналитические методы. 

Графоаналитические методы основываются на разделах вычислительной геометрии, таких как теория R-функций, теория поверхностей Кунса, теория кривых Безье, теория сплайнов и др. Для современных научных исследований характерно использование, наряду с двумерными и трехмерными, многомерных геометрических моделей (физика элементарных частиц, ядерная физика и т.д.). 

Системы координат 

Система координат (СК) – совокупность базисных (линейно независимых) векторов и единиц измерения расстояния вдоль этих векторов  
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. Если базисные вектора нормированы (единичной длины) и взаимно ортогональны, то такая СК называется декартовой (ДСК). 
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Мировая система координат (МСК) – 
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 – содержит точку отсчета (начало координат) и линейно независимый
[image: image58.wmf] базис, благодаря которым становится возможным цифровое описание геометрических свойств любого графического объекта в абсолютных единицах. 

Экранная система координат (ЭСК) – 
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. В ней задается положение проекций геометрических объектов на экране дисплея. Проекция точки в ЭСК имеет координату 
[image: image60.wmf]0

=

э

z

. Тем не менее, не следует отбрасывать эту координату, поскольку МСК и ЭСК часто выбираются совпадающими, а, вектор проекции 
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 может участвовать в преобразованиях, где нужны не две, а три координаты. Система координат сцены (СКС) – 
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– описывает положение всех объектов сцены – некоторой части мирового пространства с собственным началом отсчета и базисом, которые используются для описания положения объектов независимо от МСК. Объектная система координат (ОСК) – 
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– связана с конкретным объектом и совершает с ним все движения в СКС или МСК. Правая ДСК – оси ориентированы так, что вращение ортов происходит в положительном направлении (против часовой стрелки с точки зрения наблюдателя, находящегося на конце третьего свободного орта): Левая ДСК – оси ориентированы так, что вращение ортов происходит в отрицательном направлении. В двумерном пространстве (R2) наиболее распространены декартова СК (x, y) и полярная СК 
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 – радиус-вектор точки, 
[image: image66.wmf]y

 – угол поворота). Соотношение между ДСК и ПСК: В трехмерном пространстве (R3): 

● ортогональная декартова СК 
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● цилиндрическая СК  
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● сферическая СК 
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Соотношение между декартовой СК и цилиндрической СК: Соотношение между декартовой СК и сферической СК: Соотношение между цилиндрической СК и сферической СК: Аффинные преобразования 

Аффинным называется преобразование, обладающее следующими свойствами: 

● любое аффинное преобразование может быть представлено как последовательность операций из числа простейших: сдвиг, растяжение/сжатие, поворот; 

● сохраняются прямые линии, параллельность прямых, отношение длин отрезков, лежащих на одной прямой, и отношение площадей фигур. 

Аффинные преобразования координат на плоскости: 
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– двумерная система координат, 
[image: image71.wmf](
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– координаты старой СК в новой системе координат. Общий вид аффинного преобразования: A, B, C, D, E, F – константы. Обратное преобразование также является аффинным: 

Простейшие аффинные преобразования системы координат. 1. Параллельный сдвиг координат: Обратное преобразование: 2. Растяжение/сжатие осей: Обратное преобразование : Коэффициенты могут быть отрицательными. Например, при kx = -1 получаем зеркальное отображение относительно оси y. 3. Поворот системы координат 
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 на угол α: Обратное преобразование – поворот системы 
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 на угол (-α): Аффинные преобразования объектов на плоскости. 
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 – старые координаты точки, 
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– новые координаты точки. 1. Сдвиг: Обратное преобразование: 2. Масштабирование объекта: Обратное преобразование: 3. Поворот вокруг центра координат: Обратное преобразование: 
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