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��� "  ��� ��$�$ /����� ���$ / � +�B�! *��(� �+ '�0
��(���)� )�6�� (  /�)���� �&� *�('$�� (� �� �!�'�!
*� ���$�B � ��)$!&� ' �*����$��  ��� C *��(� "# ���
����' ) +�)�%# +���+�� /�)��� �B ��� �# !)$�'��( '�0
��(���)�%�

5 ���� &� '�C�� � 6�$%3�" ������� J�*$�)� 	��=�0
���� :G��$ � /�)��( ���� ( '���(���)��":# ' ������+
��  �$�&��� )'� )�6)�'����� ���!$%���� ' �6$�)� ��0
��  '���(���)��"# � ���B� ���!$%���� )'� C *���3�0
)�'��� ��'� 5 /�)���)� # �� �6�6. $ �����+! �!�'�� ��
��) ++��� /��" )$!/�" )C�+� ����!$$ � J�*$�)# *� 0
+�� ' '���(���)���� +����� � ����  �3 6�� ��6$-��0
� "# '�)����$ *$����'���!-  ��- �6 �3 6�� ��6$-��0
� ( ��� )!++����+ K������ 6�$%3�&� / )$� ����' ) 0
+�C K$�+�������C �3 6���

� K��+! B� *�� ��! ' ���' �  ����  '���(���)��"#
��&�� ������$%��� +�)�� '  ))$���'�� (C ��� +�$ 
*����$%��� �����+�# ����)(�)( ��6��� D!�))��� 	����0
��=
  ,�!))� 	����0����� <  +���+ D!�))��� )'(����
*��(� � ��)*����$�� ( D!�))���  *����))� D!�))����

�
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,�!))! *� ���$�B � ��)$!&� )����� ( ����  �3 6��
 # ' /�)���)� # �6�)��'�� � ����&�  � �� �)��'��C
*� �� *�' 8 +����� �� +��%3 C �'������'�

=� -��������
�	� ���	��# <$��!-. " *�� �� ���0
' � ( ����  '���(���)��" )'(��� *��B�� ')�&� )
D����6!�&)��" 3��$�"# �)�6���� ��� + �� (�� 0
+ *���)��' ��$(+ ��� D�J�P�6�3�' 	����0���=#
G�G������' 	���L0����# G���J(*!��' 	����0����# ��0
����� )����$ K����� '��� +����� ��������$%)�'�
*����$%��C �����+ �$( )!++ ����' ) +�C *�� �'�$%��
��)*����$����C )$!/�"��C '�$ / �� J(*!��' )����$
+�.��" +���+�� /�)� " �**���� 8 ���� - C������� 0
)� /�)� C �!��� "# �����' ''�$ *��(� � ��* Q ��*��%
6�� ��*�" �����'�  +����')� C *����))�' ��'��+�B��
*���)��' �% )�6� ���' � � )�'��+����" ��!� �

�� 0�������!� ���	��# <�'��+����" *�� �� ' ���' 0
�  ����  '���(���)��" ��/ ����)( ) !)����'$�� ( ��0
) �+�� � � D��'�� ��6��� ' K��+ ��*��'$��  *� ���0
$�B�� <�1�����3��"�!# ��� ��)!  R�����$-� 5 ���� &�
'�3$� �� &� ��$+�&���'� :9)��'��� *��(� ( ����  '�0
��(���)��":# ' ������" 6�$� *���$�B��� ��) �+�� ��#
*�$!/ '3�( ')��6.�� *� ���� �  ������(  )*�$%�!��0
)( ' ��)��(.�� '��+(� � �����+! +�+���! ���� ( '���0
(���)��" )�$���'���)(  � 6�$%3�&� / )$� )�+�)��(��$%0
��C ��!/��C � )� *$ �� 1� '���(���)���" 6��� *�)���0
��� +���+�� /�)��( )��� )� ��# ���� ( )$!/�"��C *��0
��))�'# ���� (  ����+��  # � ���B� ��� � *� �$�����
�����$� ��� ���� ( ����B��)�  ���� ( +�))�'�&� �60
)$!B '�� (# � ���)�'�(  ���!����( +���+�� ���

�




S �� D��)����)�'� K$�+�������C  )C���'� <�6�� ��
9���) ��$%��( /�)����

� �� ������	
���� ����
�	�
�� ��������

�������� ��
������
	� �	����	

5 $-6�" +���+�� /�)��" � )� *$ ��  +�-�)( *��0
' /��� *��(� (# ������� ��'��+�B�� �*����$ �%
/���� ��!& �� 1�*� +��# ' &��+���  ��� + *��(� (+ 
('$(-�)( ��/��# *�(+�(  *$�)��)�%� 1� ('$(��)(  )�$-0
/�� �+  ���� ( '���(���)��"� 5 ����  '���(���)��"
*��' /��+ *��(� �+# �� �*����$(�+�+ /���� ��!& �# ('0
$(��)( *��(� � ��	��������� 9����������: ��:	�	�
Ω = {ω} 8 ��������&� +��B�)�'�# )�)��(.�&�  � K$�+��0
�����C  )C���' ω� R$�+��������  )C��� )���'��)�'!-�#
��� *��' $�# �� �)�'���� '��+�B��+ �����$�B +�+
���!$%����+ ��������&� )$!/�"��&� K�)*�� +����# C��(
K��  ���6(����$%��� <+�)$ ''������&� *��(� ( +�B��
'�()� �%# ��))+��� '�( ���������� *� +����

-�	��� 1# D!)�% K�)*�� +��� ���$-/���)( ' *��6��0
)�'��  :*��' $%��": +������ 5 K��+ )$!/�� Ω = T��� U
)�)�� �  � �'!C  )C���' ω1 = �, ω2 = �# )���'��)�'!-. C
'�*���� - :&��6�:  :��3� : )���'��)�'�����

-�	��� %# D� *��6��)�'��   &��$%��" ��)� '��0
+�B�� 3�)�% K$�+�������C  )C���'� ω1 8 '�*���� � �0
&� �/��# ω2 8 '�*���� � �0C �/��'#  ����# ω6 8 '�*���0
� � L0� �/��'� 5 K��+ )$!/�� *��)����)�'� K$�+�����0
��C  )C���' Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}� ���6�� �6����0
/��%  )C�� ωi *��)�� i# ��&�� Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}# &�� i
)���'��)�'!�� '�*���� - i �/��'�

5 K��+ K�)*�� +���� +�B�� ''�)� ��!&�� *��0
)����)�'� K$�+�������C  )C���' Ω̃ = {ω1, ω2}# &�� ω1

)���'��)�'!�� '�*���� - /����&� / )$� �/��'# ω2 )�0
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��'��)�'!�� '�*���� - ��/����&� / )$� �/��'� E��)%
 )C��� !B� �� ('$(-�)( �����$�B +�+ # ��*� +��#
 )C�� ω1 ��)�$���'���)( ��  )C��� �#=#L  � *��)����)�'�
Ω� 9����� ' 6�$%3 �)�'� )$!/��' !��6�� ��))+��� '��%
*��)����)�'� Ω# )�)��(.��  � �����$�B +�C  )C���'# �
�� *��)����)�'� Ω̃�

-�	��� 2# D� *��6��)�'��  �'!C :*��' $%��C:
+���� ' ��/�)�'� K$�+�������&�  )C��� !��6�� '�(�% *��!
ω = (i, j)# &�� i =�# �)$ �� *��'�" +����� '�*�$ :&��6:#
 i =�# �)$ �� *��'�" +����� '�*�$� :��3��:# j =�# �)$ 
�� '����" +����� '�*�$ :&��6:#  j =�# �)$ �� '����"
+����� '�*�$� :��3��:� D��)����)�'� K$�+�������C  )0
C���'

Ω = {	���# 	���# 	���# 	���}

('$(��)( �������'�+ *�� �'���� �+ *��)����)�'� *� 0
+��� � �� )�6(�

5 ��/�)�'� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' +�B0
�� 6�$� 6� ���B� '�(�% Ω̃ = {��# ��# )+�)%}# &�� �� 8
'�*���� � �'!C :&��6�':# �� 8 '�*���� � �'!C :��3��:#
:)+�)%: 8 '�*���� � �� ����"  � +���� :&��6�:# � ��
��!&�" 8 :��3� :� ;��� /�)� ���)% �� )�'*����� ) 	���
 � *��)����)�'� Ω# �� 8 ) 	���# � :)+�)%: *�$!/���)(
)��� ��� �+  )C���' 	���  	���� 9����� *��)����)�'�
Ω̃ � ��&�� ��  )*�$%�!��)(# ��� ��� �&�  )C���  +�-�
���$ /��� '���(���)� �

-�	��� '# D� *��6��)�'��  �'!C  &��$%��C
��)��" ' ��/�)�'� K$�+�������&�  )C��� ���B� !��60
�� '�(�% *��! ω = (i, j)# &�� i 8 / )$� �/��'# '�0
*�'3 C �� �0" ��)� # j 8 / )$� �/��'# '�*�'3 C
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S �� D��)����)�'� K$�+�������C  )C���'� <�6�� ��
9���) ��$%��( /�)����

�� �0" ��)� � D�K��+! *��)����)�'� K$�+�������C
 )C���' )�)�� �  � �L K$�+�������C  )C���'� Ω =
{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3),
(2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 1),
(4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5),
(5, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}  ('$(��)( ��0
�����'�+ *�� �'���� �+ *��)����)�'� *� +��� � ��
)�6(�

-�	��� 3# D!)�% �� ������� [a, b] :��!��/!: 6��)�0
��)( ��/��� E�  )C�� ����&� K�)*�� +���� �)��)�'����
'�(�% ����� ���! ��/� # ' �����!- ��� *�*����� 2�� ���
��/�� +�B�� *�*�)�% ' $-6!- ��/�! ������� [a, b]# ��
Ω = {ω : ω ∈ [a, b]} = [a, b]�

-�	��� 4# D!)�% �� ������� [a, b] :��!��/!: 6��)�0
-�)( �'� ��/� � E�  )C�� +�B�� '�(�% *��! ω = (x, y)#
&�� x 8 ����� ���� *��'�" ��/� # y 8 ����� ���� '����"
��/� � D�K��+!

Ω = {ω = (x, y) : a ≤ x ≤ b, a ≤ y ≤ b}

('$(��)( �������'�+ *�� �'���� �+ *��)����)�'� *� 0
+��� �# ���� ������� [a, b]# �� )�6(� H��+ )$�'�+ # Ω 8
�'����� ' ����� �����" *$�)��)� 0xy�

-�	��� 5# D� �*����$��  '��+�� B �� K$�+��0
�����" /�)� �� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���'
*���)��'$(�� )�6�" *�$!*�(+!- Ω = [0, ∞)�

-�	��� 6# D!)�% *� *�)*�����+ �����+ +���'��'�"
$���+�� ' +�B�� 6�� ��* ��$%��&� ��+����  )*�$%��0
'��%)( ' ��/�� � '��+�� T � R�)*�� +��� )�)�� � '

��
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��6$-���  '��+�� �&� 6�)*���6�"��" ��6���Q ��&��
K$�+�������"  )C�� ω 8 '��+( 6�)*���6�"��" ��6���#
*��)����)�'� K$�+�������C  )C���' Ω = [0, T ]�

D���*�$�B + '��+����# /�� *��)����)�'� K$�+��0
�����C  )C���' ����/��  $ )/����� �!��+ ����'��%
����� *��)����)�'� �����������

(���������� 2$2� 	<$!/�"��+ �	
����� ����'�0
��)( $-6�� *��+��B�)�'� A *��)����)�'� K$�+�������C
 )C���'� R$�+���� +��B�)�'� A ����'�-�)( 9��8
���������� ��:	����; 
���	��������<=���
�	�����< �	
��� A  $ 
���	��������<=���
�	
���< A�

<$��!-.�� �*����$�� � ��$%�( ���'��%# )���&�
&�'��(# +���+�� /�)� +# *�)��$%�! ���  )*�$%�!�� ��
�*����$����� ����� *��(� � :�)!.�)�'$�� (: K$�+��0
�����&�  )C���� R�� �*����$�� � )$!B � $ 3% �$( ��&�#
/��6� )'(���% +���+�� /�)�!- ���� - ) '��+�B��)�%-
*� +���� ( *� ��3��  *���� /�)� C ����/� 9�� ����
'��+�B��)�% *���'��� ) (���� ����  �� (��� *���� 0
/�)� C *� $�B�� "�

(���������� 2$4� ,�'��(�# /�� �	
���� A ��	8
��:	���  $ 	��=��������# �)$ ' ���!$%����
K�)*�� +���� �)!.�)�'$(��)( K$�+�������"  )C��# 6$�0
&�*� (�)�'!-. " )�6�� - A�

-�	��� 7# D!)�% K�)*�� +��� )�)�� � ' *��6��)�'�0
�   &��$%��" ��)� # ���� Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}� <�6�� -
A = {1, 3, 5} 6$�&�*� (�)�'!�� '�*���� � �# �  $ 

�=



S �� D��)����)�'� K$�+�������C  )C���'� <�6�� ��
9���) ��$%��( /�)����

� �/��'#  ��� *�� )C�� �# �)$ ��  &��$%��" ��)� 
'�*���� �# �  $ � �/��'� ��!& + )$�'�+ # )�6�� �
A ���$-/���)( ' '�*����  ��/����&� / )$� �/��'�
G��$�& /��# )�6�� � B = {2, 4, 6} )�)�� � ' '�*����  
/����&� / )$� �/��'�

-�	��� 1&# D!)�% ' *� +��� � '��+(  �+��(��)( '
)!���C  *!)�% A = [3, 20] 	*���*�$�&���)(# /�� T ≥ 20�
2�&�� )�6�� � A ���$-/���)( ' ��+# /�� $���+�� '
*����6����� 6�)*���6�"�� �� �0C �� �
0� )!���� N)$ 
6� �����$�)%# /�� T < 20# �� )�6�� � A )�)��($� 6� '
6�)*���6�"��" ��6��� �� � �� T )!����

<�6�� ( 6!��+ �6����/��% *��* )��+ $�� �)� + 
6!�'�+ A,B,C,D,H1,H2,H3  ��*�

5)� *��)����)�'� Ω ('$(��)( *��+��B�)�'�+ )�+�0
&� )�6(  # )�&$�)�� �*����$�� - ���# ('$(��)( )�6�� 0
�+� 9�� ����'���)( �	��	������ �	
������ 2�� ���
�+! 6$�&�*� (�)�'!�� $-6�" K$�+�������"  )C��# ����0
��+ +�B�� ����/ �%)( K�)*�� +��� 	$-6�� ω ∈ Ω# �� Ω
*�� )C�� � ')�&�� 	����/��# ' !)$�' (C# ��&�� K�)*�� 0
+��� �* )�'���)( Ω� 2�� + �6����+# *��)����)�'� K$�0
+�������C  )C���' Ω '�)�!*��� ' �'!C ��/�)�'�C� ' ��0
/�)�'� )�6)�'���� +��B�)�'� ')�C K$�+�������C  )C���'#
������� +�&!� *�� ��"� ' ���!$%���� K�)*�� +����#  
' ��/�)�'� ��)��'����&� )�6�� (# ���� )�6�� (# �������
*�� )C�� � ' ��B��+ ����+ K�)*�� +�����

D!)��� +��B�)�'� ∅ ���B� ('$(��)( *��+��B�)�'�+
Ω# ���� ('$(��)( )�6�� �+# ������� ����'���)( ���	�8
�	����� ��� + 6�  )C���+ � �����/ $)( K�)*�� 0
+���# ��# *�)��$%�! ω �∈ ∅# ��'��+�B��� )�6�� � � ��&��
�� *�� )C�� ��

��
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<�6�� ( Ω  ∅ ('$(-�)( �� �)�'���� '��+�B��+ 
��)$!/�"��+ )�6�� (+ 	Ω *�� )C�� � ')�&��# ∅ � ��0
&�� �� *�� )C�� �� 5)� �)��$%��� )�6�� ( ('$(-�)( )$!0
/�"��+ # ���� +�&!� ��� *�� ��"� # ���  �� *�� ��"� '
���!$%���� K�)*�� +�����

5'���+ �*����  ��� )�6�� (+ � 9� ''��(�)( ���
)���'��)�'!-. � �*����  ��� +��B�)�'�+ 	'��% )�6�0
� �# )�&$�)�� �*����$�� - ���# ('$(��)( *��+��B�)�'�+
Ω�

(���������� 2$>$ !���	� �	
���� A � B ����0
'���)( �6V�� ��� � A∪B +��B�)�' A  B 	)�)��(.��  �
K$�+�������C  )C���'# *� ���$�B�. C C��( 6� ����+!
 � +��B�)�' A  $ B�

<�&$�)�� �*����$�� - ���# A ∪ B *�� )C�� � ��&��  
��$%�� ��&��# ��&�� *�� )C�� � ω ∈ A∪B# ���� ω# *� ���0
$�B�.�� C��( 6� ����+!  � +��B�)�' A  $ B� 5 ) $!
�*����$�� ( ��� K�� ����/���# /�� *�� )C�� � C��( 6� ��0
��  � )�6�� " A  $ B� 2�� + �6����+# 
���� 
��!�	�
A∪B 8 +�� 
��!�	�� ������� ���	
���	� ����� 	 ����,

�� ������ ����� ���	
���	� ���� �! ���� 	� 
��!�	� A
	�	 B�

��$&�� '��+( ���� ( '���(���)��"  ���� ( +��0
B�)�' ���' '�$ )% ����' ) +�� D� K��+ ' ����  
'���(���)��" *��' /��+ *��(� �+ ('$($�)% )�6�� �#
*��(� � *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' �� ''�0
� $�)% '��6.�� G )!++�" )�6�� " A  B ����'�$�)%
)�6�� �# )�)��(.�� ' ��)�!*$��  C��( 6� ����&�  �
)�6�� " A  $ B� 9�)!�)�' � *��(� ( *��)����)�'� K$�0
+�������C  )C���' *� '�� $� �  �'�)���+ *������)�+�
�$( )����� ( ��) �+�� �  # ' /�)���)� # *�����$�� (

�L



S �� D��)����)�'� K$�+�������C  )C���'� <�6�� ��
9���) ��$%��( /�)����

K� C *������)�' G�1� ��$+�&���'�+ 6�$� *���$�B���
������ ��0+��B�)�'����( 6���# $�B�.�( ' �)��'� )�'��0
+����" ����  '���(���)��"�

9*����$�� � ��� +�B�� 6��% �6�.��� �� *�� �'�$%0
��� / )$� )$�&��+�C�

N)$ I 8 +��B�)�'�  ����)�' *�� �'�$%��" +�.0
��)� # �� ����	� �	
���� Aα, α ∈ I# ����'���)(
�6V�� ��� �

⋃
α∈I

Aα� 9/�' ���# ��� *�� )C�� � ��&��  

��$%�� ��&��# ��&�� *�� )C�� � C��( 6� ����  � )�6�� "
Aα, α ∈ I�

(���������� 2$6$ ?�	���������� �	
���� A
� B ����'���)( *���)�/�� � A ∩ B +��B�)�' A  B
	)�)��(.��  � K$�+�������C  )C���'# *� ���$�B�. C A
 B�

5 ) $! �*����$�� ( ��� *�� �'���� � A∩B 8 K�� )�0
6�� �# )�)��(.�� ' ����'��+����+ *�('$��  )�6�� " A
 B� D�� �'���� � )�6�� " /�)�� �6����/���)( ��� AB
 $ A · B� 2�� + �6����+#

A ∩ B = A · B = AB.

?�	���������� �	
���� Aα, α ∈ I, ����'���)(
*���)�/�� �

⋂
α∈I

Aα +��B�)�' Aα� 9/�' ���#
⋂

α∈I
Aα

*�� )C�� � ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� ����'��+����
*�� )C��(� ')� )�6�� ( Aα�

��
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(���������� 2$@$ ����	���< �	
���� A � B
����'���)( �����)�% A \ B +��B�)�' A  B 	+��B�)�'�
ω# *� ���$�B�. C A# �� �� *� ���$�B�. C B�

5 ) $! �*����$�� ( ��� A \ B *�� )C�� � ��&��  
��$%�� ��&��# ��&�� A *�� )C�� �# � B �� *�� )C�� ��

(���������� 2$A� N)$ A ⊂ B 	A ('$(��)( *��0
+��B�)�'�+ B# �� &�'��(�# /�� �	
���� A ������
�	
���� B  $ /�� B ������� �� A�

D!)�% *�� ��3$� )�6�� � A� D� �*����$�� - ��� K��
����/���# /�� �)!.�)�' $)( ω ∈ A� 2�� ��� A ⊂ B# �� K��
ω ∈ B� E��/ � �)!.�)�' $)( K$�+�������"  )C�� ω ∈ B#
���� *�� ��3$� B� H���# ')(� " ���# ��&�� *�� )C�� �
)�6�� � A# *�� )C�� � ���B�  )�6�� � B� 96�����#
*!)�% *�)$����� !�'��B��� � '�*�$�(��)(� ��� + 6�
K$�+�������+  )C���+ ω � �����/ $�)% )�6�� � A# ��
' ) $! ��&�# /�� A ⊂ B# K�� ω ∈ B� H���# �)!.�)�' $�)%
ω ∈ B# ���� *�� ��3$� )�6�� � B� 2�� + �6����+# A ⊂ B
����� 	 ������ ������ ����� ����!� ��� ��	 ������		

A ���	
���	� ����� 	 
��!�	� B�

(���������� 2$B� <�6�� ( A  B ����'�-�)(
���	����������  $ ���	���������# �)$ +��B�0
)�'� A  B �� *���)���-�)(# ���� AB = ∅�

D�$%�!()% �*����$�� �+ ���# *���'���+ K�� �*����$�0
� � �� ���� � ����" '���(���)���" (���� <�6�� � AB
���$-/���)( ' ����'��+����+ �)!.�)�'$��  )�6�� " A
 B  ��� ('$(��)( ��'��+�B��+� D�K��+! A  B ��)�'0
+�)� +�# �)$  ��$%�� �)$ �� �� ����� ���	����	

��



S �� D��)����)�'� K$�+�������C  )C���'� <�6�� ��
9���) ��$%��( /�)����

������������

(���������� 2$C� <�6�� � Ā = Ω \ A# ('$(-.��)(
��*�$��� �+ � +��B�)�'! A ' *��)����)�'� Ω# ����'�0
��)( ��	���	�	�	���� � )�6�� - A�

< *�+�.%- �*����$�� ( ��� $�&�� *��'��(��)( 	�6(0
����$%�� *��'��%��# /�� Ā *�� )C�� � ��&��  ��$%��
��&��# ��&�� A �� *�� )C�� ��

D� +�+ )$��!-.�� )�&$�3�� �� N)$ A  B ��)�'+�0
)� +�# �� )!++! K� C )�6�� " 6!��+ �6����/��% A + B�
2�/�� ��� B�# �)$ )�6�� ( )�+�")�'� {Aα, α ∈ I}
*�*���� ��)�'+�)� +�# �� )!++! )�6�� "

⋃
α∈I

Aα 6!��+

�6����/��%
∑
α∈I

Aα� 5 ������ ��0+��B�)�'����"  ����0

*�����  K�� ����/���# /�� �����+ :*$-):  $ :
∑
:

�6����/���)( �6V�� ��� � *�*���� ��*���)���-. C)(
+��B�)�'� N)$ A ⊂ B# �� �����)�% B \ A 6!��+ �6�0
���/��% B − A 	'���B�()% � &!��$%��# ���� :+ �!):
*� +��(��)(# ��&��  � )�6�� ( B '�/ ����)( :+��%3��:
)�6�� � A�

(���������� 2$D� ,�'��(�# /�� ����/��" 	)/��0
��" ��6�� )�6�� " H1,H2, . . . ,Hn (H1,H2, . . . ) 	
����8
�� �	���< ������# �)$ 

H1 + H2 + . . . + Hn = Ω (
∞∑

k=1

Hk = Ω)�

5 ����  +��B�)�' +� 6� '���� $ K��� ���� ���� )�0
6�� ( �6���!-� *�$�!- &�!**!# �)$ �� ������ � ���,

�	��	� ���
����
�� +���������!� 	
���� �� ������,

��
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��� �	�
� ��
�	� ,�'��(#  )*�$%�!( �*����$�� � ���#
'���(���)���+ (����+# !)����'$ '��+# /�� )�6�� ( �60
���!-� *�$�!- &�!**!# �)$ ���� �! ���� 	� �	� ���,

�������� ���	
���	�� �� �	���	� �� 	� �	� �� �����
���	����	 ' ���!$%���� ��))+��� '��+�&� K�)*�� +�����
2�� ��� Hi 8 �� �  � '��+�B��C *��� '���/�. C ��!&
��!&! '�� ����'# ������+ +�B�� �����/ �%)( )$!/�"0
��" K�)*�� +���# �� )�6�� (# �6���!-. � *�$�!- &�!*0
*!# /�)�� ����'�-� ���	�������

E�+�� +# /�� )�6�� ( A  Ā# *��� '�*�$�B��� ��!&
� ��!&!# �6���!-� *�$�!- &�!**!  � �'!C & *�����

-�	��� 11# ��))+��� + Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}# )���0
'��)�'!-.�� *��6��)�'�� - :*��' $%��":  &��$%��"
��)� #  *!)�% A = {1, 3, 5}, B = {2, 4}, H1 = {1, 2}, H2 =
{3, 4}, H3 = {5, 6}� D��� '�*�$�B��+ � )�6�� - A# )�0
)��(.�+! ' '�*����  ��/����&� / )$� �/��'# ('$(��)(
'�*���� � /����&� / )$� �/��' Ā = {2, 4, 6}� <�6�� (
H1, H2, H3 �6���!-� *�$�!- &�!**!� <�6�� ( B  H3

('$(-�)( ��)�'+�)� +�+ � ���+� ��&� BH1 = {2}
)�)�� � ' '�*����  �'!C �/��'# � Ā − B = {6} )�)�� �
' '�*����  3�)� �/��'�

D�)��$%�! )�6�� ( 8 *��+��B�)�'� *��)����)�'�
K$�+�������C  )C���'# � �*����  ��� )�6�� (+ 8 )�0
��'��)�'!-. � �*����  ��� +��B�)�'�+ # �� �$( �*�0
��� " ��� )�6�� (+ )�C���(-�)( ')�  �'�)���� ��B��0
)�'�  � ����  +��B�)�'� 1�*� +��# �$( )�6�� " )*��0
'��$ '� �		��	E��� ��	�������	��� 0F	�����
�� �	�����3�

AB = Ā ∪ B̄, A ∪ B = ĀB̄;

�




S �� D��)����)�'� K$�+�������C  )C���'� <�6�� ��
9���) ��$%��( /�)����

⋃
α∈I

Aα =
⋂
α∈I

Āα,
⋂
α∈I

Aα =
⋃
α∈I

Āα.

��� ��+ !*�+ ��$�)%# '���(���)�% 8  ���$ � ��0
'����( ����) ��$%��( /�)����# ���� �� / )$�# '���!& ��0
����&� )��6 $ � �!��)( ����) ��$%��( /�)���� *� 6�$%0
3�+ / )$� K�)*�� +����'� D�K��+! ' ��/�)�'� ��) �+ '�0
��(���)� G�1� ��$+�&���' *���$�B $ '�(�% �!���+��0
��$%��� )'�")�'�# ������+ !��'$��'��(�� ����) ��$%��(
/�)����� 5�� �� �

>� 9���) ��$%��( /�)���� *�('$�� ( )$!/�"��&� )�6�0
� ( ����� ����$%���

PN (A) ≥ 0.

��")�' ��$%��# K�� )$��!��  � �*����$�� ( ����) 0
��$%��" /�)���� 	5�# ��� ��� N > 0# � N(A) ≥ 0 �$(
$-6�&� )�6�� ( A�

>>� 9���) ��$%��( /�)���� *�('$�� ( ��)��'����&� )�0
6�� ( Ω ��'�� �� � ���

PN (Ω) = 1.

5 )�+�+ ��$�# ��� ��� Ω *�� )C�� � ' ��B��+ K�)0
*�� +����# �� N(Ω) = N #  *� ���+!$� 	5� PN (Ω) =
N(Ω)/N = N/N = 1�

>>>� N)$ )�6�� ( A  B ��)�'+�)� +�# �� ����) ��$%0
��( /�)���� *�('$�� (  C )!++� ��'�� )!++� /�)��� *�0
('$�� ( K� C )�6�� "�

PN (A + B) = PN (A) + PN (B)�

��")�' ��$%��# ��� ��� A  B �� +�&!� *�� ��"� '
����+ K�)*�� +���� ����'��+����# �� / )$� K�)*�� +��0
��'# ' ������C *�� )C�� � C��% ����  � � C# )�$���'���0
)(  � / )$� K�)*�� +����'# ' ������C *�� )C�� � ��B���

��
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 � � C�
N(A + B) = N(A) + N(B).

<$���'���$%��# *� ���+!$� 	5�#

PN (A + B) = N(A + B)/N = N(A)/N + N(B)/N =

= PN (A) + PN (B).

<'�")�'� > 0 >>> ('$(-�)( �!���+����$%��+ ' ��+
)+�)$�# /�� $-6�� ��!& � +�)$ +�� )'�")�'� ����) 0
��$%��" /�)���� +�&!� 6��% ��������#  )C��(  � )'�")�'
> 0 >>>� 1�*� +��# ����) ��$%��( /�)���� �6$����� )$��!0
-. + )'�")�'�+� �)$ A ⊂ B# �� PN (A) ≤ PN (B)� ��"0
)�' ��$%��# �)$ ')(� " ���# ��&�� *�� )C�� � A# *��0
 )C�� � ���B�  B# ��# �/�' ���# N(A) ≤ N(B)# ���!0
��# ' ) $! 	5�# PN (A) ≤ PN (B)� R�� )'�")�'� )$��!��
 � )'�")�' ># >>># ��� ���  � A ⊂ B )$��!��# /�� B =
A+(B−A)# �# *� )'�")�'! >>># PN (B) = PN (A)+PN (B−A)�
5 ) $! )'�")�'� > '����� )$�&��+�� ' *�)$����" )!++� ('0
$(��)( ����� ����$%��+# )$���'���$%�� PN (B) ≥ PN (A)�

G�1� ��$+�&���' *���$�B $ ��) �+� �$( '���(���0
)� # ������� *�'���(-� �!���+����$%��� )'�")�'� > 0 >>>
����) ��$%��" /�)����� D� K��+ �� *����6�'�$ '+�)��
)'�")�'� >>> '�*�$��� � �$( '���(���)� 6�$�� ) $%��&�
)'�")�'� �����	� ��������	����

>W. P (
∞∑

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An).

X��( ' ����+ ' �� ��) �+� �� '�������  � )'�")�' ��0
��) ��$%��" /�)����# ��� ���6C�� +� �$( *� '$�/�� (
�**����� )�'��+����" +���+�� � 	' /�)���)� # ����  
+���� ��� K��" ��) �+� *��*�$� 6� 6�&��)�'� ����  

��



S �� 5���(���)�% ' � )������+ *��)����)�'�
K$�+�������C  )C���'���

'���(���)��"  ��'��+�B�� 6�$� 6� *�$!/ �% ���� ' 0
�$%��� ���!$%����� G *� �+$�+�)�% K��" ��) �+� *��0
�'��B����)( ��+# /�� ���!$%����# *�$!/����� ) ��  )0
*�$%��'�� �+# � ���! �� *� '�� $ � *��� '���/ (+ )
���!$%����+ K�)*�� +����'�

5 )$��!-.�+ *���&���� +� *�)��� + '���(���)��!-
+���$% �� 6�$�� *��)��C )$!/�"��C K�)*�� +����'# ��0
����� �* )�'�-�)( � )������+ *��)����)�'�+ K$�+��0
�����C  )C���'� G�) �+�� /�)��� ''���� � '���(���)� 
�$( )$!/�( *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' *�� �0
'�$%��" +�.��)� ��$�B + �� 6�$�� *������ '��+(�

� �� ������
���� � �������
�� ������	
����

����
�	�
�� �������� �	���������

�������
�� ������
����

1�*�+� +# /�� �� 6�$�� /�+ )/����� *��)����)�'� K$�0
+�������C  )C���' Ω +� ���'�$ ����������  /��
 +���� �$( )$!/�"��&� K�)*�� +����# )'(�����&� ) ��0
� + *��)����)�'�+# 6�$ ''����� )�6�� (  �*����  
��� � + � 5 K��+  )$��!-.�+ *���&����C ')� ��))+�0
�� '��+�� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' *���*�0
$�&�-�)( � )������+ �

���B�)�'� {ω}# )�)��(.��  � �� �)�'����&� K$�+��0
�����&�  )C��� ω# ('$(��)( )�6�� �+  ��$B��  +��%
�������!- '���(���)�% P ({ω})# �����!- +� �6����/ +
p(ω)  ����'�+ ���	��	���< 9���������	�	 ��:	8
�� ω� 2�� ��� ����) ��$%��( /�)���� �6$����� )'�")�'�+
># +� ��$B�� *����6�'��%# /��6� K�� '���(���)�% 6�$�
����� ����$%��"� 5 ) $! )'�")�'� >> ����) ��$%��" /�0
)���� +� ��$B�� *����6�'��%# /��6� '���(���)�% ��)��0
'����&� )�6�� ( ��'�($�)% �� � ��� 2�� ��� Ω =

∑
ω∈Ω

{ω}#

��
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�� *� )'�")�'! >>> 	�)$ *��)����)�'� ����/��  $ !) 0
$����+! )'�")�'! )/����" ��� � '��)� >W 	�)$ *��0
)����)�'� )/����

1 = P (Ω) =
∑
ω∈Ω

P ({ω}) =
∑
ω∈Ω

p(ω).

2�� ��� $-6�� )�6�� � +�B�� 6��% *���)��'$��� ' ' ��
����/��"  $ )/����" )!++� ������/�/��C +��B�)�'#  �
������C ��� )�)�� �# ���� A =

∑
ω∈A

{ω}# �� *� )'�")�'! >>>

 $ >W

P (A) =
∑
ω∈A

p(ω).

R� )��6��B�� ( *� '��(� � )$��!-.�+! )*�)�6! ''���0
� ( '���(���)� ' � )������+ *��)����)�'� K$�+�����0
��C  )C���'�

/	����������	8����	��������	� 	����������
���	��	����

��B��+! K$�+�������+!  )C��! ω )��' �)( ' )���'��0
)�' � / )$� p(ω) ≥ 0# ����'��+�� ���	��	���< 9��8
�������	�	 ��:	�� ω ���# /�� *� K��+

∑
ω∈Ω

p(ω) = 1�

%��	��	���< ��	���	���	�	 �	
��� A ����'���0
)( )!++� '���(���)��" K$�+�������C  )C���'# �������
6$�&�*� (�)�'!-� )�6�� - A�

P (A) =
∑
ω∈A

p(ω). (2.1)

�=



S �� 5���(���)�% ' � )������+ *��)����)�'�
K$�+�������C  )C���'���

D!)�% F 8 )�'��!*��)�% ')�C *��+��B�)�' Ω# ����
')�C '��+�B��C )�6�� "� 2��"�� (Ω, F , P )# &�� P
8 '���(���)�%# ''������( ) *�+�.%- ���)��!�� '��0
��) �+�� /�)��&� �*����$�� (# ����'���)( ���	��	��8
��� ��	��������	�  $ ���	��	���	� �	����<
�������	�	 9������������

H���# ���)��!�� '��0��) �+�� /�)��� �*����$�� �
*� ���+!$� 	��� )��' � ��B��+! )�6�� - A# ���� ��B0
��+! A ∈ F # ' )���'��)�' � ��")�' ��$%��� / )$� P (A)
8 '���(���)�% K��&� )�6�� (� D� K��+

>� P (A) ≥ 0 �$( $-6�&� )�6�� ( A�
>>� P (Ω) = 1�
>>>� N)$ )�6�� ( A1, A2, . . . *�*���� ��)�'+�)� +�#

��

P (
∞∑

n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An).

5 )�+�+ ��$�# > )$��!��  � ��&�# /�� p(ω) ≥ 0  	���#
>> )$��!��  � ��&�# /��

∑
ω∈Ω

p(ω) = 1  	���� 1������# >>>

)$��!��  � ��&�# /��

P (
∞∑

n=1

An) =
∑

ω∈
∞∑

n=1
An

p(ω) =
∑

ω∈A1

p(ω) +
∑

ω∈A2

p(ω) + . . . =

= P (A1) + P (A2) + . . . .

E��)% +� '�)*�$%��'�$ )% ��+# /�� �$( )C��(. C)( �(��'
) ����� ����$%��+ /$���+ +�B�� ��� !&���� &�!** 0
��'��% /$��� �(�� ' 6$�� # )�)��(. �  � ����/��&�  $ 
)/����&� / )$� )$�&��+�C�

96�����# *!)�% ��B��+! )�6�� - A *�)��'$��� ' )�0
��'��)�' � / )$� P (A)# ���� ������ �!��� ( P : F −→ R#

��
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������( !��'$��'��(�� ��) �+�+ > M >>> 	��) �+�� /�)���
�*����$�� � '���(���)� � 2�&��# ' /�)���)� #  ��B��+!
������/�/��+! )�6�� - {ω} *�)��'$��� ' )���'��)�' �
/ )$� P ({ω})# ������� +� *����6����/��+ ��� p(ω)# *� 0
/�+ ' ) $! ��) �+� > p(ω) ≥ 0� 2�� ��� Ω =

∑
ω∈Ω

{ω}# ��
*� ��) �+�+ >>  >>> 1 = P (Ω) =

∑
ω∈Ω

P ({ω}) =
∑

ω∈Ω

p(ω).

D� K��+ �$( )�6�� ( A =
∑

ω∈A
{ω} ' ) $! ��) �+� >>>

6!��� '�*�$�(�%)( ��'��)�'� 	����
)����  
����� �	
�������� ���
����
�� +�����,

����!� 	
���� ���
�����	��,��
	����	��
��� 	 ��,


	����	��
��� ���������	� �������
�	 +�	�����,

�!�
��))+��� + )$��!-. " /�)���" )$!/�"� D!)�%
� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' Ω =

{ω1, ω2, . . . , ωn} ����/��Q
� K$�+��������  )C��� ��'��'��+�B�� 	��'��'���0

(���# ���� p(ω1) = p(ω2) = . . . = p(ωn)�
D�)��$%�!

∑
ωi∈Ω

p(ωi) = p(ω1)+ p(ω2) + . . . + p(ωn) = 1#

� )$�&��+�� ' )!++� �� ����'�# �� p(ωi) = 1/n� N)0
$ )�6�� - A 6$�&�*� (�)�'!�� k K$�+�������C  )C�0
��'# ���� A = {ωi1 , ωi2, . . . , ωik}# �� *� ���)��!�� '��0
��) �+�� /�)��+! �*����$�� - 	���

P (A) = p(ωi1)+p(ωi2)+ . . .+p(ωik) =
1
n

+
1
n

+ . . .+
1
n

=
k

n
.

H���# ���)��!�� '��0��) �+�� /�)��� �*����$�� � *��0
'��.���)( �$( �����&� )$!/�( ' ��� ����'��+��

/���������	� 	���������� ���	��	���� N)$ 
*��)����)�'� K$�+�������C  )C���' ����/��# � ')�  )C�0

�L



S �� 5���(���)�% ' � )������+ *��)����)�'�
K$�+�������C  )C���'���

�� ��'��'��+�B��# �� ���	��	���< �	
��� A ��0
��'���)( ����3�� � / )$� K$�+�������C  )C���'# 6$�&�0
*� (�)�'!-. C *�('$�� - )�6�� ( A# � / )$! ')�C '��0
+�B��C K$�+�������C  )C���'�

P (A) =
k

n
.

-�	��� 1� D� *��6��)�'��  :*��' $%0
��":  &��$%��" ��)� Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}� D!)�%
A = {1, 3, 5}, Ā = {2, 4, 6} 8 )�6�� (# )�)��(. � )���'��0
)�'���� ' '�*����  ��/����&�  /����&� / )$� �/��'�
��B��+!  � � C 6$�&�*� (�)�'!�� � K$�+�������C  )0
C���� <�&$�)�� �$�)) /�)��+! �*����$�� - '���(���)� 
P (A) = P (Ā) = 3/6 = 1/2�

-�	��� %� D� *��6��)�'��  �'!C :*��' $%0
��C:  &��$%��C ��)��" ')�&�  +���)( �L K$�+�����0
��C  )C���' 	)+� *� +�� = *���&���� �#  � ����0
��C L  )C���' 6$�&�*� (�)�'!�� *�('$�� - )�6�� (
A = {(1, 6), (6, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)}# )�)��(.�&�
' ��+# /�� )!++� '�*�'3 C �� ��)�(C �/��' ��'�� ��
D�K��+! P (A) = 6/36 = 1/6�

-�	��� 2� D��6��)�'���)( :*��' $%��(: +����� ��
��C *��# *��� '*��'�� �� '�*���� &��6� 5��+�B���  )C�0
�� �����&� K�)*�� +���� ����'�� ω1 =	� 8 &��6 '�*�0
���� *� *��'�+ *��6��)�'��   K�)*�� +��� *�����0
.���)(# ω2 =	��� 8 *� *��'�+ *��6��)�'��  '�*���0
�� ��3��# � *� '����+ *��6��)�'��  '�*����� &��6#
 K�)*�� +��� *�����.���)(# ω3 =	����� 8 *� *��'�C
�'!C *��6��)�'�� (C '�*����� ��3��# � *� ����%�+

��
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*��6��)�'��  '�*����� &��6#  K�)*�� +��� *�����.�0
��)(  ���� R$�+�������"  )C��# k0" *� )/��!#  +��� ' �
ωk =	����###���� 8 *� *��'�C k−1 *��6��)�'�� (C '�*�0
���� ��3��# � *� k0+ *��6��)�'��  '�*����� &��6# *�0
)$� /�&� K�)*�� +��� *�����.���)(� 2����� /�)� +�B0
�� ��*!)� �% �.� �� �  )C�� ω∞ =	����###���### 8 &��6
� ��&�� �� '�*����  K�)*�� +��� 6!��� *����$B��%)(
6�)����/��� 1�  ��! � '��+ !��'�� ����"  )C�� '�(� $ 
'��+�B��  *���+! ��$B��  +��% �!$�'!- '���(���)�%�

��� + B� �6����+ �*����$ �% '���(���)� K$�0
+�������C  )C���' � )������&� *��)����)�'� Ω =
{ω1, ω2, . . . , ω∞}Y �$( �*����$�� ( '���(���)�  )C�0
�� ω1 ��))+��� + )$!/�"��" K�)*�� +���# )�)��(. " '
����������+ *��6��)�'��  +�����# ' ������+ '���(�0
��)�% '�*���� ( &��6� ��'�� �7�� D�$�B + p(ω1) = 1/2�
G��$�& /��# �$( �*����$�� ( '���(���)� ωk ��))+�0
�� + )$!/�"��" K�)*�� +���# )�)��(. " ' *��6��)�'�0
�  +����� k ���� D��)����)�'� K$�+�������C  )C���'
����&� K�)*�� +���� )�)�� �  �  )C���' (i1, i2, . . . , ik)# &��
��B��� il +�B�� *� � +��% ��$%�� �'� '��+�B��C ���0
/�� ( �  $ �# ���� )�)�� �  � 2k K$�+�������C  )C���'�
5 K��+ *��)����)�'�  )C��! ωk 6$�&�*� (�)�'!�� �� �0
)�'����"  )C��# *�K��+! �&� '���(���)�% ��'�� 1/2k =
2−k� D�$�B + p(ωk) = 2−k� H���# �$( �*����$�� ( '���0
(���)��"  )C���' '���(���)���&� *��)����)�'�# )���'��0
)�'!-.�&� *��6��)�'�� - +����� �� *��'�&� '�*���0
� ( &��6�# ��+ *� 3$�)% ��C�� �% K� '���(���)� ' )�0
'��3���� ��!& C '���(���)���C *��)����)�'�C# )���'��0
)�'!-. C k0������+! *��6��)�'�� - +����� *� ���0
$ /��C k� D��� �� 6!��+ �*����$(�% '���(���)�%  )C���
ω∞� <�&$�)�� ���)��!�� '��0��) �+�� /�)��+! �*����0
$�� - '���(���)� )!++� '���(���)��" ')�C  )C���' *��0

��
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)����)�'� ��$B�� ��'�(�%)( �# ����

p(ω∞)+
∞∑

k=1

p(ωk) = p(ω∞)+
∞∑

k=1

2−k = p(ω∞)+
1/2

1 − 1/2
= 1,

���!�� p(ω∞) = 0� R�� '*�$�� )�&$�)!��)( ) ��3 +  �0
�! � '��+ *���)��'$�� (+ # � ������C &�'�� $�)% '�0
3��

5���(���)�% )�6�� ( A = {ω1, ω3, ω5, . . . }# )�)��(.�0
&� ' ��+# /�� K�)*�� +��� �����/ �)( �� ��/����+ 3�&�#
��'��

P (A) = p(ω1)+p(ω3)+p(ω5)+. . . = 1/2+1/23+1/25+. . . =

=
1/2

1 − 1/4
= 2/3.

-�	��� '# 5 *���   � N ����$�"  +���)( M )���0
������C� 1�!��/! ���6���� n ����$�"� ����'� '���(�0
��)�% ��&�# /�� )��� � C ���B��)( ��'�� m )���������C
����$�"Y

�$( ��3�� ( *�)��'$����" ����/ *��B�� ')�&� ��0
�� ��"� / )$� ')�C '��+�B��C  )C���' K�)*�� +����#
���� / )$� )*�)�6�' '�6��� n ����$�"  � N ����$�"� ��0
3 �% ���!- ����/! 6�� ���� ( K$�+����' ��+6 ����� � 
�/��% ��!���� D�K��+! +� �)��' + K��� *� +�� �� 6!�!0
.��� �$( ��C# ��� �����+ ) ��+6 ����� ��"# )��B�+# /��
 )��+�( '���(���)�% ��'��

P (A) =
Cm

M Cn−m
N−M

Cn
N

,

&�� Cn
N M / )$� )�/���� "  � N K$�+����' *� n K$�+����'�

��
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� ��  ���
�� �����
	������

1�/��+  �$�B�� � ) �'!C ')*�+�&���$%��C !�'��B��� "
8 $�++ ���  ���# ������� )�)��'$(-� ��� ����'��+��
	��	��	� ������	 �	�
����	����$

7���� >$2$ )� m +������� ����� ����,

�! a1, a2, . . . , am 	 n +������� ����� �����!

b1, b2, . . . , bn ����� 
�
��	�� ���� mn ����	��!�
�����������!� ��� (ai, bj)� 
�������	� �� ������

+������� 	� ������ �����!#

��� � � � � � $ % ) � ' �� 5�* 3�+ ')� '��+�B��� *���#
*� /�+ ' *��'�" )����� !��B�+ ')� *���# )����B�. �
a1# '� '����" )����� M ')� *���# )����B�. � a2#  ����
D�$!/ + ��6$ �!

(a1, b1), (a1, b2), (a1, b3), . . . , (a1, bn),

(a2, b1), (a2, b2), (a2, b3), . . . , (a2, bn),

(a3, b1), (a3, b2), (a3, b3), . . . , (a3, bn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(am, b1), (am, b2), (am, b3), . . . , (am, bn).

D�)��$%�! ' ��" m )����  n )��$6��'# �� ')�&� ' ��" mn
*��� E��/ �# / )$� ')�'��+�B��C *�� ��'�� mn� �

-�	��� 1# ��))+��� + �'� &�!**� K$�+����'� ♠ 8
* � # ♣ 8 �����# ♦ 8 6!6��# ♥ 8 /��'  L# �# �# �#
�
# '�$��# ��+�# ����$%# �!�� D� $�++� ��� / )$� *��
6!��� ��'�� =·�Z�L� R�� ��� ��� 8 / )$� ���� ' ��$���
	��B��( ����� �*����$(��)( *���" K$�+����' 	+�)�%#

�
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���/�� ��

-�	��� %# D��6��)�'�-�)( �'�  &��$%��� ��)� �
R$�+�������"  )C�� �*����$(�+ ��� *��! ω = (i, j)# &��
i 8 / )$� �/��'# '�*�'3 C �� *��'�" ��)� # j 8 / )$�
�/��'# '�*�'3 C �� '����" ��)� � 2�&�� i '�6 ����)(  �
&�!**� �# �# �# =# �# L# j '�6 ����)(  � K��" B� &�!**��
D� $�++� ��� / )$� ')�C K$�+�������C  )C���' 	����
')�'��+�B��C *�� (i, j) 6!��� ��'�� 6 · 6 = 62 = 36�

7���� >$4$ )� n1 +������� ����� ����,

�! a1, a2, . . . , an1� n2 +������� ����� �����!

b1, b2, . . . , bn2 � 	 �#�#� �������� nk +������� k,
� �����! x1, x2, . . . , xnk

����� 
�
��	�� ����

n1 ·n2 · . . . · nk ����	��!� �����������!� ����	���	� 	,

�� (aj1, bj2, . . . , xjk
)� 
�������	� �� ������ +�������

	� ������ �����!#

��� � � � � � $ % ) � ' �� ��������$%)�'� *��'���+ ) *�0
+�.%- +���+�� /�)��"  ��!��  *� / )$! &�!** k� D� 
k = 2 $�++� ��� )*��'��$ '�# ��� ��� *��'��.���)( '
$�++! ���� D���*�$�B +# /�� $�++� ��� )*��'��$ '� �$(
k &�!**# � &!� �!-. C ' �� !)$�'  � ��6�' + � � +
�.� ���! (k +1)0- &�!**! y1, y2, . . . , ynk+1

� ��+6 ��� -
(aj1 , bj2, . . . , xjk

, yjk+1
) +�B�� ��))+��� '��% ��� *��!#

)�)��(.!-  � )$�B��&� K$�+���� (aj1, bj2, . . . , xjk
)  

*��)��&� K$�+���� yjk+1
� D� *���*�$�B�� -  ��!��  

/ )$� )$�B��C K$�+����' ��'�� n1 · n2 · . . . · nk# / )$�
*��)��C K$�+����' ��'�� nk+1� D� $�++� ��� / )$� ��� C
*��# �# ���/ �#  / )$� ��+6 ��� " K$�+����'  � k + 1
&�!** ��'�� (n1 ·n2 · . . . ·nk) · nk+1 = n1 ·n2 · . . . · nk ·nk+1�
H���# *���*�$�B '# /�� $�++� ��� '���� �$( k &�!**# +�

��
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������$ # /�� ��� '����  �$( k + 1 &�!**� 1� �)��'��  
*� �� *� +���+�� /�)��"  ��!��  K�� ��'��3���
��������$%)�'�� �

-�	��� 2# D��6��)�'�-�)( :��!��/!: ��  &��$%0
��� ��)� Q K$�+�������"  )C�� ω = (i, j, k)# &�� i 8
/ )$� '�*�'3 C �/��' �� �0"# j 8 / )$� '�*�'3 C
�/��' �� �0"# k 8 / )$� '�*�'3 C �/��' �� �0" ��)� �
D� $�++� ��� / )$� ��� C K$�+�������C  )C���' ��'��
6 · 6 · 6 = 63 = 216�

-�	��� '# H� *!���� A ' *!��� B *��C�� � �� ����&#
 � *!���� B ' *!��� C 8 = ����& #  � *!���� C ' *!���
D *��C�� � � ����&� D� K��+ ')� ����& # '��!. �  � A '
D# *��C��(� )��/�$� /���� B# � ����+ /���� C� D� $�++�
���  � *!���� A ' *!��� D *��C�� � 15 · 4 · 5 = 300 ����&�

9�+�� +# /�� �� (���� ����  +��B�)�' $�++! ���
+�B�� *������+!$ ��'��% )$��!-. + �6����+�

7���� 3.2′$ 9
�	 A1, A2, . . . , Ak : ������!� ���,

��
�� 
 �����
���	 n1, n2, . . . , nk 
�����
������

�� �����
�� ���������� ���	�����	� A1×A2×. . .×Ak

���� n1 · n2 · . . . · nk#

D���*�$�B +# /��  +���)( ����/��� +��B�)�'�
{a1, a2, . . . , an}#  � ������&� '�6 ����)( k K$�+����'#
������� +� ��* 3�+ ' *��(���  C *�('$�� ( ���
(aj1 , aj2, . . . , ajk

)  ����'�+ ��
	��	� 	
G��� k �� n
9������	�� D� )*�)�6! '�6��� K$�+����' '�6��� ��0
$(�)( �� ��
	��� � �	����=�����  
�� �	����=�8
��� D� '�6��� ) '��'��.�� �+ )��/�$� '�6 ����)(
K$�+��� aj1  � *��'���/�$%��&� +��B�)�'�# ����+ K$�0

��
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+��� aj1 '��'��.���)( ' ��&�# *�)$� /�&� K$�+��� aj2 ���0
B� '�6 ����)(  � *��'���/�$%��&� +��B�)�'�  ���� D� 
K��+ �6V�+ '�6��� k +�B�� *� � +��% $-6�� ���/�� (
 � +��B�)�'� {1, 2, . . . }� D� '�6��� 6�� '��'��.�� ( *�0
)$� '�6��� *��'�&� K$�+���� aj1 K$�+��� aj2 '�6 ����)(
 � �)��'3 C)( K$�+����' ' *��'���/�$%��+ +��B�)�'�  
���� 5 ����+ )$!/�� ')�&�� k ≤ n# ��� ��� *�)$� '�6��� n
K$�+����' ' *��'���/�$%��+ +��B�)�'� � /�&� �� �)��0
���)(  ��$%��"3 " '�6�� )����' �)( ��'��+�B��+� 5
��' ) +�)� �� ��&�# !/ ��'���)( ' '�6���� *��(��� )$�0
��'�� ( K$�+����'  $ �� !/ ��'���)(# '�6��� ��$(�0
)( �� !*��(��/�����  ��!*��(��/������ N)$ '�6��� 
) �� ����'�+ )�)��'�+ K$�+����'# ��$ /�-. �)( *��(�0
��+  C )$���'�� (# )/ ���% ���$ /��+ # �� ��� � '�6��0
� ����'�-�)( ��	��	�������� N)$ ���B��)�'$(�%
'�6��� ) �� ����'�+ )�)��'�+# �� ��� � '�6��� ����0
'�-�)( ����	��	�������� 2�� + �6����+# '��+�B0
�� /����� � *� '�6����� !*��(��/����� ) '��'��.�� 0
�+# !*��(��/����� 6�� '��'��.�� (# ��!*��(��/����� )
'��'��.�� �+  ��!*��(��/����� 6�� '��'��.�� (� �$(
��&$(���)� ' ��6$ �� � !������ ')� '��+�B��� '�6��0
� �6V�+� k = 2  � +��B�)�'� {1, 2, 3}� 96����/ + / )0
$� '��+�B��C '�6���� ��B��&� � *� ��� + �6����+# ���
!������ ' ��6$ �� ��

D� ��!&�+! !*��(��/����� '�6��� 6�� '��'��.�� (
����'�-�)( ���+�.�� (+ # � ��!*��(��/����� '�6��� 
6�� '��'��.�� ( 8 )�/���� (+ � 2�� + �6����+# Ak

n 8
/ )$� ���+�.�� "  � n K$�+����' *� k# Ck

n 8 / )$� )�/�0
��� "  � n K$�+����' *� k�

��
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2�6$� �� 5�6��� �6V�+� �  � +��B�)�'� {1, 2, 3}�

5�6��� !*��(��/����� ��!*��(��/�����
	�#� 	�#� 	�#� 	�#� 	�#� 	�#�

) '��'��.�� �+ 	�#� 	�#� 	�#� 	�#� 	�#�
	�#� 	�#� 	�#� 	�#�

	�#� 	�#� 	�#� 	�#�
6�� '��'��.�� ( 	�#� 	�#� 	�#�

	�#� 	�#�

2�6$� �� P )$� '�6���� �6V�+� k  � +��B�)�'�
{a1, a2, . . . , an}�

5�6��� !*��(��/����� ��!*��(��/�����

) '��'��.�� �+ Ak
n Ck

n

6�� '��'��.�� ( Ak
n Ck

n

�*��(��/����� '�6��� ) '��'��.�� �+ *� ��!&�+!
����'�-� ���+�.�� (+ ) *�'����� (+ # � ��!*��(��0
/����� '�6��� ) '��'��.�� �+ 8 )�/���� (+ ) *�'��0
��� (+ � D�K��+! Ak

n 8 / )$� ���+�.�� "  � n K$�+��0
��' *� k ) *�'����� (+ # Ck

n 8 / )$� )�/���� "  � n K$�0
+����' *� k ) *�'����� (+ �

5�'���+ ���+!$� �$( *��)/��� / )$� '�6���� ��B0
��&� � *�� ��))+��� + *�� �'�$%�!- '�6���! �6V�+�
k  � n K$�+����' (aj1, aj2, . . . , ajk

)� N)$ '�6���� !*�0
�(��/����( ) '��'��.�� �+# �� ��B��"  � �� K$�+��0
��' '�6 ����)(  � &�!**� a1, a2, . . . , an# )����B�.�"

�=
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n K$�+����'� D� $�++� ��� / )$� ��� C '�6���� ��'��
n · n · . . . · n = nk� 2�� + �6����+#

Ak
n = nk. (3.1)

N)$ '�6���� !*��(��/����( 6�� '��'��.�� (# �� ��
*��'�" K$�+��� aj1 '�6 ����)(  � &�!**� a1, a2, . . . , an#
)�)��(.�"  � n K$�+����'# '����" �� K$�+��� aj2 '�6 0
����)(  � �)��'3�")( *�)$� K��&� &�!**�  � n − 1 K$�0
+����'  ���� D�)$��� " K$�+��� '�6��� ajk

'�6 ����0
)(  � &�!**� n − (k − 1) = n − k + 1 K$�+����'# �)��'0
3 C)( ' *��'���/�$%��" &�!**� *�)$� !��$�� (  � ���
k − 1 K$�+����' �$( �6����'�� ( *�����!. C K$�+����'
aj1 , aj2 , . . . , ajk−1

'�6��� � D� $�++� ��� / )$� ��� C '�0
6���� ��'�� n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1)� D�K��+!

Ak
n = n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · (n − k + 1). (3.2)

�+��B '  �����$ ' 	��� �� (n−k)! = (n−k)(n−k−
1) . . . 2 · 1# *�$!/ + ��!&!- ���+!$! �$( *��)/��� / )$�
���+�.�� "�

Ak
n =

n!
(n − k)!

. (3.3)

<�'��!*��)�% k ���$ /��C K$�+����'# ��* )����C '
*�� �'�$%��+ *��(���# ����'���)( ��������	��	�  �
k K$�+����'� �$( �6����'�� ( *���)����'� ���6C�� +�
'�6���% 6�� '��'��.�� ( ')� k K$�+����'  ��* )��%  C
' *��(��� *�('$�� (� D�K��+! / )$� *���)����'��  � k
K$�+����' ��'�� / )$! !*��(��/����C '�6���� �6V�+�
k  � k K$�+����'�

Pk = Ak
k = k! (3.4)

��))+��� + *�� �'�$%��� )�/���� �
(aj1 , aj2, . . . , ajk

)� N+! )���'��)�'!�� ��'�� Pk ���0
$ /��C ���+�.�� " ) ��� + B� )�)��'�+ K$�+����'�

��
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D�K��+! / )$� ���+�.�� "  � n K$�+����' *� k ' Pk ���
6�$%3� / )$� )�/���� "  � n K$�+����' *� k�

Ak
n = Ck

n · Pk, ���!�� Ck
n =

Ak
n

Pk
. (3.5)

D��)��'$(( 	���0	��= ' )�����3�� � 	���# *�$!/ + )$�0
�!-. � �'� ���+!$� �$( *��)/��� / )$� )�/���� "  � n
*� k�

Ck
n =

n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · (n − k + 1)
k!

, (3.6)

Ck
n =

n!
k! (n − k)!

. (3.7)

��))+��� + *�� �'�$%��� )�/���� � ) *�'����0
� �+ 	��!*��(��/���!- '�6���! ) '��'��.�� �+
(aj1 , aj2, . . . , ajk

)� D���*�$�B +# /�� ' ��" K$�+��� a1

')���/���)( k1 ���# K$�+��� a2 ')���/���)( k2 ���#  ����#
������� K$�+��� an ')���/���)( kn ���� 9/�' ���# /��
k1 + k2 + . . . + kn = k  /�� ��B��� )�/���� � ) *�'��0
��� �+ *�$��)�%- �*����$(��)( ��6���+ (k1, k2, . . . kn)#
!��'$��'��(-. + K��+! !)$�' -� E���� �!�+ K���
��6�� *�)$���'���$%��)�%- �� � �  �!$�"# )��'( )��0
/�$� k1 �� � �# ����+ �� � �����$ ��$%��" ��$%# ����+
)��'( k2 �� � �# ����+ �� � �����$ ��$%��" ��$%  
����# ������� )��'( �����$ ��$%��" ��$%# � *�)$� ��&�
/ )$� �� � �# ��'��� kn� ��B�! ��6���+  ����+ #
� )$���'���$%��# +�B�! )�/���� (+ ) *�'����� (+ 
 ����+ !)����'$ '���)( ��� + �6����+ 6 ��� (�
1�*� +��# )�/���� - ) *�'����� (+ (a1, a1, . . . , a1)
)���'��)�'!�� ��� 1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0# )�)��(. "  �
k �� � �  n − 1 �!$�"# � )�/���� - ) *�'����� (+ 
(an, an, . . . , an) )���'��)�'!�� ��� 0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1#

�L
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)�)��(. "  � n − 1 �!$�"  k �� � �� D�K��+! / )$�
)�/���� " ) *�'����� (+ )�'*����� ) / )$�+ ')�C
����'� 5 ��B��+ ���� )����B �)( n + k − 1 ) +'�$�'�
k �� � �  n − 1 �!$�"� <$���'���$%��# / )$� ����'
��'�� / )$! )*�)�6�'# ) *�+�.%- ������C �$( n + k − 1
'�������C +�)� +�B�� '�6���% k +�)� �$( �� � �# �
�)��$%��� +�)�� ��*�$� �% �!$(+ � 2�� ��� K� +�)�� ��
!*��(��/ '�-�)(  '�6 ��-�)( 6�� '��'��.�� (# ��  C
/ )$� ��'�� Ck

n+k−1� 2�� + �6����+# / )$� )�/���� " )
*�'����� (+  � n *� k ��'���

Ck
n = Ck

n+k−1. (3.8)

-�	��� 3# <��$%� + )*�)�6�+ +�B�� �!* �% � * 0
��B��C# �)$  +�-�)( * ��B��� = )����'Y D���*�$�0
&�(# /�� ' +�&�� ��  +���)( �� +���� � * ��B��C ��B��0
&� )����# +� +�B�+ )/ ���%# /�� +��B�)�'� )�)�� �  �
= * ��B��C 	*� ����+! ��B��&� )����  +� '�6 ���+
 � ��&� ) '��'��.�� �+ � * ��B��C� 9/�' ���# '�6��� 
��!*��(��/�����# ��� ��� �$( ��) ��  +��� ���/�� (# '
����+ *��(��� '�6 ��-�)( * ��B���� D�K��+! * ��B0
��� +�B�� �!* �%

C7
4 = C7

4+7−1 = C7
10 = C3

10 =
10 · 9 · 8

2 · 3 = 120

)*�)�6�+ �

��
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0��
�� 
������	�#

1. Ck
n = Cn−k

n .
2. C0

n = Cn
n = 1.

3. C1
n = Cn−1

n = n.
4. Ck−1

n + Ck
n = Ck

n+1.
<'�")�'� �0� )$��!-� ��*�)���)�'����  � ���+!$�

	���  $ 	��L� <'�")�'� = '�*�$�(��)(# ��� ��� �� �)��0
'��  	���

Ck−1
n + Ck

n =
n!

(k − 1)! (n − k + 1)!
+

n!
k! (n − k)!

=

=
n!

k! (n − k + 1)!
[k + (n−k+1)] ==

(n + 1)!
k! (n + 1 − k)!

= Ck
n+1.

9�+�� +# /�� )'�")�'� � !��6�� *� +��(�% *� '�0
/ )$�� (C :'�!/�!-:# ��&��  )*�$%�!��)( ���+!$� 	��L
 k > n/2� ���B ��$ ' / )$ ��$� 	��L ��/ ��-�)( ) n
 !6�'�-� �� �# �  C / )$� ��'�� k� 1�*� +��# *�)��$%�!
6 > 8/2# ��

C6
8 = C2

8 =
8 · 7
2

= 28.

D� +�+ *� �*����$�� -# /�� C0
0 = 1� 1� )'�")�'� =

�)��'��� *�)����� � ��� ����'��+�&� ���!&�$%� �� D�0
)��$( 8 ��6$ ��# *��'�$(-.�" 6�)��� ��C�� �% Ck

n *� 
�� �/��% 6�$%3 C n  k� 9��  +��� )$��!-. " ' ��

��
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C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

C0
5 C1

5 C2
5 C3

5 C4
5 C5

5

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5 ) $! )'�")�'� � *� 6���'�+ )������+ ���!&�$%� ��
* 3�+ �� � ��# � �� �)��'��  )'�")�'� = ��B��� / )$�
'�!�� ���!&�$%� �� *�$!/��+ )$�B�� �+ �'!C )�)��� C
$�B�. C ��� � + / )�$�

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

��
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&�	���� >$>$ 0������	� *������ �	���� ;� ��,
��

(x + y)n =
n∑

k=0

Ck
n xk yn−k. (3.9)

��� � � � � � $ % ) � ' �� ��������$%)�'� *��'���+ ) *�0
+�.%- +���+�� /�)��"  ��!��  *� n� D� n = 1 ���0
+!$� 	���# �/�' ���# '����� D���*�$�B +# /�� ��� '����
�$( ���!��$%��&� / )$� n� ����B�+# /�� ��� '���� �$(
n + 1� ��")�' ��$%��# ' ) $! )'�")�' �  = )�/���� "#

(x + y)n+1 = (x + y) · (x + y)n = (x + y)
n∑

k=0

Ck
n xk yn−k =

=
n∑

k=0

Ck
n xk+1 yn−k +

n∑
k=0

Ck
n xk yn−k+1 = xn+1 + yn+1 +

+
n−1∑
k=0

Ck
n xk+1 yn−k +

n∑
k=1

Ck
n xk yn−k+1 = xn+1 + yn+1 +

+
n∑

k=1

Ck−1
n xk yn−k+1 +

n∑
k=1

Ck
n xk yn−k+1 = xn+1 +yn+1 +

+
n∑

k=1

( Ck−1
n + Ck

n)xk yn−k+1 = xn+1 + yn+1 +

+
n∑

k=1

Ck
n+1 xk y(n+1)−k =

n+1∑
k=0

Ck
n+1 xk y(n+1)−k.

1� �)��'��  *� �� *� +���+�� /�)��"  ��!��  ��0
�$-/��+# /�� ������'��+�( ���+!$� '���� �$( $-6�&�
���!��$%��&� / )$� n� �

=
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&�	���� >$6$ )���� ��
�� ���	���	������ �����,

���	�

(x1 + x2 + . . . + xk)n =

=
∑

r1+r2+...+rk=n

n!
r1! r2! . . . rk!

xr1
1 xr2

2 . . . xrk
k , (3.10)

��� 
���	����	� ����
� �� 
�� ���!� �����	��,

�����!� �	
��� r1, r2, . . . , rk�  
���� �� �	� n#

��� � � � � � $ % ) � ' �� ��������$%)�'� *��'���+ ) *�0
+�.%- +���+�� /�)��"  ��!��  *� k� D� k = 2 ���0
+!$�# �/�' ���# '����# ��� ��� *��'��.���)( ' ���+!$!
6 ��+� 1%-���� 	���� D���*�$�B +# /�� ������'��+��
��'��)�'� '�*�$���� �$( ���!��$%��C / )�$# +��%3 C
$ 6� ��'��C k� ����B�+# /�� ��� '���� �$( / )$� k + 1�
��")�' ��$%��# ' ) $! ���+!$� 6 ��+� 1%-���� 	���#

(x1 + x2 + . . . + xk + xk+1)n =
n∑

s=0

Cs
n

( k∑
i=1

xi

)s
xn−s

k+1 =

=
n∑

s=0

n!
s! (n − s)!

( ∑
r1+...+rk=s

s!
r1! . . . rk!

xr1
1 . . . xrk

k

)
xn−s

k+1.

<��$��+ ��+��!  ����)�' )!++ ��'�� (# ''��( rk+1 =
n − s� 2�&�� *�  �+����  s �� 
 �� n / )$� rk+1 6!���
 �+��(�%)( �� n �� 
� D�K��+!

(x1 + x2 + . . . + xk + xk+1)n =
n∑

rk+1=0

n!
(n − rk+1)! rk+1!

·

·
∑

r1+r2+...+rk=n−rk+1

(n − rk+1)!
r1! r2! . . . rk!

xr1
1 xr2

2 . . . xrk
k x

rk+1

k+1 =

=�
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=
n∑

rk+1=0

∑
r1+...+rk=n−rk+1

n!
r1! . . . rk! rk+1!

xr1
1 . . . xrk

k x
rk+1

k+1 =

=
∑

r1+r2+...+rk+1=n

n!
r1! r2! . . . rk+1!

xr1
1 xr2

2 . . . x
rk+1

k+1 .

2����+� ��������� �

&�	���� >$@$ -�
�� r1, r2, . . . , rk : ���!� �����	,

�������!� �	
��� ��	��� r1 + r2 + . . . + rk = n# <����
�	
�� 
��
���� 
 ������ �����!� n +������� �����
����	�� �� k ����� ���� ����!  ���� ������ �"��

r1 +�������� � ���� ������ : r2 +������� 	 �#�#�

�������  k, ������ �"�� rk +�������� ����

n!
r1! r2! . . . rk!

.

��� � � � � � $ % ) � ' �� �!��+ '�6 ���% )��/�$� r1 K$�0
+����' *��'�" &�!**�  � n �$�+����'# /�� +�B�� )��$��%
Cr1

n )*�)�6�+ � 9)����)( n− r1 �$�+����'#  � ������C r2

K$�+����' '����" &�!**� +�B�� '�6���% Cr2
n−r1

)*�)�6�0
+ � D�)$� K��&� �)����)( n−r1−r2 K$�+����'#  � ������C
r3 K$�+����' ����%�" &�!**� +�B�� '�6���% Cr3

n−r1−r2

)*�)�6�+ � D����$B�( ��$�� ����" *����))# +� *�)$� '�0
6��� (k−2)0" &�!**� 6!��+  +��% n−r1−r2−. . .−rk−2 K$�0
+����'#  � ������C rk−1 K$�+����' *���*�)$����" (k−1)0
" &�!**� +�B�� '�6���% C

rk−1
n−r1−r2−...−rk−2

)*�)�6�+ �
9)���!�)( n−r1−r2− . . .−rk−1 = rk K$�+����'# �������
�� �)�'����+ )*�)�6�+ �6���!-� *�)$���-- k0- &�!**!�
D� �)��'��+! *��' $! ��+6 ����� � 	$�++� ��� / )$�
���6 �� " n K$�+����' �� k &�!** !�������+ ' ���+!0
$ ��'�� �����+� )*�)�6�+ 6!��� ��'��

Cr1
n · Cr2

n−r1
· Cr3

n−r1−r2
. . . · C

rk−1
n−r1−r2−...−rk−2

=

=�
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=
n!

r1! (n − r1)!
(n − r1)!

r2! (n − r1 − r2)!
(n − r1 − r2)!

r3! (n − r1 − r2 − r3)!
. . .

. . .
(n − r1 − r2 − . . . − rk−2)!

rk−1! (n − r1 − r2 − . . . − rk−1)!
=

n!
r1! r2! . . . rk!

.

�
2����+� ��� !)����'$ '��� )+�)$ *�$ ��+ �$%��C

��K�� � ����' ' ���$�B��  	���
�
-�	��� 4# �� <��$%� + )*�)�6�+ n ���$ / +�C

���6 ��� +�B�� ���+�)� �% *� k ���!+���'����+ !�0
��+ ���# /��6� ' �0- !��! *�*�$� r1 ���6 ���# '� �0-
!��! 8 r2 ���6 ���  ����# �������# ' k0- !��! *�*�$� rk

���6 ��� 	r1 + r2 + . . . + rk = nY
�� <��$%� + )*�)�6�+ n ���$ / +�C ���6 ���

+�B�� ���+�)� �% *� k ���!+���'����+ !���+Y
�� <��$%� + )*�)�6�+ n �����$ / +�C ���6 ���

+�B�� ���+�)� �% *� k ���!+���'����+ !���+Y
D� �����+� ��� / )$� )*�)�6�' *!���� � *� +��� ��'��

n!
r1! r2! . . . rk!

.

�$( ��'��� �� *!��� � *� +��� ���6C�� +� )$�B �%
/ )$� )*�)�6�' *!���� � *� ')�+ ��$�+ ����� ����$%��+
r1, r2, . . . , rk# ��-. + ' )!++� n�∑

r1+r2+...+rk=n

n!
r1! r2! . . . rk!

.

1� *� ���+!$� 	���
 K�� )!++� ��'��

(1 + 1 + 1 + . . . + 1)n = kn.

2�� + �6����+# / )$� )*�)�6�' ' *!���� � ��'�� kn�
��B�� *�$!/ �% K��� ���!$%��� 6�$�� *��)��+ )*�0
)�6�+� D!)�% ���$ / +�� ���6 �� ���!+���'��� ���

=�



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

a1, a2, . . . , an� H)C�� ��))+��� '��+�&� K�)*�� +���� ��0
�����/�� �*����$(��)( ��6���+ (i1, i2, . . . , in)# &�� il 8
��+�� !���# ' �����!- *�*�$� ���6 ��� al� ��B��� il
'�6 ����)(  � +��B�)�'� k !�� ) '��'��.�� �+  !*�0
�(��/����+ �6����+� D�K��+! / )$�  )C���' ����&� K�)0
*�� +���� )�'*����� ) / )$�+ !*��(��/����C '�6����
�6V�+� n ) '��'��.�� �+  � k K$�+����'# ���� ��'��

An
k = kn.

�$( ��'��� �� *!��� � ��+�� +# /��  )C�� K�)*�� 0
+���� �*����$(��)( ��� + B� ��6���+# ���  ' *!����
�# ��  )�$-/�� �+ ��&�# /�� '�6���� ��!*��(��/����(�
D�K��+! / )$�  )C���' ����&� K�)*�� +���� )�'*����� )
/ )$�+ ��!*��(��/����C '�6���� �6V�+� n ) '��'��.�0
� �+  � k K$�+����'# ���� ��'��

Cn
k = Cn

k+n−1.

5����+)( � *� +���+ �� �$�)) /�)��� �*����$�� �
'���(���)� � 5 *�����!.�+ *���&���� ��))+��� '�$)(
)$��!-. "

-�	��� 5# 5 *���   � N ����$�"  +���)( M )���0
������C� 1�!��/! ���6���� n ����$�"� ����'� '���(�0
��)�% ��&�# /�� )��� � C ���B��)( ��'�� m )���������C
����$�"Y

J-6!- ����/! �� �$�)) /�)��� �*����$�� � '���(�0
��)� )$��!�� ��/ ���% ) *�)����� ( *��)����)�'� K$�0
+�������C  )C���' Ω� D�����!+�'���)(# /�� ����$ '�0
6 ��-�)( 6�� '��'��.�� (� ��&�� '�6 ����)( n ����$�"
 � ����$�" a1, a2, . . . , aM , b1, b2, . . . , bN−M # �$( ��) *�0
�(���# ' ������+ �� *�('$(-�)(# ��  +��� ���/�� (#
'�B�� $ 3% ��� � ����$ *�('(�)( 	���)% �$( !��6)�'�

==
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)���������� ����$ �6����/��� 6!�'�" a# � ��)�������0
��� 8 6!�'�" b� D�K��+! K$�+�������+  )C���+ ('0
$(-�)( ��!*��(��/����� '�6��� �6V�+� n  � N K$�0
+����' 	)�/���� (� <$���'���$%��# ')�&� ' *��)����0
)�'� Ω  +���)( Cn

N  )C���'� �$�&�*� (����  )C���  +�0
-� ' � (aj1 , aj2 . . . , ajm, bi1 , bi2 , . . . , bin−m)� <�������0
��� ����$ +�B�� '�6���% Cm

M )*�)�6�+ # ��)�������0
��� 8 Cn−m

N−M � D� �)��'��+! *��' $! ��+6 ����� � 
	$�++� ��� / )$� 6$�&�*� (���C  )C���' ��'��

Cm
MCn−m

N−M .

H)��+�( '���(���)�% ��'��

P (A) =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

.

1�6�� '���(���)��" {P (m), m = m0,m0 +1, . . . , m1}#
&��

P (m) =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

,

m0 = max (0,M − N + n), m1 = min (M,n),

����'���)( �������	����������� ���������������
-�	��� 6# D�  &�� ' )*���$���  � =� ' ��' )*��0

��# ���!+���'����C ��� 1, 2, . . . , 49# ��/��� '�-�)( $-0
6�� L ' ��'� D� ����&��3� =� *����!+���'����C 3�0
��' �.���$%�� *���+�3 '�-�)(# *�)$� /�&�  � � C :��!0
��/!: '�6 ����)( *��'�" 3��� 9)��'3 �)( 3��� '��'%
*���+�3 '�-�)(# *�)$� /�&�  � � C :��!��/!: '�6 ��0
��)( '����" 3��  ���� �� ��C *��# *��� �� 6!��� '�6��0
�� L 3���'� N)$ ')� L ��/����!��C 5�+ ��+���' )�'0
*��!� ) ����&�����+ # �� 5� *�$!/���� +��) +�$%��"

=�
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'� &��3# �)$  � ��/����!��C ��+���' ��'�� �� $-6��
��+��� )�'*��!� ) ��� + �� ���+(  � ����&�����C# ��
5�+ ��)�����)( + � +�$%��" '� &��3� ����'� '���(�0
��)�% +��) +�$%��&�  + � +�$%��&� '� &��3� �� �� �
6 $�� )*���$���Y

9/�' ���# �����( ����/� 8 /�)���" )$!/�" *�����!0
.�"� ��")�' ��$%��# ! ��)  +���)( =� ' ��' )*���� 	����0
$�"#  � � C L '� &��3��C 	)���������C� 5�6 ����)(
L ��+���' )*���� 	����$�"� N)$ )�6�� � A )�)�� � '
*�$!/��  +��) +�$%��&�# � )�6�� � B 8 ' *�$!/��  
+ � +�$%��&� '� &��3�# �� A 8  � '�6�����C L ����0
$�" ')� L 8 )����������# B 8  � '�6�����C L ����$�"
��'�� � )����������� <$���'���$%��#

P (A) =
1

C6
49

= 7.151 · 10−8; P (B) =
C3

6 · C3
43

C6
49

= 0.017650.

-�	��� 7# 5 $ �� ��0K��B��&� ��+� �� *��'�+ K��0
B� '�3$� � /�$�'��� D���*�$�&���)(# /�� ��B��" +�B��
'�"� �� $-6�+  � K��B�"# ��/ ��( )� '����&�� ����0
'� '���(���)�% ��&�# /�� � ')� '�"�!� �� �0+ K��B�Q 6
')� '�"�!� �� ����+  ��+ B� K��B�Q ' ')� '�"�!� ��
�����C K��B�CY

H)C�� �����&� '���(���)���&� K�)*�� +���� �*����0
$(��)( !����� �+ ��+���' K��B�"# '�6�����C ��B��+
 � $ �� D�K��+! ' ��/�)�'� K$�+�������&�  )C��� '��%+�+
ω = (a1, a2, . . . , a7) 8 '�6���!  � +��B�)�'� ')�C ��*!0
)� +�C K��B�" {2, 3, . . . , 11}� D� K��+ '�6��� )$��!0
�� ��))+��� '��% ��� !*��(��/����� 	:��$( '�3�$ ��
�0+# � D��( 8 �� �0+:  :D��( '�3�$ �� �0+# � ��0
$( 8 �� �0+: �)�% �� ����  �� B�  ) '��'��.�� 0
�+ 	��������� $ �� ' *� �� *� +�&!� '�"� �� ����+
 ��+ B� K��B�� H���# Ω = {(a1, a2, . . . , a7) : ai =

=L
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2, 3, . . . , 11 (i = 1, 2, . . . , 7)}� D�K��+! / )$� ')�C '��0
+�B��C  )C���' ��'��

n = A7
10 = 107.

D!)�%
A = {')� '�"�!� �� � K��B�},

B = {')� '�"�!� �� ����+  ��+ B� K��B�},
C = {')� '�"�!� �� �����C K��B�C}.

<�6�� - A 6$�&�*� (�)�'!�� �� �)�'����"  )0
C�� (7, 7, 7, 7, 7, 7, 7)# )�6�� - B 8 �
  )C�0
��' (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)# (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3)# . . . #
(11, 11, 11, 11, 11, 11, 11)# )�6�� - C 8 A7

10  )C���'�
<$���'���$%��#

P (A) =
1

107
; P (B) =

10
107

= 10−6; P (C) =
A7

10

107
= 0.06.

-�	��� 1&# 5 /!$��� ��C�� �)( n *�� 6�� ���� H� � C
��!��/! '�6 ��-�)( 2r 6�� ��� (2r < n)� ����'� '���0
(���)�% ��&�# /�� )��� '�6�����C 6�� ��� ��)!�)�'!-�
*�����Y

���!+���)( '�6�� 6�� ��� �)!.�)�'$(��)( 6�� '��0
'��.�� (� 1�)  �����)!�� )�)��' '�6�����C 6�� ���Q *�0
�(���# ' ������+ �� '�6 ��-�)(# ��  +��� ���/�� (�
D�K��+! ���� *�$%��'��%)( ��!*��(��/����+ '�6����0
+ 6�� '��'��.�� (# ���� )�/���� (+ � 5)�&� 2r 6�� ���
 � 2n 6�� ��� +�B�� '�6���% C2r

2n )*�)�6�+ � �$( *��0
)/��� / )$� K$�+�������C  )C���'# 6$�&�*� (�)�'!-. C
)�6�� - A = {)��� '�6�����C 6�� ��� ��)!�)�'!-�
*�����}# +�)$���� '�6���+ 2r *��  �  +�-. C)( n *��#
/�� +�B�� )��$��% C2r

n )*�)�6�+ # *�)$� /�&� ' ��B��"

=�
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*��� +�B�� '�6���% �� �  � 6�� ���' � )*�)�6�+ � D�
�)��'��+! *��' $! ��+6 ����� � / )$� 6$�&�*� (���C
 )C���' ��'�� 22rC2r

n � D�K��+!  )��+�( '���(���)�% ��'0
��

P (A) =
22rC2r

n

C2r
2n

.

D� ��3��  ����/ �� �$�)) /�)��� �*����$�� � '�0
��(���)� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' +�B��
'�6 ���% *� �����+!�

-�	��� 11# n ��!��" ��!��/! ��))�B '�-�)( �� ��!&0
$�+ )��$�+� 1�"� '���(���)�% ��&�# /�� �'� � �) ��0
'����C $ �� A  B )(�!� �(��+# *� /�+ B )$�'� �� A�

1 
��
��� 5)�&� n ��!��" +�B�� ��))�� �% n! )*�)�6�0
+ � J �� A +�B�� *�)�� �% �� $-6��  � n +�)� n )*�0
)�6�+ # ��&�� B )�� �)( )$�'� �� A �� �)�'����+ )*�)�0
6�+Q �)��-�)( n − 2 $ ��# ������� +�B�� ���+�)� �% ��
�)��'3 �)( n − 2 +�)�� (n − 2)! )*�)�6�+ � D�K��+! / )0
$� 6$�&�*� (���C  )C���' ��'�� n · 1 · (n − 2)!�  )��+�(
'���(���)�% �)�%

P (A) =
n(n − 2)!

n!
=

1
n − 1

.

% 
��
��� H��! � '�� *��(���# /�� $ �� A +�B�� *�0
)�� �% �� � �) ��'����� +�)��� 2�&�� �)��$%��� $ ��
+�B�� ���+�)� �% (n− 1)! )*�)�6�+ � J �� B +�B�� *�0
)�� �% )$�'� �� A �� �)�'����+ )*�)�6�+Q �)��-�)( n−2
$ ��# ������� +�B�� ���+�)� �% �� �)��'3 �)( n−2 +�0
)�� (n−2)! )*�)�6�+ � D�K��+! / )$� 6$�&�*� (���C  )0
C���' ��'�� 1 · (n − 2)!# �  )��+�( '���(���)�% �)�%

P (A) =
(n − 2)!
(n − 1)!

=
1

n − 1
.

=�
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2 
��
��� H��! � '�� *��(���# /�� ���+�.�� � $ �#
��$ /��C �� A  B ��  +��� ���/�� (� 5)�&� $ �� A  
B +�B�� ��))�� �% A2

n = n(n− 1) )*�)�6�+ � �$( 6$�&�0
*� (���&� )$!/�( $ �� A +�B�� *�)�� �% n )*�)�6�+ #
��&�� B �� �)�'����+ )*�)�6�+ )�� �)( )$�'� �� A� D�0
K��+! / )$� 6$�&�*� (���C  )C���' ��'�� n · 1� H)��+�(
'���(���)�% �)�%

P (A) =
n

n(n − 1)
=

1
n − 1

.

' 
��
��� H��! � '�� ()��# /�� $ �� A +�B�� *�)�0
� �% �� � �) ��'����� +�)��   �����)�'��%)(# ��� ����0
) ��$%�� ��&� )(��� B# �� ��))+��� '�( )*�)�6� ���+�0
.�� ( �)��$%��C $ �� J �� B +�B�� *�)�� �% �� $-6��
 � �)��'3 C)( *�)$� A +�)� n − 1 )*�)�6�+ Q 6$�&�*� 0
(���" )*�)�6 8 �� �# ��&�� B )(��� )$�'� �� A� H)��+�(
'���(���)�% �)�%

P (A) =
1

n − 1
.

D� '���+ *� +��# *�����'�-. " *���*�/� ��$%0
��)�% ��3�� ( ����/  � *� +��� �� *��'�+ )*�)�6�+�

-�	��� 1%# 1�!��/! *��6��)�'�-�)( �'� *��' $%���
+������ ����'� '���(���)�% '�*���� ( �����C )�����
�� K� C +�����CY

1 
��
��� 5 ��/�)�'� *��)����)�'� K$�+�������C  )C�0
��' '��%+�+ Ω = {	���#	���#	���#	���}# &�� *��'�( *�� 0
� ( ' *��� 8  )C�� *��6��)�'�� ( *��'�" +�����# '����(
*�� � ( 8  )C�� *��6��)�'�� ( '����" +������ <�6�0
� - A = {'�*���� � �����C )�����} 6$�&�*� (�)�'!��
�'�  )C��� 	���#	���� D�K��+! P (A) = 2

4 = 1
2 �

% 
��
��� 5 ��/�)�'� *��)����)�'� K$�+�������C  )C�0
��' '��%+�+ Ω̃ = {%��%��
��
�}# &�� �� 8 '�*���� � �'!C

=�
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:&��6�':# �� M '�*���� � �'!C :��3��:# 
��
� 8 '�*�0
��� � �� ����"  � +���� :&��6�:# � �� ��!&�" 8 :��30
� :� <�6�� - A 6$�&�*� (�)�'!�� �� �)�'����"  )C��
:)+�)%:# *�K��+! �&� '���(���)�% P (A) = 1

3 �
���!+���)( � )*�)�6 ��3�� ( ��*��'�+�/��# *�)��$%0

�! *��'������( ������ ��� ( Ω 	 )C��� 	���  	��� �6V0
�� ���� '  )C�� :)+�)%: *� '�$� � ��+!# /�� ' *��)����0
)�'� Ω̃  )C��� �� ��'��'���(���� <$���'���$%��# �$�)) 0
/�)��� �*����$�� � ��*� +�� +��

5��'��.�()% � *� +��! ��# ��+�� +# /�� ������ 0
��� ( *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' )*�)�6� � '
)*�)�6�C �0= ���$-/�$�)% ' �6V�� ���  ' ��'��  )C�0
�� �� ����'�&� / )$� ��'��'���(���C  )C���'� D�K��+!
��'��  )C��� �����$ )% ���B� ��'��'���(���+ � P��6�
�� ������%)( ' ) �!��  �0&� )*�)�6� *� +��� ��# ����0
+���!��)( ' ��/�)�'� K$�+�������C  )C���' )���! '�6 0
���% :�� 6�$�� +�$� �# ����$ +��:  )C��� )$!/�"��&�
K�)*�� +�����

� !� "�����������	� ������
�����

#�����	���	 ������ ������
����$

D���*�$�B +# /�� �� ������� Ω = [a, b] :��!��/!: 6��0
)���)( ��/��� D�� )$�'�+ :��!��/!: *�����!+�'���0
)( ��� ����# /�� '���(���)� *�*���� ( ��/� ' ���0
$ /��� /�)� ������� �� ����'�" �$ �� )�'*���-�� 5
/�)���)� # ��$B�� )�'*����% '���(���)� *�*���� ( '
������/�/��� +��B�)�'�� D� * 3�+ ��B��+! ������0
/�/��+! +��B�)�'! {ω} '���(���)�% P ({ω}) = p(ω) =
p# *���6�� ��+!# ��� K�� ��$�$�)% *� ���)��!�� '��0
��) �+�� /�)��+ �*����$��  '���(���)� ' � )������+
*��)����)�'� K$�+�������C  )C���'� N)$ A 8 +��B�0

�




S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

)�'� ��� ���$%��C / )�$ ������� [a, b]# �� ' ) $! ��&�#
/�� A ⊂ [a, b]#  +��+

P (A) ≤ P (Ω) = 1. (4.1)

N)$ p > 0# �� P (A) =
∑

ω∈A
p(ω) = p + p + p + . . . = ∞# /��

*��� '���/ � 	=��� D�K��+! ������/�/��+ +��B�)�'�+
+� ��$B�� *� * )��% �!$�'!- '���(���)�%� 5 ) $!
)/����" ��� � '��)� '���(���)� �!$�'!- '���(���)�%
6!�!�  +��% ')� �� 6�$�� /�+ )/����� *��+��B�)�'�
������� [a, b]� ���+� ��&�# �� � /�!- '���(���)�% 6!���
 +��% Ω  ')� �&� *��+��B�)�'�# ��$ /�-. �)( �� ��&�
�� �� 6�$�� /�+ )/����� +��B�)�'� ��/��� �$( �*����$�0
� ( '���(���)��" ')�C  ��C ��)/����C *��+��B�)�' Ω
 ����+��  � ��+# /�� p = 0# ����)����/��# ��� ��� �*�0
��� ( )!++ ��'�� ( �*����$(��)( ' +���+�� �� ��$%��
�$( ����/��&� 	�6�/��( )!++�  )/����&� 	)!++� �(��
/ )$� )$�&��+�C� 5 /�)���)� # +� �� +�B�+ �*����$ �%
'���(���)�% *�*���� ( 6��3����" ��/� �� �������
[a, a+b

2 ]# C��(  ��! � '�� ()��# /�� K�� '���(���)�%
��'�� 1

2 � D� �$�)) /�)��+ �*����$��  ' ��/�)�'�
'���(���)� 6��$�)% ����3�� � / )$� 6$�&�*� (���C
 )C���' � / )$! ')�C '��+�B��C  )C���'� 5 ��))+�0
�� '��+�+ )$!/�� �6� K� C / )$� 6�)����/��� D�K��+!
�)��)�'���� ��+�� �% K� / )$� �� )���'��)�'!-. �
�$ ��� 96�6.�� �+ *��(� ( �$ �� ('$(��)( +��� J�6�0
&�� 9����� �� ')� *��+��B�)�'� ������� [a, b]  �+�� +�
*� J�6�&!� <$���'���$%��# +� �� +�B�+ �*����$ �% '�0
��(���)�% 6��3����" ��/� ' +��B�)�'�# ��  �+�� +��
*� J�6�&!� N)��)�'���� *�K��+! )�6�� (+ ����'��%
�� ')� *��+��B�)�'� [a, b]# � ��$%�� ��  � � C# �������
('$(-�)(  �+�� +�+ � X���3�  �'�)���# /��  �+�� 0
+�� *��+��B�)�'� ������� [a, b] �6���!-� σ0�$&�6�!#

��
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�����!- +� �6����/ + F � D� C�� + � ��� ����'��+�+!
��	���������	�� 	���������< ���	��	����

(���������� 6$2$ !	
����� ����'���)( K$�+���
A σ0�$&�6�� F � %��	��	���< �	������ ��!��/!
6��3����" �� ������� [a, b] ��/� � ��	�����	 A ����0
'���)( / )$�

P (A) =
μ(A)
b − a

,

&�� μ(A) 8 +��� J�6�&� +��B�)�'� A�

R�� �*����$�� � �)��)�'����+ �6����+ �6�6.���)(
�� )$!/�"# ��&�� ��/�� 6��)���)( ' n0+����+ *��)����0
)�'�� D!)�% Ω 8 +��B�)�'� ' Rn#  +�-.�� ����/�!- n0
+���!- +��! J�6�&� μ(Ω)# F 8 σ0�$&�6��  �+�� +�C *�
J�6�&! *��+��B�)�' +��B�)�'� Ω� R$�+���� F ����'�0
-�)( �	
������ N)$ n0+����( ��/�� :��!��/!: 6��0
)���)( ' Ω# �� ���	��	��� �� �	������ ' A ∈ F
�*����$(��)( ' )���'��)�'  ) *��' $�+ ��	�������8
��	� ���	��	����

P (A) =
μ(A)
μ(Ω)

,

&�� μ 8 n0+����( +��� J�6�&��
9�+�� +# /�� ' *� $�B�� (C ��� *��' $� ')���/�0

-�)( +��B�)�'�#  +�-. � n0+����" �6�+# ������"  
'�)�!*��� ' ��/�)�'� +��� J�6�&�� 1�*� +��# ' R1 K��
�)�% �$ ��# ' R2 8 *$�.��%# ' R3 8 �6V�+�

-�	��� 1# <�!����  )�!������ ��&�'�� $ )% ')���0
� �%)( ' �*����$����+ +�)�� +�B�! ��  �� /�)�+ � D� 0
3��3 " B��� ��!&�&� ' ��/�� � �
 + �!�# *�)$� /�&� !C�0
� �� D���*�$�&�(# /�� ��B��"  � � C '�6 ���� +�+���

��



S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

)'��&� *� C��� ' ��/�� � !�������&� /�)� :��!��/!:# ��"0
� �� '���(���)�% ��&�# /�� ')���/� )�)�� �)(�

�$( !��6)�'� 6!��+ ����'��% ��  �� /�)�' )���'��0
)�'���� 
  � /�)�+ ��( 	�$( ��&�# /��6� ��)/�� '��0
+�� ��/ ��$)( �� 
� 5 ��/�)�'� K$�+�������&�  )C���
'��%+�+ !*��(��/���!- *��! ω = (x, y)# &�� x 80 +�0
+��� *� C��� )�!�����# y 8 +�+��� *� C��� )�!����� �
2�&�� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' *���)��'$(��
)�6�- �'����� Ω = {ω = (x, y) : x, y ∈ [0, 1]}� <�6�0
� �# )�)��(.�� ' ��+# /�� ')���/� )�)�� �)(# *���)��'$(0
��  � )�6( �� ��/� �� � /��&� �'������ Ω# �$( ����0
��C �����)�% +�B�! +�+����+ *� C��� )�!�����  )�!0
����� *� +��!$- �� *��'�)C�� � �7�/�)� 	Z�
 + ���
A = {ω = (x, y) : |y − x| ≤ 1

3 , x, y ∈ [0, 1]}� 1� � )��

1/3

1/3

1

1 x0

y

A

W

y=x-1/3

y=x+1/3

� )��

��
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)�6�� � A  ��6��B��� ' ' �� ��3�� C�'����" /�)� �'�0
������ D� *��' $! &��+��� /�)��" '���(���)�  )��+�(
'���(���)�% ��'�� ����3�� - *$�.���"�

P (A) =
S(A)
S(Ω)

= S(Ω) − S(A) = 1 −
(2

3

)2
=

5
9

>
1
2
.

E�+�� +# /�� �)$ 6� )�!����  )�!������ ��&�'�� $ )%
B���% ��!& ��!&� ' ��/�� � �� + �!�# �� '���(���)�%
')���/ 6�$� 6� ��'��

P (A) = 1 −
(3

4

)2
=

7
16

<
1
2
.

9�+�� +# /�� '�6�� K$�+�������C  )C���' *� ��3�0
�  ����/ �� &��+��� /�)�!- '���(���)�% �� ('$(��)(
�������/��+� 1�*� +��# ' *� +��� � ' ��/�)�'� K$�0
+�������&�  )C��� +�B�� 6�$� '�(�% ω = (x, y)# &�� x
8 +�+��� *� C��� *��'�&�  � $ �# y 8 +�+��� *� C���
'����&� $ ��� 2�&�� Ω = {ω = (x, y) : 0 ≤ x ≤ y ≤
1}, A = {ω = (x, y) ∈ Ω : y−x ≤ 1

3}� 2�+ �� +���� )$��!��
��+�� �%# /�� *� '�6��� *��)����)�'� K$�+�������C
 )C���' ' ����/�C �� &��+��� /�)�!- '���(���)�% ���60
C�� +� *��('$(�% �)����B��)�%�

�� !6�� $ )% ' ��+# /�� ��B� ' *��)��"3�+ )$!/��
��)/����&� 	��� )������&� *��)����)�'� K$�+�������C
 )C���' ' ��/�)�'� )�6�� " ���� 6���% �� *�� �'�$%0
��� *��+��B�)�'� Ω# � ��$%�� ��# ������� �6���!-�
�������!- σ0�$&�6�!� 5 �6.�+ )$!/�� ' ����  '���(�0
��)��" *� �(�� � �) ��'��% �*����$���!- σ0�$&�6�!
*��+��B�)�' *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' F #
K$�+���� ������" ����'�-� )�6�� (+ � D� K��+ �$(
*��+��B�)�'  � Ω# �� *� ���$�B�. C F # '���(���)�%

�=



S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

�� �*����$(��)(� E�+�� +# /�� )$!/�" � )������&� *��0
)����)�'� '* )�'���)( ' ��))+��� '��+!- )C�+!# �)$ '
��/�)�'� F '�(�% )�'��!*��)�% ')�C *��+��B�)�'  � Ω�
2�� ��� *��(� � σ0�$&�6��  )*�$%�!��)( ' �)��'�� (C
����  '���(���)��"# ��*�+� + �&� �*����$�� �  ����0
����� )'�")�'��

(���������� 6$4� < )��+� A *��+��B�)�' +��B�0
)�'� Ω ����'���)( ����
�	�# �)$ 

1. Ω ∈ A, ∅ ∈ A.

�� N)$ A, B ∈ A# �� A ∪ B, AB, A \ B ∈ A�

2�� + �6����+# �$&�6�� 8 ) )��+� *��+��B�)�'
Ω# )����B�.�( Ω  ��+��!��( ����) ��$%�� ����/��0
&� / )$� ������ ��0+��B�)�'����C �*���� " 	+� ��
)���+ +)( ' �*����$�� (C �$&�6��  σ0�$&�6��  )*�$%0
��'��% + � +�$%��� / )$� )'�")�'# ��)����/��C �$(  C
�*����$�� (�

(���������� 6$>� < )��+� F *��+��B�)�' +��B�0
)�'� Ω ����'���)( σ8����
�	�# �)$ 

�� F 8 �$&�6���

�� N)$ An ∈ F (n = 1, 2, . . . )# ��
∞⋃

n=1
An ∈

F ,
∞⋂

n=1
An ∈ F �

D�K��+! σ0�$&�6�� 8 ) )��+� *��+��B�)�' Ω# )�0
���B�.�( Ω  ��+��!��( ����) ��$%�� �� 6�$�� /�+

��
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)/����&� / )$� ������ ��0+��B�)�'����C �*���� "�

-�	��� %� < )��+� F∗ = {∅, Ω}# )�)��(.�(  �
�'!C *��+��B�)�' Ω# ('$(��)( σ0�$&�6��" 	 ��+ 6�$��
�$&�6��"� R�� )�+�( :6����(: σ0�$&�6�� ����'���)(
���������	�� N)$ F 8 $-6�( σ0�$&�6�� *��+��B�)�'
Ω# �� F∗ ⊂ F �

-�	��� 2� < )��+� F∗ = {A : A ⊂ Ω}# )�)��(.�(  �
')�C *��+��B�)�' Ω# ('$(��)( σ0�$&�6��" 	 ��+ 6�$��
�$&�6��"� R�� )�+�( :6�&���(: σ0�$&�6��� N)$ F 8
$-6�( σ0 �$&�6�� *��+��B�)�' Ω# �� F ⊂ F∗�

-�	��� '� < )��+� FA = {∅, Ω, A, A}# )�)��(.�(
 � /�����C *��+��B�)�' Ω# &�� A ⊂ Ω# ����'���)(
σ8����
�	�; �	�	�����	� ��	�����	� A� N)$ FA

8 $-6�( σ0�$&�6�� *��+��B�)�' Ω# )����B�.�( A# ��
FA ⊂ FA�

-�	��� 3� D!)�% D = {D1, D2, D3, . . . }
8 )/����� ���6 �� � Ω �� ��*!)��� +��B�)�'�
	Ω = D1 + D2 + D3 + . . . � 2�&�� σ0�$&�6�� *��+��B�)�'
Ω# )�)��(.�(  � ')�C ����/��C  $ )/����C �6V�� 0
��� " +��B�)�' ) )��+� D# ����'���)( σ8����
�	�;
�	�	�����	� ���
������ D  �6����/���)( σ(D)�

7���� 6$6� -�
�� X : ��������� 
	
���� ������,

��
� �����
�� Ω# <���� 
���
�� � ��	����"��

������� α(X) 	 ��	����"�� σ,������� σ(X)� 
�������	�

	
���� X#

��� � � � � � $ % ) � ' �� D� ���"��" +��� ���� �$&�6��
 σ0�$&�6��# )����B�.�( X# )!.�)�'!�� 	��*� +��#

�L



S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

F∗� D!)�% α(X) 8 *���)�/�� � ')�C �$&�6�# � σ(X)
8 *���)�/�� � ')�C σ0�$&�6�# )����B�. C ) )��+! X�
9/�' ���# α(X) 8 �$&�6�� 	��� *���)�/�� � �$&�6�#
σ(X) 8 σ0�$&�6�� 	��� *���)�/�� � σ0�$&�6�� 9� 
('$(-�)( + � +�$%��+ � 1�*� +��# *�)��$%�! �)$ 
A ∈ σ(X)# �� A *� ���$�B � $-6�" σ0�$&�6�� F #
)����B�.�" X# ���� σ(X) ⊂ F # )$���'���$%�� σ(X) 8
+ � +�$%��� �

9�+�� +# /�� σ(D) ' *� +��� � ��� ���  ('$(��)(
�� +��%3�" σ0�$&�6��"# )����B�.�" ) )��+! D�

D!)�% Ω 8 *��)����)�'� K$�+�������C  )C���'#
)���'��)�'!-.�� ��������+! )$!/�"��+! K�)*�� +���!#
F 8 ��������( � �) ��'����( σ0�$&�6�� *��+��B�)�'
+��B�)�'� Ω�

(���������� 6$@� !	
����� ����'���)( $-6�"
K$�+��� σ0�$&�6�� F �

5 ��$ / � �� /�)���&� )$!/�( � )������&� *��)����0
)�'� K$�+�������C  )C���' ' �6.�+ )$!/�� )�6�� (+ 
6!�!� ('$(�%)( �� ')� *��+��B�)�'� Ω# � ��$%�� ��
 � � C# ������� 'C��(� ' σ0�$&�6�! F � H ��$%�� �$(
� C 6!��� �*����$(�%)( *��(� � '���(���)� � 5 )$!/��
� )������&� *��)����)�'� ' ��/�)�'� F �6�/�� 6����)(
)�'��!*��)�% ')�C *��+��B�)�' F∗ *��)����)�'� Ω�
2�� + �6����+# )$!/�" � )������&� *��)����)�'� 8
/�)���" )$!/�" ��))+��� '��+�" � B� �6.�" )C�+��

(���������� 6$A� D��� (Ω, F)# &�� Ω 8 ���������
+��B�)�'�# F 8 ��������( σ0�$&�6�� *��+��B�)�' +��0

��
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B�)�'� Ω# ����'���)( ��������� ��	��������	��

��B��+! )�6�� - A 	���� ��B��+! A ∈ F )��' �)(
' )���'��)�' � ��")�' ��$%��� / )$� P (A)# ����'��+��
���	��	���< �	
��� A# ��� + �6����+# /�� *� 
K��+ '�*�$���� )$��!-. � ��) �+��

>. P (A) ≥ 0 �$( $-6�&� )�6�� ( A 	��) �+� ��	���8
 ������	���Q

>>. P (Ω) = 1 	��) �+� �	����	����	���3;

>>>. P (
∞∑

n=1
An) =

∞∑
i=1

P (An) 	��) �+� �����	� ����8

����	����
��� !B� &�'�� $�)% ' *���&���� �# ��) �+� '���0

(���)� *���)��'$(-� �� /��  ���# ��� +���+�� /�)���
����B�� � �!���+����$%��C )'�")�' ����) ��$%��" /�0
)���� ��  )�$-/�� �+ ��&�# /�� �$( '��+�B��)� *� +�0
��� ( ����  +���   ���&��$� J�6�&� )'�")�'� ����/0
��" ��� � '��)� ����) ��$%��" /�)���� ��)3 ���� ��
)'�")�'� )/����" ��� � '��)� '���(���)� � D�)��$%�!
� ��)��(.�+! +�+���! �� *�$!/��� � ����&� ���!$%��0
��# �)��'����&� �� *� '������" ��) �+�� ��  *��� '�0
��/�.�&� K�)*�� +����$%��+ �����+# ����� ��)3 ��� �
'*�$�� *� �+$�+��

2��"�� (Ω, F , P )# &�� Ω 8 *��)����)�'� K$�+�����0
��C  )C���'# F 8 ��������( σ0�$&�6�� *��+��B�)�' +��0
B�)�'� Ω# P 8 '���(���)�% 	'���(���)���( +��� �� F #
����'���)( ���	��	����� ��	��������	�  $ ���	8
��	���	� �	����< �������	�	 9������������ D� 
K��+ '���(���)�% P 8 K�� ��")�' ��$%��( �!��� (# �*��0
��$����( �� �$�))� ')�C )�6�� " F  !��'$��'��(-.�(
��) �+�+ >0>>>� 5 +���+�� �� ����� ����$%��( )/����0

��



S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

��� � '��( �!��� ( μ# �*����$����( �� ��������" σ0
�$&�6��  ����(# /�� μ(∅) = 0# ����'���)( +���"� ��0
��# �$( ������" μ(Ω) < ∞# ����'���)( '*�$�� ����/��"�
N� �)�'�����# /�� '���$(�� '���(���)�%  $ '���(���)�0
�!- +��!  � �$�))� ')�C +�� �� F # K�� ��# /�� P (Ω) = 1�
5 ����  +��� '���(���)���� *��)����)�'� (Ω, F , P ) +�
6� ���'�$ ��������� ��	��������	� � ���	� P �

1�*�+� + �� � '�B��" ����  � ����  +���# ����0
��+ +� /�)�� 6!��+ *�$%��'��%)(� ���� μ ��  �+�� +�+
*��)����)�'� (Ω, F) ����'���)( σ0�	����	�# �)$ 
)!.�)�'!�� *�)$���'���$%��)�% {An}  �+�� +�C 	����

*� ���$�B�. C F +��B�)�' An ��� C# /�� Ω =
∞⋃

n=1
An

 μ(An) < ∞�

&�	���� 	 ��	�	������ ����� = ��� σ,��������
���� μ ����� �!�� ��	�
����!� 
��
���� ��������,

�� 
 ������! A �� ��	����"� σ,������� F = σ(A)� 
�,
������� ������� A�

1�*�+� +# /�� K�� ����/���� D��'���/�$%�� +���
μ �*����$��� �� �$&�6�� A� 2�&�� )!.�)�'!�� +��� μ1#
�*����$����( �� F  ����(# /�� μ1(A) = μ(A) �$( ')�C
A ∈ A# ������(  ����'���)( *����$B�� �+ +��� μ )
�$&�6�� A �� σ0�$&�6�! F � N� �)�'����)�% *����$B�� (
����/���# /�� �)$ μ1  μ2 8 �'� +��� �� F ��� �# /��
μ1(A) = μ2(A) = μ(A) �$( ')�C A ∈ A# �� μ1(A) = μ2(A)
�$( ')�C A ∈ F �

>������	� 1� N)$ *���*�$�B �%# /�� ' )$!/�� � )0
������&� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���' '���(�0
��)�% �*����$��� �� �$( ')�C �&� *��+��B�)�'# � $ 3%
�� ��������" σ0�$&�6��# �� ����!��� !6�� �%)(# /�� '�0

��
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��(���)�% +�B�� 6��% *����$B���  *� ��+ 6�)����/0
��+ / )$�+ )*�)�6�' �� σ0�$&�6�! ')�C *��+��B�)�' *��0
)����)�'� K$�+�������C  )C���'� 1�*� +��# �)$ 6��)�0
��)(  &��$%��( ��)�%# �� Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}� D���*�$�0
B +# /�� '���(���)�% �*����$��� �� σ0�$&�6��

F = {φ,Ω, A,A},

&�� A = {1, 3, 5} 8 '�*���� � ��/����&� / )$� �/��'# A =
{2, 4, 6} 8 '�*���� � /����&� / )$� �/��'� D!)�%

P (φ) = 0, P (Ω) = 1, P (A) = 1/2, P (A) = 1/2.

N)$ K$�+�������+  )C���+ �#�#� *� * )��% *�� �'�$%0
��� '���(���)� p1 ≥ 0, p2 ≥ 0 p3 ≥ 0 ��� �# /��
p1 + p2 + p3 = P (A) = 1/2# �  )C���+ =#�#L 8 '���(���)� 
p4 ≥ 0, p5 ≥ 0, p6 ≥ 0 ��� �# /�� p4+p5+p6 = P (A) = 1/2#
�� *�$�&�(

P (A) =
∑
i∈A

pi, A ⊂ Ω,

+� *����$B + *��'���/�$%�� ������!- �� F '���0
(���)�% �� σ0�$&�6�! ')�C *��+��B�)�' *��)����)�'�
Ω� �$( �6�6.�� ( K��"  �� �� )$!/�" *�� �'�$%��&�
� )������&� *��)����)�'� Ω ��3 �� )$��!-.!- ����/!�

>����� 1� ����B ��# /�� �)$ Ω � )������# �� $-6�(
σ0�$&�6�� �&� *��+��B�)�' *���B����)( �� 6�$�� /�+
)/����+ ���6 �� �+ Ω �� ��*���)���-. �)( /�)� �

N)$ ��*��% F *���B����)( ���6 �� �+
D1, D2, . . . (D1 + D2 + ... = Ω)# �� �$( *����$B�� (
'���(���)� ) σ0�$&�6��# *���B�����" K� + ���6 �� �+#
�� σ0�$&�6�! ')�C *��+��B�)�' Ω ��)����/�� �� ��B��+

L




S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

���+� Dk ���6 �� ( *� * )��% ��B��+! 'C��(.�+!
' ��&� K$�+�������+!  )C��! *�� �'�$%��+ �6����+
'���(���)�% p(ω)# $ 3% 6� '�*�$�($�)% p(ω) ≥ 0  ∑
ω∈Dk

p(ω) = P (Dk)� 5���(���)�% �$( $-6�&� A ⊂ Ω

�*����$(�+ )�&$�)�� ���)��!�� '��0��) �+�� /�)��+!
�*����$�� - '���(���)� �

H���# �� �&��� / '�( �6.��)� # ' )$!/�� � )������&�
*��)����)�'� K$�+�������C  )C���' +�B�� )/ ���%  �+�0
� +�+ ')� *��+��B�)�'� Ω 	���� ' ��/�)�'� σ0�$&�6�� F
6���% )�'��!*��)�% ')�C *��+��B�)�' Ω� R�� �*��'��0
'��� ��3� �*����$�� � )�6�� ( ' � )������+ *��)����0
)�'� K$�+�������C  )C���' ��� *�� �'�$%��&� *��+��B�0
)�'� Ω�

0��
�� �������
�	�

�� .�������
�� ����������� 
��!�	� ���� ��� �
P (∅) = 0�

�$( ��&�# /��6� �����+�$%��� *���)��'$�� � � '�0
��(���)� ��� �6 : ���$%��": /�)���� &$!6B� *��� �$�
' )����� �  ���' '�$� '���(���)��!-  ��! � -# *�$��0
�� *���� ���+�$%��+ ��������$%)�'�+ ��B��&� )'�")�'�
*��'�)� �&� :/�)������: �6�)��'�� �� 2�� ��� ��'��0
+�B��+! )�6�� - �� 6$�&�*� (�)�'!�� � �� � '��+�B0
��"  )C��# �� ����) ��$%��( /�)���� ��'��+�B��&� )�0
6�� ( ��'�� 
�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D�)��$%�!

Ω = Ω + ∅ + ∅ + ∅ + . . . ,

��  )*�$%�!( ��) �+� >>  >>># *�$!/ +�

1 = P (Ω) = P (Ω) + P (∅) + P (∅) + P (∅) + . . . ,

L�
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���!��
P (∅) + P (∅) + P (∅) + . . . = 0.

< !/���+ ��&�# /�� P (∅) ≥ 0 *� ��) �+� I#  � *�)$����&�
��'��)�'� )$��!��# /�� P (∅) = 0. �

�� .�������
�� �������� 
��
��� �	����	� ��8
������	����

P (
n∑

k=1

Ak) =
n∑

k=1

P (Ak).

>����� % 	�/��% *��)��(� ����B ��# /�� K�� )'�")�'�
K�' '�$����� ����/��" ��� � '��)� �$( �'!C )$�&��0
+�C�

P (A1 + A2) = P (A1) + P (A2).

R�� )'�")�'� �$( ����) ��$%��" /�)���� *��'��($�)%
������

� � � � � � � � $ % ) � ' �� �$( k = n + 1, n + 2, . . . ''���+
Ak = ∅� 1� �)��'��  ��) �+� >>>  )'�")�'� �

P (
n∑

k=1

Ak) = P (
∞∑

k=1

Ak) =
∞∑

k=1

P (Ak) =
n∑

k=1

P (Ak).

�

�� 9
�	 A ⊂ B� �� P (B − A) = P (B) − P (A)�
2�� ��� A ⊂ B# �� ')(� " ���# ��&�� A *�� )C�0

� �# *�� )C�� � B� D�K��+!  � N *��'�� +�C K�)*�� 0
+����' / )$� ��C  � � C# ' ������C *�� )C�� � B − A#
���� *�� )C�� � B# �� �� *�� )C�� � A# ��'�� �����)� 
+�B�! / )$�+ K�)*�� +����'# ' ������C *�� )C�� � B#

L�



S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

 / )$�+ K�)*�� +����'# ' ������C *�� )C�� � A# ����
N(B) − N(A)� D� ���+!$� 	@�

PN (B − A) =
N(B − A)

N
=

N(B) − N(A)
N

=

=
N(B)

N
− N(A)

N
= PN (B) − PN (A),

���� ����) ��$%��( /�)���� !��'$��'��(�� K��+! )'�")�'!�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� N)$ A ⊂ B# �� B =

A + (B − A)� D� )'�")�'! � ����/��" ��� � '��)� 
P (B) = P (A) + P (B − A)# ���!�� )$��!�� ������'��+��
)'�")�'�� �

=� 9
�	 A ⊂ B� �� P (A) ≤ P (B)�
R�� )'�")�'� �$( ����) ��$%��" /�)���� *��'��($�)%

������
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5 ) $! *�����!.�&� )'�")�'�

� P (B − A) = P (B) − P (A)# �� *� ��) �+� > ����� ��0
��$%��)� P (B − A) ≥ 0# ���� P (B) − P (A) ≥ 0# ���!��
P (A) ≤ P (B)� �

1�*�+� +# /�� ) ++��� /�)��" �����)�%- +��B�)�'
A1  A2 ����'���)( +��B�)�'�

A1ΔA2 = (A1 \ A2) + (A2 \ A1).

�� 9
�	 P (A1ΔA2) = 0 �� P (A1) = P (A2)# ?��������
����� ������ ������@ �� �
�	 A1 = A2� �� P (A1ΔA2) =
0�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� )'�")�'! � ����/��"
��� � '��)� 

P (A1ΔA2) = P (A1 \ A2) + P (A2 \ A1) = 0.

L�
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D� ��) �+� > �6� )$�&��+�C ����� ����$%��Q *�K��+!
��B���  � � C ��'�� 
� 1� A1 \ A2 = A1 − (A1A2)  *�
)'�")�'! � P (A1 \ A2) = P (A1) − P (A1A2) = 0# ���!��
P (A1) = P (A1A2)� G��$�& /��# P (A2) = P (A1A2)� 9�)-0
�� P (A1) = P (A2)�

>����� 2� D� '�� �� *� +��# *�����'�-. "# /��  �
P (A1) = P (A2) �� )$��!�� P (A1ΔA2) = 0�

L� ��� � ���� 
��!�	� A !�������
� ������
��

0 ≤ P (A) ≤ 1.

2�� ��� 0 ≤ N(A) ≤ N # �� �$( ����) ��$%��" /�)����
K�� )'�")�'� '�*�$�(��)(�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� ��) �+� > ����� ����$%��0
)� P (A) ≥ 0� 2�� ��� $-6�� )�6�� � A ⊂ Ω# �� *�
)'�")�'! =  +��+ P (A) ≤ P (Ω)# �� ' ) $! ��) �+� >>
P (Ω) = 1� �

�� )���� ��
�� 	
	
=���� ��	���� ��	�����

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (AB).

�$( ��&�# /��6� *�)/ ���% / )$� K�)*�� +����'# ' ��0
����C *�� ��3$� )�6�� � A∪B# ���� C��( 6� ����  � )�0
6�� " A  $ B# ���� )$�B �% / )$� K�)*�� +����'# ' ��0
����C *�� ��3$� A# ) / )$�+ K�)*�� +����'# ' ������C
*�� ��3$� B� D� K��+ K�)*�� +����# ' ������C �� 
*�� )C�� $ ����'��+����# !/ ��'�-�)( ' �6� C )$�&��0
+�C� D�K��+!  � *�$!/����" )!++� ���� '�/�)�% / )$�
��� C K�)*�� +����'� 2�� + �6����+#

N(A ∪ B) = N(A) + N(B) − N(AB).

L=



S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

<$���'���$%��# �$( ����) ��$%��C /�)��� )'�")�'� � '�0
*�$�(��)(�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 9/�' ���# A∪B = A+(B−AB)�
5 ) $! ����/��" ��� � '��)� '���(���)� 	)'�")�'� �

P (A∪B) = P (A+(B−AB)) = P (A)+P (B−AB). (4.2)

2�� ��� AB ⊂ B# �� *� )'�")�'! �

P (B − AB) = P (B) − P (AB). (4.3)

��������$%)�'� ��'��3 �)(# �)$ *��)��' �% 	=�� '
	=��� �

D�)$����� )'�")�'� $�&�� �6�6.���)( �� *�� �'�$%0
��� ����/��� / )$� )$�&��+�C�

7′. P (A1 ∪A2 ∪ . . .∪An) = P (A1)+P (A2)+ . . .+P (An)−
−P (A1A2) − P (A1A3) − . . . − P (An−1An) + . . . +

+(−1)n+1P (A1A2 . . . An).

1�*� +��# �$( ���C )$�&��+�C )'�")�'�  +��� ' �

P (A1 ∪ A2 ∪ A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3)−
−P (A1A2) − P (A1A3) − P (A2A3) + P (A1A2A3).

>����� '� ����B �� )'�")�'� 7′�

�� .�������
�� ����	���������� 
��!�	� ����

P (A) = 1 − P (A).

2�� ��� '� ')(��+ K�)*�� +���� *�� )C�� � ����  
��$%�� ����  � )�6�� " A, A# �� / )$� K�)*�� +����'# '

L�
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������C *�� )C�� � A# *�$!/���)( '�/ ��� �+  � / )0
$� ')�C K�)*�� +����' / )$� K�)*�� +����'# ' ������C
*�� )C�� � A�

N(A) = N − N(A).

D�K��+! )'�")�'� � '�*�$�(��)( �$( ����) ��$%��"
/�)�����

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� �*����$�� - *��� '�*�0
$�B��&� )�6�� ( A = Ω − A# *� /�+ A ⊂ ΩQ *� )'�")�'!
� P (A) = P (Ω) − P (A)� 9)����)( ��$%�� !/�)�%# /��
P (Ω) = 1 *� ��) �+� >>� �

�� 9
�	 
��!�	� H1, H2, . . . , Hn ������ � ����� 
������� ��

P (H1) + P (H2) + . . . + P (Hn) = 1.

P�)�����(  ����*����� ( K��&� )'�")�'� ����( B�#
��� �$( )'�")�'� �# �� ��$%�� �� �$( �'!C# � �$( n )�0
6�� "�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� �*����$�� - *�$��" &�!**�
H1 + H2 + . . . + Hn = ΩQ *� )'�")�'! � ����/��" ��� � '0
��)� 

P (H1) + P (H2) + . . . + P (Hn) = P (Ω) = 1. �

9�+�� +# /�� )'�")�'� � ('$(��)( /�)���+ )$!/��+
)'�")�'� � *� n = 2# *�)��$%�! A  A ('$(-�)( *��0
� '�*�$�B��+ )�6�� (+ ��&��  ��$%�� ��&��# ��&��
�� �6���!-� *�$�!- &�!**!  � �'!C )�6�� "� E�+�� +
���B�# /�� )'�")�'� �  +��� +�)��  �$( )$!/�( *�$��"
&�!**�  � )/����&� / )$� )�6�� " 	' ��������$%)�'�
'+�)�� ����/��" ��� � '��)� ���� *� +�� �% )/���!-

LL



S =� ,��+��� /�)��( '���(���)�%� G�) �+�� �� ����  
'���(���)��"

��� � '��)�%�

�
� .�������
�� �������� 
��
��� �	������8
����	����

P (
∞⋃

n=1

An) ≤
∞∑

n=1

P (An).

>������	� %� R�� )'�")�'� '�*�$�(��)(  �$( ����/0
��&� / )$� )�6�� "�

9/�' ���# / )$� K�)*�� +����'# ' ������C *�� )0
C�� � C��( 6� ����  � )�6�� "# �� *��'�)C�� � )!++�
/ )$� K�)*�� +����'# ' ������C *�� )C�� � ��B���
)�6�� �� D�K��+! �$( ����/��&� / )$� )�6�� " K��
)'�")�'� �$( ����) ��$%��C /�)��� '�*�$�(��)(�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 2�� ���

∞⋃
n=1

An = A1 + A1 A2 + A1 A2 A3 + . . . ,

�� ' ) $! )/����" ��� � '��)�  )'�")�'� =

P (
∞⋃

n=1

An) = P (A1) + P (A1 A2) + P (A1 A2 A3) + . . . ≤

≤ P (A1) + P (A2) + P (A3) + . . . . �

D��B��# /�+ ���+!$ ��'��% )$��!-.�� )'�")�'�#
''���+ '�B��� �$( ����  '���(���)��" *��(� � )C�� 0
+�)� *�)$���'���$%��)� +��B�)�'�

(���������� 6$B� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�%
+��B�)�' {An} �:	���� � ��	������ A �����  

L�
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* 3!� An ↑ A# �)$ A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .  A =
∞⋃

n=1
An�

,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�% +��B�)�' {An} �:	8
���� � ��	������ A ����:�  * 3!� An ↓ A# �)$ 

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . .  A =
∞⋂

n=1
An�

��� !�	����	 ���������	��� ���	��	���� .�,
������
�� ������!�� 
�	��� �#�# �
�	 An ↑ A� ��
P (An) → P (A)� .�������
�� ������!�� 
����� �#�# �
,
�	 An ↓ A� �� P (An) → P (A)�

R�� )'�")�'� �� +�B�� 6��%  ����*��� ��'��� '
���+ ��C ����) ��$%��" /�)����# ��� ��� )'(���� )
6�)����/��+ *�)$���'���$%��)�(+ +��B�)�'�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D�)��$%�! An ∈ F # �� �$( �6� C
)$!/��' A ∈ F � D!)�% An ↑ A� 2�� ��� An ⊂ An+1# ��

A =
∞⋃

n=1
An = A1 + (A2 − A1) + (A3 − A2) + . . . � D�

��) �+� >>> )/����" ��� � '��)�  )'�")�'! �

P (A) = P (A1) + P (A2 −A1) + P (A3 −A2) + . . . = P (A1)+

+[P (A2)−P (A1)]+ +[(P (A3)−P (A2)]+ . . . = lim
n→∞P (An)

	'��% /�)���( )!++� *�)$����&� �(�� ��'�� P (An)� 9/�0
' ���# )C�� +�)�% P (An) � P (A) 8 +��������(�

D!)�% ��*��% An ↓ A� 1���!��� *��(�%  � �*����$�0
� ( =��# /�� ��&�� An ↑ A� D� ���������+! P (An) →
P (A)� 5 ) $! )'�")�'� � K�� ����/���# /�� 1 − P (An) →
1−P (A)# ���!�� ��+��$���� )$��!��# /�� P (An) → P (A)�
�

>����� 3� ����B ��# /�� �)$ P 8 ����/��0
��� � '��( �!��� ( +��B�)�'# �*����$����( �� σ0
�$&�6�� F # �� )$��!-. � = !)$�' ( K�' '�$������

L�



S �� �)$�'��( '���(���)�%� 1���' ) +�)�% )�6�� "���

� P )/����0��� � '��Q
� P ��*����'�� )� �!# ����

�)$ An ∈ F , An ↑ A, �� lim
n→∞P (An) = P (A);

� P ��*����'�� )'��C!# ����

�)$ An ∈ F , An ↓ A, �� lim
n→∞P (An) = P (A);

= P ��*����'�� ' :�!$�: 	*!)��+ +��B�)�'�# ����

�)$ An ∈ F , An ↓ ∅, �� lim
n→∞P (An) = 0.

D��'��(  ��&# +�B�� )�����%# /�� �������
�� 	�	
�������
���� ���� : ����� ������������ �� σ,�������
F 	����	���� ���
����
�� (Ω, F)� ��������� ���
�
��	 P (Ω) = 1 	� 
������������ ������ ��� 
��	

��
���	 ����� �������� ���!�

� %� &���
	� ������
����� '�(	���������

������$� )���*	 ��
�$ ������
���� �

+���*	 ,	$��	

P�)�� 6�'��� ���6C�� +� '�/ )$ �% '���(���)�% )�6�0
� ( B ' *���*�$�B��  # /�� ��)�!* $� ��������� )�6�0
� � A#  +�-.�� ��$ /�!- �� �!$( '���(���)�%� �$( K��0
&� �)��)�'���� ��))+��� '��% ��$%�� �� K�)*�� +����# '
������C *�� )C�� � A� D���*�$�B +# /�� ' N K�)*�� 0
+����C A *�� ��3$� N(A) ���# AB *�� ��3$� N(AB)
���� N)$ ��))+��� '�-�)( ��$%�� �� K�)*�� +����# '

L�
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������C *�� )C�� � A# �� )��� � C )�6�� � B *�� )0
C�� � N(AB) ���� D�K��+! ����) ��$%��( /�)���� B *� 
!)$�'  # /�� A ��)�!* $�# ��'��

PN (B/A) =
N(AB)
N(A)

=
N(AB)

N
N(A)

N

. (5.1)

D�)��$%�! *� 6�$%3 C N ����) ��$%��( /�)���� N(AB)
N

)��6 $ � �!��)( ���$� '���(���)� P (AB)# � ����) 0
��$%��( /�)���� N(A)

N 8 ���$� '���(���)� P (A)# ��# ���
' ���  � 	���# !)$�'��( ����) ��$%��( /�)���� PN (B/A)
6!��� )��6 $ � ��'��%)( ���$� / )$� P (B/A) = P (AB)

P (A) �
R�� *�����'��� �)��)�'����)�% )$��!-.�&� �*����$�� (
!)$�'��" '���(���)� �

(���������� @$2� D!)�% (Ω, F , P ) 8 '���(���)����
*��)����)�'�# A  B 8 )�6�� ( 	���� A,B ∈ F# *� /�+
P (A) �= 0� ���	��	� ���	��	���< �	
��� B 	��	8
�������	 A ��� ��� ���	��� A ����'���)( / )$�

P (B/A) =
P (AB)
P (A)

. (5.2)

&�	���� @$4� -�	 *	�
	������� A ������ ���

P (A) �= 0� �
����� �������
�� P (B/A) ��� *����	�
�����
�� B ∈ F �����
� �������
�� A�����,

��
���� �����B �� F �
� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� ���+!$� 	��� ��B��+! B ∈

F )��' �)( ' )���'��)�' � ��")�' ��$%��� / )$� P (B/A)�
9)����)( *��'�� �% '�*�$��� � ��) �+ >0>>>� 2�� ���
P (AB) ≥ 0, P (B) > 0# �� �$( $-6�&� B ∈ F 6!���

�
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P (B/A) ≥ 0# ���� )*��'��$ '� ��) �+� >� ��$��# *�)��$%0
�! AΩ = A# ��

P (Ω/A) =
P (AΩ)
P (A)

=
P (A)
P (A)

= 1.

1������# �)$ B1, B2, B3, . . . *�*���� �� *���0
)���-�)(# �� ��+ 6�$�� *�*���� �� *���)���-�0
)( AB1, AB2, AB3, . . . ���  C /�)� � D�K��+!
A(B1 + B2 + B3 + . . . ) = AB1 + AB2 + AB3 + . . . #
)$���'���$%��#

P
( ∞∑

n=1

Bn/A
)

=
P

(
A

( ∞∑
n=1

Bn

))
P (A)

=
P

( ∞∑
n=1

ABn

)
P (A)

=

=

∞∑
n=1

P (ABn)

P (A)
=

∞∑
n=1

P (ABn)
P (A)

=
∞∑

n=1

P (Bn/A),

���� '�*�$���� ��) �+� >>>� �
2�� + �6����+# !)$�'��( '���(���)�% *� � �) ��0

'����+ A �6$����� ')�+ )'�")�'�+ 	�6�/��" '���(�0
��)� � 1�*� +��# P (B/A) = 1 − P (B/A); �)$ Bn ↑
B# �� P (Bn/A) → P (B/A)� H���# �)$ ��))+��� '��%
��$%�� �� K�)*�� +����# ' ������C *�� )C�� � )�6�� �
A# ��  C +���+�� /�)��" +���$%- ('$(��)( '���(���)�0
��� *��)����)�'� (Ω, F , P (·/A))� H��&�� 6�'��� !��6��
��))+��� '��% )!B�� � +��� P (·/A) �� +��B�)�'� A�
5 K��+ )$!/�� ' ��/�)�'� σ0�$&�6�� 6����)( A ∩ F =
{A ∩ C : C ∈ F}#  ��&�� '���(���)���� *��)����)�'�
8 (A, A ∩ F , P (·/A))�

D�$���� ��))+�����% )$��!-.!-  ����*����� -
!)$�'��" '���(���)� ' /�)���+ )$!/�� ����/��&� *��0
)����)�'� ��'��'���(���C K$�+�������C  )C���' Ω =

��
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{ω1, ω2, . . . , ωn}� D!)�% )�6�� - A 6$�&�*� (�)�'!�� nA

K$�+�������C  )C���'# )�6�� - AB 8 nAB K$�+�������C
 )C���'� D� �*����$�� - !)$�'��" '���(���)� 

P (B/A) =
P (AB)
P (A)

=
nAB/n

nA/n
=

nAB

nA
. (5.3)

N)$ ��))+��� '��% ��$%�� �� K�)*�� +����# ' ������C
A *�� )C�� �# �� nA 8 / )$� ')�C '��+�B��C  )C���'#
nAB 8 / )$�  )C���'# 6$�&�*� (�)�'!-. C B� 2�� +
�6����+# '�/ )$�� � !)$�'��" '���(���)� *� ���+!$�
	��� *�� )C�� � *� ��+! B� )�+�+! �$�)) /�)��+! �*��0
��$�� -# /��  '�/ )$�� � 	6��!)$�'��" '���(���)� �
K�� ����3�� � / )$� 6$�&�*� (�)�'!-. C  )C���' � / )0
$! ')�C '��+�B��C  )C���'� 2�$%�� *� K��+  )�$-/�0
-�)( K�)*�� +����# ' ������C A �� *�� )C�� ��

H� �*����$�� ( ��� )$��!��# /��

P (AB) = P (A) · P (B/A). (5.4)

;��+!$! 	��= ����'�-�F	����	�  $ ��B� ��	���	�
���	����� 2���� :&��+���: ���'�� � K$�+�������&�
)$��)�' ( �*����$�� ( !)$�'��" '���(���)�  )��0
� /�)� �*��'����# ��� ��� *��'���/�$%�� !)$�'��(
'���(���)�% ''�� $�)%  ��$&�  )*�$%��'�$�)% ��$%��
' !)$�' (C �$�)) /�)��&� �*����$�� ( '���(���)� )
*�+�.%- ��'��)�'� 	���� D� K��+ 	��= ���6�'�$�
��������$%)�'�  *���+! ����'�$�)% �����+�"�

&�	���� ���	���� �� N �	
����� 9
�	

A1, A2, . . . , An : 
��!�	� 	 P (A1A2 . . . An−1) �= 0� ��

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) . . .

. . . P (An/A1A2 . . . An−1).

��
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� � � � � � � � $ % ) � ' � *�$!/���)( ) *�+�.%- *�)$���0
'���$%��&� *� +���� ( ���+!$� !+��B�� ( 	��=�

P (A1 . . . An−1An) = P (A1 . . . An−1)P (An/A1 . . . An−1) =

= P (A1 . . . An−2)P (An−1/A1 . . . An−2)P (An/A1 . . . An−1) =

= P (A1A2)P (A3/A1A2) . . . P (An−1/A1A2 . . . An−2)·
·P (An/A1A2 . . . An−1) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) . . .

. . . P (An/A1A2 . . . An−1). �

-�	��� 1� <�!���� ����� �
  � �� '�*��)�'� ����'�
'���(���)�% ��&�# /�� �� ��'�� � �� �� ��!��/! *�)��'0
$����� �+! *��*���'���$�+ '�*��)�Y

5'���+ )�6�� (� A = {)�!���� ��'�� � �� �� 
'�*��)�}, Ai = {)�!���� ��'�� � �� i0" *� )/��!
'�*��)}, i = 1, 2, 3� 9/�' ���# A = A1A2A3� N)$ )�!0
���� ��'�� $ �� �0" '�*��)# �� ')�&� �)����)( �= :'�0
������C: '�*��)�#  � � C )�!���� ����� ��# *�K��+!
P (A2/A1) = 19/24� N)$ )�!���� ��'�� $ �� *��'�� �'�
'�*��)�# �� �)����)( �� :'�������C: '�*��)�#  � � C )�!0
���� ����� ��# )$���'���$%��# P (A3/A1A2) = 18/23� D�
�����+� !+��B�� ( �$( �0C )�6�� "

P (A) = P (A1A2A3) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) =

=
20
25

· 19
24

· 18
23

=
57
115

<
1
2
.

E�+�� +# /�� ��3�� � K��" ����/ ) *�+�.%- �$�)) 0
/�)��&� �*����$�� ( *� '�� � � ��+! B� ���!$%���! 	/��
��!� ' ��$%�� ' ���+�

P (A) =
C3

20

C3
25

=
57
115

.

��
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��))+��� + *� +�� �
  � ����%�&� *���&����# �
������+! *� +��($�)% ����� �$�)) /�)��� �*����$�� ��

-�	��� %# 5 /!$��� ��C�� �)( n *�� 6�� ���� H� � C
��!��/! '�6 ��-�)( 2r 6�� ��� (2r < n)� ����'� '���0
(���)�% ��&�# /�� )��� '�6�����C 6�� ��� ��)!�)�'!-�
*�����Y

5'���+ )�6�� (� A = {)��� '�6�����C 6�� ��� ��0
)!�)�'!-� *�����}, Ai = {)��� *��'�C i '�6�����C
6�� ��� ��)!�)�'!-� *�����}, i = 2, 3, . . . , 2r� 9/�' �0
��# A = A2A3 . . . A2r� D� �����+� !+��B�� (

P (A) = P (A2A3 . . . A2r) = P (A2)P (A3/A2)P (A4/A2A3) . . .

. . . P (A2r−1/A2A3 . . . A2r−2)P (A2r/A2A3 . . . A2r−1) =

=
2n − 2
2n − 1

· 2n − 4
2n − 2

· 2n − 6
2n − 3

· . . . · 2n − 4r + 4
2n − 2r + 2

· 2n − 4r + 2
2n − 2r + 1

=

=
22r−1(n − 1)(n − 2) . . . (n − 2r + 2)
(2n − 1)(2n − 2) . . . (2n − 2r + 1)

=
22rn!(2n − 2r)!
(2n)!(n − 2r)!

=

=
22rC2r

n

C2r
2n

.

(���������� @$>� <�6�� ( A  B ����'�-�)(
������������# �)$ P (AB) = P (A)P (B)�

-�	��� 2# 1�!��/! *��6��)�'�-�)( �'� *��' $%0
��� +������ D!)�% A = {'�*���� � &��6� �� *��'�"
+�����}, B = {'�*���� � &��6� �� '����" +�����}�

�=
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5 �����+ )$!/�� Ω = {	���#	���#	���# 	���}, A =
{	���#	���}, B = {	���# 	���}, AB = {	���}� D�K��+!

P (AB) =
1
4

=
1
2
· 1
2

=
2
4
· 2
4

= P (A)P (B),

���� A  B ����' ) +��

-�	��� '# 5 *�(+�!&�$%� �

Ω = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ 3}

:��!��/!: 6��)���)( ��/�� 	)$�'� :��!��/!: ����/���#
/��  +��� +�)�� �*����$�� � &��+��� /�)��" '���(���0
)� � D!)�%

A = {��/�� *�*���� ' *�(+�!&�$%� � A = {(x, y) ∈ R
2 :

0 ≤ x ≤ 6, 0 ≤ y ≤ 2}},
B = {��/�� *�*���� ' *�(+�!&�$%� � B = {(x, y) ∈ R

2 :

2 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 3}}.
2�&�� AB = {(x, y) : 2 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2}� N)$ S(Π) 8
*$�.��% *�(+�!&�$%� �� Π# ��

P (AB) =
S(AB)
S(Ω)

=
2 · 2
3 · 6 =

2
9
, P (A) =

S(A)
S(Ω)

=
2 · 6
3 · 6 =

2
3
,

P (B) =
S(B)
S(Ω)

=
2 · 3
3 · 6 =

1
3
,

���� P (AB) = P (A)P (B)� E��/ � A  B ����' ) +� 	)+�
� )���

��
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2 4 60

2

3

x

y

AB
A

B W

� )��

0��
���

�� J-6�� )�6�� �  )�6�� �# '���(���)�% ������&�
��'�� �!$-# ����' ) +��

��� � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% A 8 $-6�� )�6�� �#
P (B) = 0� 2�� ��� AB ⊂ B# �� P (AB) ≤ P (B) = 0#
���!�� P (AB) = 0� D�K��+! P (AB) = 0 = P (A) · 0 =
P (A)P (B). �

5 /�)���)� # ��'��+�B��� )�6�� � �� ��' ) � ��
$-6�&� )�6�� (  ��B� �� )�+�&� )�6(�

�� J-6�� )�6�� �  )�6�� �# '���(���)�% ������&�
��'�� �� � ��# ����' ) +��

��� � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% A 8 $-6�� )�6�� �#
P (B) = 1� 2�� ��� P (A) = P (AB) + P (AB), P (AB) ≤
P (B) = 1 − P (B) = 0# �� P (AB) = P (A) = P (A) · 1 =
P (A)P (B)# ���� A  B ����' ) +�� �

�L
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5 /�)���)� # ��)��'����� )�6�� � �� ��' ) � ��
$-6�&� )�6�� (  ��B� �� )�+�&� )�6(�

�� <�6�� � �� ��' ) � �� )�+�&� )�6( ��&��  ��$%��
��&��# ��&�� �&� '���(���)�% ��'�� �!$-  $ �� � �� 	����
��� ��$ /���)( �� ∅  $ �� Ω �� +��B�)�'� '���(���)� 
��$%�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� N)$ )�6�� �  +��� '���(���)�%

  $ �# �� ��� �� ��' ) � �� )�+�&� )�6( *� )'�")�'�+ �
 �� 96�����# *!)�% )�6�� � A �� ��' ) � �� )�+�&� )�6(#
���� P (AA) = P (A)P (A)� 2�&�� P (A) = [P (A)]2# ���!��
P (A) ��'�� 
  $ �� �

=� D!)�% A, B ∈ F , P (A) �= 0� <�6�� ( A  B ����' 0
) +� ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� P (B/A) = P (B)�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� N)$ A  B ����' ) +�# ��#  )0
*�$%�!( �*����$�� ( !)$�'��" '���(���)�  ����' ) 0
+�)� # *�$!/ +

P (B/A) =
P (AB)
P (A)

=
P (A)P (B)

P (A)
= P (B).

96�����# *!)�% P (B/A) = P (B)� D� �����+� !+��B�0
� ( 	��=

P (AB) = P (A)P (B/A) = P (A)P (B),

���� A  B ����' ) +�� �

>������	� 1� ������ )'�")�'� ��$&�� '��+( )$!B $�
�*����$�� �+ ����' ) +�)� � N)$ P (A) �= 0# �� B ��
��' ) � �� A# ��&�� '���(���)�% )�6�� ( B �� ��' ) �
�� ��&�# *�� ��3$� )�6�� � A  $ ���� H��+ )$�'�+ #
�� '���(���)�% )�6�� ( B ��*�$� ��$%��(  ����+�� (

��
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� ��+# /�� *�� ��3$� )�6�� � A# �� �����'��� � ��0
��&� '$ (� (� 9����� *� �*����$��  ����' ) +�)� 
)�6�� " ) *�+�.%- )'�")�'� = ���(��)( '���B�����"
)$!/�" P (A) = 0� D�K��+! ' ��)��(.�� '��+( *� �(��
6�$�� ) ++��� /��� *� ����3�� - � A  B �*����$�� �
����' ) +�)� ���� 5 )'(� ) '�3� �$�B����+ '�)%+�
*��'��*���6��+ ('$(��)( )$��!-. " *� �� *# ������"
�/��% /�)��  )*�$%�!��)( �� *���� ��� ���� �	
���
A � B �� ������ �������	; �	 	�� �����������
1�*� +��# �)$ A = { ' ��/�� � 6$ B�"3 C )!���
*�� ��"���  �'��B�� � '!$���� �� ��+/����}, B = {'
��/�� � 6$ B�"3 C )!��� ' 1%-0O���� �)!.�)�' �)(
������ )� /�)� " ���}# �� A  B ����' ) +�# ���
��� �� )'(���� *� / ���� D� '������" *� �� * ('0
$(��)( *���� /�)� + *��' $�+# � �� +���+�� /�)� +
!�'��B��� �+ C��( 6� *���+!# /�� *� ���"��" +���
�� �����" +�+��� ��'��+�B�� ���% )���&�� +���+�0
� /�)��� �*����$�� � *��(� ( *� / ���" )'(�����)� 
)�6�� "� D�)��$%�! *� +���� � K��&� *� �� *� *��� ��
*� '�� $� � *��� '���/ (+ ) �*���+# �&� +�B�� )/ 0
���% ���!+��+� 9�+�� +# /�� �� )�+�+ ��$� �*����$�� �
��� ����' ) +�)� )�6�� " ��B� 3 ��� +�B�� *� '�)� 
*� +��� *� / ��� )'(�����C )�6�� "# ����' ) +�C '
)+�)$� �*����$�� ( ����

�� N)$ )�6�� ( A  B ����' ) +�# �� A  B ����' 0
) +��

< ��/� ���� ( )���+!$ ��'����&� *� �� *� K��
!�'��B��� � '�)%+� *��'��*���6���

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 2�� ��� AB ⊂ A, AB =
A − AB# �� *� )'�")�'! �  � /��'����&� *���&��0
�� P (AB) = P (A) − P (AB) = P (A) − P (A)P (B) =

��
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P (A)(1 − P (B)) = P (A)P (B)# ���� A  B ����' ) +��
�

��� *�����$ +��&�$��� " �*�� *��*���'�� (#
)�!����� /�)�� *!��-� *��(� ( ����' ) +�)�  ��)�'0
+�)� +�)� )�6�� "� 5 )'(� ) K� + *���$�&���)(
)$��!-.�( ����/��

>����� 1� �)����' �� ���6C�� +��  ��)����/���
!)$�' ( �$( ��&�# /��6� ��)�'+�)� +�� )�6�� ( A  B
6�$ ����' ) +�+ � 9�'�� ��"�� ' ���+�� *� ���"��"
+��� ����  � )�6�� " A  $ B �6$����� ��������+
)'�")�'�+�

(���������� @$6� <�6�� ( A1, A2, . . . , An ����'�0
-�)( ������������ 0� �	�	����	���3# �)$ 

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj) ∀ i, j = 1, n; i �= j; (5.5)

P (AiAjAk) = P (Ai)P (Aj)P (Ak) ∀ i, j, k = 1, n;

i �= j; i �= k; j �= k;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2) . . . P (An).

N)��)�'���� ���'��% )�6�� (# !��'$��'��(-. �
	���# �	����	 ������������� 1� *��'�" '�&$(�
+�B�� *������%)(# /�� �$( ����' ) +�)� ' )�'��!*0
��)� ��)����/�� *�*����" ����' ) +�)� � 1� )�+�+
��$� K�� �� ���# /�� *�����'��� �$�)) /�)� " *� +��

��
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����3��"���

-�	��� '# D���*�$�B +# /�� &��� �����K��� ����0
3��� )$��!-. + �6����+� *��'�( 8 ' ���)��" �'��# '��0
��( 8 ' ) � " �'�� # ����%( 8 ' ��$���" �'��# /��'��0
��( 8 '� ')� �� �'���� 2����K�� *��6��)�'���)( ��!��0
/!  '�*�'3�" )/ ����)( &���%# *�*���-.�( ' �)��'�0
� �� 5'���+ )�6�� (� A = { �� '�*�'3�" &���  +���)(
���)��" �'��}, B = {�� '�*�'3�" &���  +���)( ) � "
�'��}, C = {�� '�*�'3�" &���  +���)( ��$���" �'��}�
9/�' ���#

P (AB) = P (AC) = P (BC) =
1
4

=
2
4
· 2
4

=

= P (A)P (B) = P (A)P (C) = P (B)P (C),

���� )�6�� ( A, B  C *�*���� ����' ) +�� 9�����

P (ABC) =
1
4
�= 1

8
= P (A)P (B)P (C),

���� A, B  C �� ('$(-�)( ����' ) +�+ ' )�'��!*��)� �

&�	���� @$@$ -�
�� 
��!�	� A ����� ���	
��,

�	�� ������ 
 ���	� 	� 
��!�	� H1, H2, . . . , Hn# <����

	���� ��
�� F	����� �	��	� ���	��	���C

P (A) =
n∑

i=1

P (Hi)P (A/Hi).

��� � � � � � $ % ) � ' �� D� !)$�' - A *�� )C�� � ��&��
 ��$%�� ��&��# ��&�� *�� )C�� � C��( 6� ����  � )�6�0
� " AH1, AH2, . . . , AHn# ���� A = AH1∪AH2∪ . . .∪AHn�
2�� ��� A +�B�� *�� )C�� �% ��$%�� ) ��� +  � )�6�� "

�
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H1, H2, . . . , Hn# �� AH1, AH2, . . . , AHn *�*���� ��)�'0
+�)� +�# )$���'���$%��# A = AH1 + AH2 + . . . + AHn�
5 ) $! ����/��" ��� � '��)� '���(���)� P (A) =
P (AH1) + P (AH2) + . . . + P (AHn)� H)*�$%�!( �����0
+! !+��B�� (# *�$!/��+� P (A) = P (H1)P (A/H1) +
P (H2)P (A/H2) + . . . + P (Hn)P (A/Hn). �

>������	� %� ;��+�$%�� ' !)$�'  �����+� ����
��6�' �%# /�� P (Hi) �= 0, i = 1, n# �$( ��&�# /��6� 6�$ 
�*����$��� !)$�'��� '���(���)� P (A/Hi)� 9����� '
K��+ )$!/�� ���+!$� *�$��" '���(���)� *� +�� +�#
�)$ )/ ���%# /�� *�� �'���� � P (Hi) = 0 �� ���*����0
$���!- '�$ / �! P (A/Hi) ��'�� �!$-�

>������	� 2� �)$�' ( �����+� ��� ��'���+� '�*�$0
�(-�)(# �)$ A +�B�� *�� )C�� �% C��( 6� ) ��� +  �
)�6�� " H1, H2, . . . , Hn# ('$(-. C)( *�*���� ��)�'0
+�)� +�+ � P�.� ')�&� ���+!$� *�$��" '���(���)� 
*� +��(��)(# ��&�� H1, H2, . . . , Hn �6���!-� *�$�!-

&�!**!# ����
n∑

i=1
Hi = Ω� 2�&�� ��+ 6�$�� '�*�$����

A =
n∑

i=1
AHi# ���� !)$�' ( �����+� ���� D�)��$%�! ' K��+

)$!/�� ' ���!$%���� K�)*�� +���� ��$B�� *�� ��"� 
����  ��$%�� ����  � )�6�� " H1, H2, . . . , Hn# �� K� 
)�6�� ( /�)�� ����'�-� ���	������� 2�� + �6����+#
�$( �*����$�� ( '���(���)� )�6�� ( A ���� )$�B �%
*� ')�+ '��+�B��+ & *�����+ *�� �'���� ( '���(�0
��)��" & *���� �� !)$�'��� '���(���)� A *� K� C
& *�����C�

>������	� '� ;��+!$� *�$��" '���(���)� �)����0

��
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)( )*��'��$ '�"  ' )$!/�� )/����&� / )$� )�6�� "
H1, H2, . . . � D��)�� *� ��������$%)�'� ���� '+�)��
����/��" ��� � '��)�  )*�$%��'��% )/���!- ��� � '0
��)�% '���(���)� �

;��+!$� *�$��" '���(���)� *� '����� ' ���+�
�����+� !+�3$���� ) ��+# /��6� *��/����!�% ��  )0
�$-/ ��$%�!- '�B��)�% �$( ')�" ����  '���(���)��"
	'��% ��������$%)�'� �� ' �$%��� R�� ���+!$� ('$(0
��)( �)��'��+  �)��!+����+ 	:��6�/�" $�3����": '
6�$%3 �)�'� ������ /�)� C  ))$���'�� "  ������6���0
��C *� $�B�� (C ����  '���(���)��" � *���� /�)� +
����/�+�

-�	��� 3# H� *��'�" !���# )����B�.�" � 6�$�C  �
/����C 3���# ��!��/! '�6 ����)( 3��  *����$���'�0
��)( '� '���!- !��!# )����B�.!- � 6�$�C  � /����C
3���� I��� '� '����" !��� �.���$%�� *���+�3 '�-�0
)(# *�)$� /�&�  � ��� ��!��/! '�6 ����)( 3��� ����'�
'���(���)�%# /�� �� 6�$�"Y

D!)�% A = { � '����" !��� '�6��� 6�$�" 3��}� <��0
�! '���(���)�% A ��!��� �*����$ �% ' ) $! ��&�# /�� ��+
�� �'�)���# ����" 3�� *���$�B�� ' ���  � *��'�" !�0
��� 1� �)$ �'�� *���$�B����&� 3���  �'�)���# �� K��
���*����$����)�% )� +���)(  '���(���)�% A )����' �0
)(  �'�)���"� D�K��+! ''���+ �'� & *������ H1 = { �
*��'�" !��� '� '���!- *���$�B�� 6�$�" 3��}, H2 =
H1 = { � *��'�" !��� '� '���!- *���$�B�� /���"
3��}� 9/�' ���# P (H1) = 2

5 , P (H2) = 3
5 , P (A/H1) =

3
5 , P (A/H2) = 2

5 ; *� ���+!$� *�$��" '���(���)� 

P (A) = P (H1)P (A/H1)+P (H2)P (A/H2) =
2
5
·3
5
+

3
5
·2
5

=
12
25

.

��
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-�	��� 4# 0�������� �������	� 	 ������ � �������		

	������

D���*�$�B +# /�� ' � )������� +�+���� '��+�� 
1, 2, . . . /�)� �� +�B�� 6$!B���% *� ��$�/ )$����+ ��/0
��+ *�(+�"� N)$ ' ��������" ��$�/ )$����" +�+���
��� ��C�� $�)% ' ��/�� i# �� ' )$��!-. " ��$�/ )$����"
+�+��� ��� )�'��3��� )��/�� ' ��/�! i+1 ) '���(���)�%-
p# ' ��/�! i− 1 8 ) '���(���)�%- q  $ �)����)( �� +�)��
) '���(���)�%- r (p+ q + r = 1, p, q, r ≥ 0)� �' B�� � +�0
B�� *�� )C�� �% �� ')�" *�(+�"# �� *�$!*�(+�"  $ ��
�������� 5 *�)$����+ )$!/�� &�'��(� �6 K�����C# *�)��'0
$����C �� *!� �' B�� ( /�)� ��� N)$ /�)� ��# *�*�'
' ���!- ��/�!# ��')�&�� �)����)( ' ��"# �� ����" K���� ��0
��'���)( �	��	=�<=��� N)$ �' B�� � /�)� �� *��0
 )C�� � )*��'� �� K����� j  ' ��������" +�+��� ���
*�*����� ' ��&�# � ' )$��!-. " +�+��� *���)��� '��� '
��/�! j + 1# �� K���� j ����'���)( 	�����<=��� D� 
�' B��  /�)� �� )$�'� �� ����B�-.�&� K����� j  *�0
*����  ' ��&� ' ��������" � )������" +�+���# ' )$��!0
-. " +�+��� /�)� �� *���)��� '��� ' ��/�! j−1� 5��+�0
B��  *��+�B!��/��" '�� ��� ��� ����'��+�&� ����8
�	�	 �����	�	 9�����# *�*�' ' ������" ' ��������"
+�+��� /�)� �� ) *�$�B ��$%��" '���(���)�%- s �)����0
)( ' ��+ ��')�&��# � ) *�$�B ��$%��" '���(���)�%- 1− s
' )$��!-. " +�+��� '��+�� *���)��� '��� ' )�)����� )
K�����+ )�)��(� �#  � ������&� ��� *�*�$� ' K��� K�����

�$( ��&�# /��6� �� ��))+��� '��% )*�� �$%��� �� 0
' �$%��� )$!/� # ' ��$%��"3�+ 6!��+ *���*�$�&��%# /��
pq > 0�

��))+��� + 6$!B��� � /�)� �� ) �'!+( *�&$�.�-0
. + K�����+ 
  a (a > 0 8 ��$�� / )$�� D���*�$�0
B +# /�� /�)� �� ��C�� �)( ' )�)��(�  i (i = 1, a − 1)�

��
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96����/ + /���� A )�6�� �# )�)��(.�� ' ��+# /�� /�0
)� �� ��&��0� 6!�% *�&$�� �)( ' )�)��(�  
 	'��+�B0
�� �.�# /�� /�)� �� *�&$�� �)( ' )�)��(�  aQ  ��! 0
� '�� ()��# /�� ����%( '��+�B��)�%# /�� /�)� �� � ��0
&�� �� *�&$�� �)(  ')� '��+( 6!��� 6$!B���% *� )�)��0
(� (+ 1, 2, . . . , a − 1 ��'�� �!$-� 96����/ + /���� pi

!)$�'�!- '���(���)�% A *� !)$�'  # /�� /�)� �� ��C�0
� �)( ' )�)��(�  i� 5'���+ )$��!-. � �� & *������
H1 = {*�)$� *��'�&� )��/�� /�)� �� *���"��� ' )�)��(0
� � i + 1}Q H2 = {*�)$� *��'�&� )��/�� /�)� �� *���"���
' )�)��(� � i − 1}Q H3 = {*�)$� *��'�&� )��/�� /�)� 0
�� �)�����)( ' )�)��(�  i}� 9/�' ���# /�� �� �6���!-�
*�$�!- &�!**!� D!)�% Bi = { ' ��/�$%��" +�+��� /�)� 0
�� ��C�� �)( ' )�)��(�  i}� ��� +� ����+# *� � �) 0
��'����+ Bi !)$�'��( '���(���)�% P (A/Bi) ('$(��)( '�0
��(���)���" +���"� D� ���+!$� *�$��" '���(���)� �$(
K��" +��� 	� �� �$( *��'���/�$%��" '���(���)� P (A)

P (A/Bi) = P (H1/Bi)P (A/H1Bi)+P (H2/Bi)P (A/H2Bi)+

+P (H3/Bi)P (A/H3Bi),

/�� ' ��3 C �6����/�� (C ��* 3��)( ���

pi = ppi+1 + qpi−1 + rpi, i = 1, 2, . . . , a − 1. (5.6)

E��)% ��('��  )*�$%��'��� +����')��� )'�")�'� *����))�
)$!/�"��&� 6$!B��� (# *� )!.�� ��� ����'��+�+ ���8
�	����� ��	 ������ E��$-/���)( ��� ' �����+ )$!/��
' ��+# /�� P (A/H1Bi)# ��*� +��# ��+��(��)( �� pi+1� <�0
6�� � H1Bi ���$-/���)( ' ����'��+����+ �)!.�)�'$�0
�  �'!C )�6�� "� ��/�$%��� )�)��(� � /�)� �� �)�% i
 *�)$� *��'�&� 3�&� ��� *���)��/ �  � ��/� i ' ��/�!
i+1� E�+��� P (A/H1Bi) �� pi+1 ����/���# /�� '���(���)�%

�=
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)�6�� ( A ��' ) � ��$%�� �� ���!.�&� )�)��(� ( i + 1  
�� ��' ) � �� *��3$�C ���/�� " 6$!B��� ( �� *�����!0
. C 3�&�C� G ��� �6!)$�'$��� ��+# /�� �� ��B��+ 3�&�
/�)� �� )�'��3��� )��/� '*��'�# '$�'�  $ �)����)( ��
+�)�� ) ��� +  ��+ B� '���(���)�(+ # ��' )(. + ��
���!.�&� )�)��(� (  �� ��' )(. + �� *�$�B�� ( /�0
)� �� �� *�����!. C 3�&�C� �����')��� )'�")�'� )$!0
/�"��&� 6$!B��� ( )�)�� �# ��� + �6����+# ' ��+# /��
6!�!.�� *�$�B�� � /�)� �� *� � �) ��'����+ ��)��0
(.�+  *��3$�+ �� *�$�B�� (C �� ��' ) � �� *��3$�C
*�$�B�� "# � ��' ) � ��$%�� �� ���!.�&� �� *�$�B�� (�
N)$ ��/�$%��� )�)��(� � /�)� �� 
# �� ��� !B� *�&$�0
� $�)% ' �!$�# ���� p0 = 1� N)$ B� ��/�$%��� )�)��(� �
/�)� �� a# �� ��� !B� *�&$�� $�)% ' a# ���� �� +�B�� *�0
&$�� �%)( ' 
# )$���'���$%�� pa = 0� D�K��+! � $ ��"��+
�����)���+ !��'��� (+ '����&� *��(��� ) *�)��(���+ 
��K�� � ����+ 	��L ���� ��6�' �% &��� /��� !)$�' (

p0 = 1, pa = 0. (5.7)

��3�� � 	��L  .�+ ' ' �� pi = λi� D��)��'$(( �&� ' 	��L
 ��$( �6� /�)� �� λi−1# *�$!/ + C������� )� /�)���
!��'��� �

λ = pλ2 + q + rλ

 $ 

pλ2 − (p + q)λ + q = 0,

���!��

λ1 = μ; λ2 = 1,

&��

μ =
q

p
.

��
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D�)��$%�! *� p �= q C������� )� /�)��� !��'��� � ��
 +��� ������C �����"# �� ' K��+ )$!/�� �6.�� ��3�� �
	��L ��* 3��)( ' ' ��

pi = C1

(q

p

)i
+ C2, μ �= 1.

�/ ��'�( ��/�$%��� !)$�' ( 	���# *�$!/ +�

C1 + C2 = 1, C1

(q

p

)a
+ C2 = 0,

���!��

C1 = − 1
μa − 1

; C2 =
μa

μa − 1
,

)$���'���$%��#

pi =
μa − μi

μa − 1
*� μ �= 1. (5.8)

N)$ B� p = q# �� C������� )� /�)��� !��'��� �  +���
������" �����% �# *�K��+! �6.�� ��3�� � 	��L  +��� ' �

pi = C1i + C2.

�/ ��'�( ��/�$%��� !)$�' ( 	���# ��C�� +

C1 = −1
a
; C2 = 1.

D�K��+!

pi = 1 − i

a
*� μ = 1. (5.9)

E�+�� +# /�� �)$ �6����/ �% /���� qi, ri !)$�'��� '�0
��(���)� ��&�# /�� /�)� �� *�&$�� �)( ' a  /�� ���
'��6.� �� *�&$�� �)( )���'��)�'���� *� !)$�'  # /��
��� ��/ ���� �' B�� �  � )�)��(� ( i# �� *� ���+!$�

�L
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*�$��" '���(���)� qi  ri 6!�!� !��'$��'��(�% ��+! B�
!��'��� - 	��L# /��  pi� H�+��(�)( ��$%�� &��� /���
!)$�' (�

q0 = 0, qa = 1; r0 = 0; ra = 0.

D�K��+!

qi = 1 − μa − μi

μa − 1
=

μi − 1
μa − 1

*� μ �= 1,

qi =
i

a
*� μ = 1,

ri = 0 *� ')�C μ.

9�+�� +# /�� ��3�� � *� μ = 1 +�B�� 6��% *�$!/���
 � ��3�� ( *� μ �= 1 *����$%��+ *���C���+ *� μ → 1�

pi = lim
μ→1

μa − μi

μa − 1
= 1 − i/a.

� ��))+�������+! )$!/�"��+! 6$!B��� - +�B��
6��% )'����� )$��!-.�( �$�)) /�)��( ����/� � ������0
�   &����� D��6��)�'���)( +����� ) '���(���)�(+ '�0
*���� ( &��6�  ��3� p  q )���'��)�'���� 	p + q = 1�
D���*�$�B +# /�� �� �  �  &����' ')� '��+( ��&���'�0
�� &��6� N)$ !&���'���# �� *�$!/��� �� )�*��� �� �!6$%#
�)$ �3 6���)(# �� ������ �!6$% )�*��� �!� D!)�% a 8
)!++����" ��* ��$  &����'# i 8 ��/�$%��" ��* ��$ *��0
'�&�  &����� H&�� '����)( �� *�$��&� ������� ( ����&�  �
)�*��� ��'� 2�&��# �/�' ���# /�� '���(���)�% ������� (
*��'�&�  &���� )�'*����� ) '���(���)�%- *�&$�.�� ( '
�!$� pi �* )����&� '�3� )$!/�"��&� 6$!B��� (# ' ����0
��+ r = 0�

E���� +)( '�*��)�+� ��� + ��$B�� 6��% p  q �$(
��&�# /��6�  &�� 6�$� :)*��'��$ '�":Y �$( K��&� ����#

��
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/��6� '���(���)� ������� ( �$( )�*��� ��' 6�$ �� 0
����'�+ # ���� pi = 1/2� <�&$�)�� 	���#  )��+�� !��'��0
� � ��* 3��)( ' ' ��

μa − μi

μa − 1
=

1
2
.

D!)�%# ��*� +��# a 8 /�����# i = a
2 � 2�&�� !��'��� � �$(

�*����$�� ( :)*��'��$ '�":  &�� *� � +��� ���+!

μa − 2μ
a
2 + 1 = 0,

���� μ = 1# ��!& + )$�'�+ p = q = 1
2 # /��  ��! � '��

*��(��� 	�)$  &���  +�-� �� ����'�" ��/�$%��"
��* ��$ a/2# �� �� ��B��+ 3�&� ! � C ��$B�� 6��%
�� ����'�� 3��)� '� &��3�  *�� &��3��

&�	���� @$A$ -�
�� !������! �
��	� ������!

3#3 	 A : 
��!�	�� 	�� ��� ������� �������
��#

<���� 	���� ��
�� *������ ����
�

P (Hj/A) =
P (Hj)P (A/Hj)

P (A)
=

P (Hj)P (A/Hj)
n∑

i=1
P (Hi)P (A/Hi)

, j = 1, n.

��� � � � � � $ % ) � ' �� D� �*����$�� - !)$�'��" '���0
(���)� 

P (Hj/A) =
P (HjA)
P (A)

=
P (Hj)P (A/Hj)

P (A)
.

9)����)( ' ���+�����$� ��+�� �% P (A) '���B�� �+  �
���+!$� *�$��" '���(���)� � �

��



S �� �)$�'��( '���(���)�%� 1���' ) +�)�% )�6�� "���

>������	� 3� 5���(���)� & *����
P (H1), P (H2), . . . , P (Hn) /�)�� ����'�-� ����	�8
���� '���(���)�(+ & *���� 	���� �����+ )'�3�
 $ ���*����+ '���(���)�(+ & *����� N)$ )��$�
 �'�)���# /�� ' ���!$%���� ��))+��� '��+�&� K�)*�� 0
+���� *�� ��3$� ��������� )�6�� � A# �� ) !/���+
K��" ��*�$� ��$%��"  ����+��  �*� ����� '���(�0
��)� *������� '�-�)(  ��+��(-�)( '���(���)�(+ 
P (H1/A), P (H2/A), . . . , P (Hn/A)# ������� ����'�0
-�)( ��	�����	����� '���(���)�(+ & *���� 	����
*�)$��*����+ '���(���)�(+ & *���� �$( ��C �*���'#
K�)*�� +����'# ������� *� '�$ � ��)�!*$�� - )�6�� (
A�

-�	��� 5# D!)�%  �'�)���# /�� ' !)$�' (C *� +���
�  � '����" !��� *�)$� *����$���'�� ( ' ��� 3���  �
*��'�" !��� *�(' $)( 6�$�" 3��� ����'� '���(���)�%
��&�# /��  � *��'�" !��� '� '���!- 6�$ *���$�B�� 6�$�"
3��Y

E��)% ��/%  ��� �6 �*�)��� ����" '���(���)� & *�0
���� H1 *� ��*�$� ��$%��"  ����+��  � *�('$��  
6�$�&� 3���  � '����" !���� D� ���+!$� ��"�)�

P (H1/A) =
P (H1)P (A/H1)

P (A)
=

2
5 · 3

5
12
25

=
1
2
.

2�� + �6����+# *�)$� *�������� �*� ����" '���(���0
)� P (H1) = 2

5  ��+��� �� �*�)��� ����" '���(���)�%-#
��� !'�$ / $�)% �� �7�� R�� 8 ���!$%��� ��")�' ( ��0
*�$� ��$%��"  ����+��  � ��+# /��  � *��'�" !��� '�
'���!- 6�$ *���$�B�� 6�$�" 3���

��
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� -� ����(����
�� ������
���
��

������	
���� ����	 
�(	������� �����	
�$

,��
*�� ���
���	�
	� ����	

D��  )*���� �+ 6!��+ *�� +��% )$!/�"��" K�)*�� 0
+���# ������" �* )�'���)( ��������+ '���(���)���+
*��)����)�'�+ (Ω,F , P )� D�K��+! +�B�� ���B��)�' �%
 )*���� � ) K� + '���(���)���+ *��)����)�'�+� N)$ 
Ω ����/��# �� ' ��/�)�'� σ0�$&�6�� F +� ��&�'�� $ )%
6���% )�'��!*��)�% ')�C *��+��B�)�' +��B�)�'� Ω� 5 ) 0
$! ����&� � �) ��'����&� '�6��� F ' �6����/��  '���0
(���)���&� *��)����)�'� ) ����/��+ Ω �&� +�B�� �*!0
)� �%� D�K��+! ' ��$%��"3�+ 6!��+ �6����/��% ����� '�0
��(���)���� *��)����)�'� ) +'�$�+ [Ω, P ]�

D!)�%  +���)( n  )*���� "# ���� n '���(���)���C *��0
)����)�'

[Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn].

E��)% 6!��� *���*�$�&��%)(# /�� Ω1, Ω2, . . . , Ωn ��0
��/��� �$( ��& )����  ���!$%���� n K� C  )*���� "
' ��/�)�'� K$�+�������&�  )C��� �)��)�'���� '�(�% ω =
(ω1, ω2, . . . , ωn)# &�� ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2, . . . , ωn ∈ Ωn� 2�0
� + �6����+# *��)����)�'� K$�+�������C  )C���'# �* 0
)�'�-.�� n ���$ /��C )$!/�"��C K�)*�� +����'# �)�%
Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn� 1�*� +��# �)$ *��'��(�)(
�'�  )*���� (� )��/�$� *��6��)�'���)( +�����# � ����+
 &��$%��( ��)�%# �� Ω1 = {���}# � Ω2 = {�#�#�#=#�#L}�
D� K��+ *��� (�#�) ��& )�� �!�� K$�+�������"  )C��
 � Ω = Ω1 × Ω2# ����/�-. "# /�� �� +����� '�*�$
&��6# � ��  &��$%��" ��)� '�*�$� � �/��� D�� σ0�$&�6�!
)�6�� " *��)����)�'� Ω +�B�� �*(�% �� 6�)*��� �%)(#
*�)��$%�! ��� ����/�� ��� *�(+�� *�� �'���� � ����/0
��C *��)����)�'� ��� +� ����+# �� ��B��+  � ����/��C

�




S L� D�� �'���� � '���(���)���C *��)����)�'� <C�+�
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ���

*��)����)�' Ωi '���(���)� +�B�� ''�)� ) *�+�.%-
���)��!�� '��0��) �+�� /�)��&� �*����$�� (� ��B��+!
ωi )��' �)( ' )���'��)�' � / )$� pi(ωi) ≥ 0# ��� /�� *� 
K��+ ∑

ωi∈Ωi

pi(ωi) = 1 , i = 1, n,

� '���(���)�% ' i0+  )*����  �*����$(��)( ���

Pi(Ai) =
∑

ωi∈Ai

pi(ωi), Ai ⊂ Ωi.

��� ''�)� '���(���)�% ' ����/��+ *��)����)�'� K$�0
+�������C  )C���'

Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn =

= {ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) : ω1 ∈ Ω1, ω2 ∈ Ω2, . . . , ωn ∈ Ωn},
�* )�'�-.�+ n  )*���� " [Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn]Y
R�� +�B�� )��$��% )�&$�)�� ���)��!�� '��0
��) �+�� /�)��+! �*����$�� - '���(���)� *�� �0
'�$%��+ �6����+# )��'( ��B��+! ω ∈ Ω ' )���'��)�' �
/ )$� p(ω) ≥ 0 ���# /�� *� K��+∑

ω∈Ω

p(ω) = 1.

9����� �)$ +� C�� + ''�)� '���(���)�% ��� + �6��0
��+# /��6�  )*���� ( 6�$ ����' ) +�+ # +� *����6!0
�+# /��6� K�� '���(���)�% �*����$($�)% ����

p(ω) = p1(ω1)p2(ω2) . . . pn(ωn) (6.1)

�$( $-6�&� ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ Ω� 5���(���)�% $-0
6�&� )�6�� ( A ⊂ Ω *� K��+ �)�%

P (A) =
∑
ω∈Ω

p(ω).

��
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(���������� A$2� 5���(���)�% P # �*����$����( )
*�+�.%- 	L��# ����'���)( ����� ��	����������
���	��	���� Pi  �6����/���)( P = P1 × P2 × . . . × Pn�
H)*���� ( [Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn] ����'�-�)(
������������# �)$ �� '���(���)���+ *��)����)�'�
Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn '�6���� '���(���)���( +���
P = P1 × P2 × . . . × Pn�

D!)�% )�6�� �  +��� ' � A = A1 × A2 × . . . An# &��
Ai ⊂ Ωi, i = 1, n� 9�� *�� )C�� � ��&��  ��$%�� ��&��#
��&�� ' *��'�+  )*����  *�� )C�� � A1# '� '����+  )0
*����  *�� )C�� � A2  ����# ������� ' *�)$����+ n0+
 )*����  *�� )C�� � An� <�6�� ( ����&� ' �� ����'�+
*�(+�!&�$%� ��+ � N)$  )*���� ( ����' ) +�# ���� '�0
*�$���� 	L��# ��

P (A) =
∑
ω∈Ω

p(ω) =
∑

ω1∈Ω1

∑
ω2∈Ω2

. . .
∑

ωn∈Ωn

p1(ω1) p2(ω2) . . .

. . . pn(ωn) =
∑

ω1∈Ω1

p1(ω1)
∑

ω2∈Ω2

p2(ω2) . . .
∑

ωn∈Ωn

pn(ωn) =

= P1(A1)P2(A2) . . . Pn(An). (6.2)

<�*�)��' + ��B��+! )�6�� - Ai ⊂ Ωi )�6�� �

Ãi = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωi−1 × Ai × Ωi+1 × . . . × Ωn ⊂ Ω =

= Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn.

H� 	L�� )$��!��# /�� P (Ãi) = Pi(Ai)� 2�� + �6����+#
+�B�! )�6�� (+ Ai  � '���(���)���&� *��)����)�'�
[Ωi, Pi] 	)���'��)�'!-.�&� i0+!  )*���� -  )�6�� (+ 

��



S L� D�� �'���� � '���(���)���C *��)����)�'� <C�+�
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ���

Ãi  � '���(���)���&� *��)����)�'� [Ω, P ] 	)���'��)�'!-0
.�&� n  )*���� (+ !)����'$ '���)( �)��)�'����"  ��0
+��� �+# )�C���(-. " '���(���)�  ��+�����C )�6�0
� "� D�)��$%�!

A = A1 × A2 × . . . × An =
n⋂

k=1

Ãk,

�� ����' ) +�)�%  )*���� "# ' ) $! 	L��# K�' '�$�����
��+!# /��

P (
n⋂

k=1

Ãk) =
n∏

k=1

P (Ãk),

���� ��+!# /�� �6���� Ã1, Ã2, . . . Ãn )�6�� "
A1, A2, . . . An *� ��))+��� '��+�+  ��+��� �+�
('$(-�)( ����' ) +�+ )�6�� (+ '���(���)���&�
*��)����)�'� [Ω, P ]�

>������	� 1� N)$  )*���� ( �* )�'�-�)(
*�� �'�$%��+ '���(���)���+ *��)����)�'�+ 
(Ω1, F1, P1), (Ω2, F2, P2), . . . , (Ωn, Fn, Pn)# �� ��$�
�6)�� � ���/ ��$%�� )$�B���� 5 ��/�)�'� *��)����)�'�
K$�+�������C  )C���'# )���'��)�'!-.�&� n  )*���� (+#
)��'� 6����)( Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn� 9����'���)(#
/�� *�(+�� *�� �'���� � F1 × F2 × . . . × Fn σ0�$&�6�
F1,F2, . . . ,Fn �� ('$(��)( σ0�$&�6��" 	���)% *�� *�(+�+
*�� �'���� �+ σ0�$&�6� *�� +���)( �$�)) +��B�)�'#
)�)��(. "  � ')�C *�(+�!&�$%� ��' A1 × A2 × . . . × An#
&�� A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn� 5 ��/�)�'�
σ0�$&�6�� F # )���'��)�'!-.�" n  )*���� (+# 6����)(
�� +��%3�( σ0�$&�6��# )����B�.�( *�(+�� *�� �'�0
��� � F1 × F2 × . . . × Fn� 1� *�(+�+ *�� �'����  

��
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F1 × F2 × . . . × Fn �*����$(��)( �!��� ( P ) *�+�.%-
��'��)�'�# ���$�& /��&� 	L���

P (A) = P1(A1)P2(A2) . . . Pn(An), (6.3)

�)$ A = A1 × A2 × . . . × An, &�� A1 ∈ F1,

A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn.

��B�� �������%# /�� )!.�)�'!��  *� ��+ �� �0
)�'����( +��� P �� F # )�'*���-.�( ) �!��� �"
+��B�)�' �� F1 × F2 × . . . × Fn# �*����$����" )
*�+�.%- ��'��)�'� 	L��� R�� '���(���)���( +��� ��0
��'���)( *�(+�+ *�� �'���� �+ '���(���)���C +��
P1, P2, . . . , Pn  �6����/���)( P = P1 ×P2 × . . .×Pn� D� 
K��+ '���(���)���� *��)����)�'� (Ω,F , P ) ����'���)(
*�(+�+ *�� �'���� �+ '���(���)���C *��)����)�'
(Ω1,F1, P1), (Ω2,F2, P2), . . . , (Ωn,Fn, Pn)� 5 K��+ )$!/��
 )*���� ( ����'�-�)( ����' ) +�+ �

(���������� A$4� ����/��� '���(���)���� *��0
)����)�'� [Ω, P ]# &�� Ω = Ω1 × Ω2 × . . . × Ωn, P =
P1 × P2 × . . .× Pn# ����'���)( ��	���������� ���	�8
�	����: ��	�������� [Ω1, P1], [Ω2, P2], . . . , [Ωn, Pn]�

2�� + �6����+# *�� �'���� � '���(���)���C *��0
)����)�' )$!B � +���+�� /�)��" +���$%- ����' ) +�C
 )*���� "� D� K��+# �)$  )*���� ( *� / ��� �� )'(0
����# �� *� / ��� �� )'(���� $-6�� )�6�� ( A1 ⊂
Ω1, A2 ⊂ Ω2, . . . , An ⊂ Ωn� 1� ��&�� �� )'(���� *� / �0
��   ��+������  + )�6�� ( Ã1 ⊂ Ω, Ã2 ⊂ Ω, . . . , Ãn ⊂
Ω� <�&$�)�� )���+!$ ��'����+! *�  �!/��  ����' ) 0
+�C )�6�� " ��+���+�� /�)��+! *� �� *! ��)-�� )$�0
�!��# /�� �� )!�% ����' ) +�� )�6�� (# /�� K�' '�0
$����� 	L��# � )$���'���$%�� 	L��� �� +�B�+ ��*��%

�=



S L� D�� �'���� � '���(���)���C *��)����)�'� <C�+�
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ���

*������+!$ ��'��% !*�+(�!��" *���� /�)� " *� �� *
	��+���+�� /�)� " )$��!-. + �6����+�

9
�	 	
�!���	� ��	�	��� �� 
����! ����� 
�����

�� ��	 ������	��
�	 ����	
	�!  
�!
�� ��������,
�	� 4#1�

D���"��+ � ��� ����'��+�" )C�+� ����!$$ � <��/�$�
��� + �����+�$%��� 	��+���+�� /�)��� �*����$�� ��

(���������� A$>� D�'������ ����' ) +��  )*�0
��� (# ' ��B��+  � ������C '��+�B�� �'�  )C���#
'���(���)� ������C �� +��(-�)( ��  )*���� ( �  )*�0
��� -# ����'�-�)( ���������� ���������

96����/ + K�  )C��� 6!�'�+ �  1  ��0
��'�+ ����:	�  ��������� 5 �����+ )$!/��
Ω1 = Ω2 = . . . Ωn = {�#1}� D!)�% p1(�) = p, p1(1) = q�
9/�' ���# p ≥ 0, q ≥ 0, p + q = 1� H)*���� (  ���� /��
' ��+ )+�)$�# /�� ')� n  )*���� " �* )�'�-�)( ��� +
 ��+ B� '���(���)���+ *��)����)�'�+ [Ω1, P1]� ��� +
��*��% ���+�$%��� �*����$�� ��

(���������� A$>′� !:��	� �� n ����������:
��������� �������� ����'���)( '���(���)���� *��0
)����)�'� [Ωn

1 , Pn
1 ]# &�� Ω1 = {�#1}�

E��)% Ωn
1 8 n0������� �������'� *�� �'���� � Ω1

�� )�6(# Pn
1 8 n0������� *�(+�� *�� �'���� � P1 �� )�6(�

-�	��� 1� D!)�% �'� &��� *��' $%��"  &��$%��"
��)� ����3��� ' ���)��" �'��# � /����� 8 ' ) � "�
��)�% *��6��)�'���)( �
 ���� 9/�' ���# /�� K�� 8  )*�0

��
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��� ( ����!$$ ) n = 10� N)$ �� !)*�C *� �(�% '�*���0
� � ���)��" &��� # � �� ��!��/! 8 '�*���� � ) ��"# ��
p = 1/3, q = 2/3�

96����/ + /���� ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) K$�+�����0
��"  )C�� *��)����)�'� Ωn

1 # �* )�'�-. " ���!$%��� n
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ � E��)% ��B��� ωi +�0
B�� *� � +��% ����  � �'!C '��+�B��C ���/�� " �  $ 
1� 1�*� +��# K$�+�������"  )C�� 	�#�#�#1#1#���#1 ����0
/���# /�� ' *��'�C ���C  )*���� (C ��)�!* $ !)*�C# � '
�)��$%��C n−3  )*���� (C *�� ��3$ ��!��/ � 2�� ���
K$�+�������"  )C�� *���)��'$(�� )�6�" !*��(��/���!-
'�6���! ) '��'��.�� �+ �6V�+� n  � +��B�)�'� {�#1}#
�� �6.�� / )$� K$�+�������C  )C���' ' *��)����)�'� Ωn

1

��'�� 2n�
96����/ + /���� μ = μn / )$� !)*�C�' ' n  )*���� 0

(C� ������%# �����  +���� ���/�� � *� +�� μ �� *��'�0
��� (  )*���� "# +� �� +�B�+# ��� ��� �� ����+ ����"
 +����  )C�� �)!.�)�' �)( ' ���!$%���� n  )*���� "� 1�
�)$ ���!$%��� K� C  )*���� "  �'�)���# ��# �/�' ���# μ
)����' �)( *�$��)�%-  �'�)���+�

μ = μ(ω) = / )$� 6!�' � ' ����/��" *�)$���'���$%��)� 

ω = (ω1, ω2, . . . , ωn).

2�� + �6����+# μ = μ(ω) ('$(��)( �!��� �"# �*����$��0
��" �� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���'  *� � +�-0
.�" ��")�' ��$%��� ���/�� (� 2�� � �!���  ����'�-�
���������� ����������� D��B� +� ) )��+�� /�)� 
 �!/ +  C� H���# / )$� !)*�C�' ' n  )*���� (C 8 )$!0
/�"��( '�$ / ���

96����/ + /���� Pn(k) = P{ω : μn(ω) = k} = P{μ =
k} '���(���)�% ��&�# /�� ' n  )*���� (C ����!$$ *��0
 ��"��� ��'�� k !)*�C�' 	6�$�� ��/�� '���(���)�% +��0

�L



S L� D�� �'���� � '���(���)���C *��)����)�'� <C�+�
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ���

B�)�'� ��C K$�+�������C  )C���' ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)
 � Ωn

1 # �� ������C μ(ω) *� � +��� ���/�� � k# *�)��$%0
�! '���(���)�% P �*����$��� �� *��+��B�)�'�C Ωn

1 � <
*���� /�)��" ��/� ���� (  �����) *���)��'$(��  +����
K�� '���(���)�%� 1�*� +��# �)$ ��/%  ��� �6  &�� �'!C
)�*��� ��' ' 3�C+���# �� ��)  �����)!�� �� '���(���)�%
��)*����$�� ( '� &��3�"  *�� &��3�" �*����$����0
&�  &���� *� n *��� (+# � �6.�� / )$� '� &�����C  +
*��� "� <�6�� - {μ = k} 6$�&�*� (�)�'!-� �� K$�+��0
������  )C��� ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)  � Ω# ' ������C
)��� ω1, ω2, . . . , ωn ��'�� k 6!�' �# � �)��$%��� 8 6!�0
'� 1� D� ���)��!�� '��0��) �+�� /�)��+! �*����$�� -
'���(���)� 

Pn(k) = P{μ = k} =

=
∑

�� ���� ω ��	
�� ��� ���
 ω1, ω2, ... , ωn ���� k ��	� �

p(ω).

(6.4)
1� �$( ω# � &!� �!-. C ' )!++� 	L�=# ' ) $! �*����$�0
� ( L�� '�*�$���� )�����3�� � 	L��Q )$���'���$%�� �$(
')�C � C '���(���)� �� ����'�  ��'��

p(ω) = pkqn−k.

D�K��+! )!++� )$�&��+�C 	L�= ��'�� *�� �'���� - / )0
$� )$�&��+�C �� ����$%��� )$�&��+���

Pn(k) = [/ )$� )$�&��+�C]pkqn−k.

P )$� )$�&��+�C ��'�� / )$! )*�)�6�'# ) *�+�.%- ��0
����C  � n +�)� �$( ω1, ω2, . . . , ωn +�B�� '�6���% k
+�)� �$( 6!�'� �# � �)��$%��� +�)�� ��*�$� �% 6!�'�+ 
1# ���� Ck

n� D�K��+! ����/���$%�� *�$!/ +�

Pn(k) = Ck
npkqn−k, k = 0, n. (6.5)

��
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;��+!$� 	L�� ����'���)( F	����	� ��������� 1�6��
'���(���)��" {Ck

npkqn−k, k = 0, n} ����'���)( 
��	��8
������ �������������� ���	��	����� 2�� ��� ����
 � )�6�� " {μ = k}, k = 0, n# �6(����$%�� *�� )C�� �
' )C�+� ����!$$ # � � ��� � *�*���� ���$ /���  � � C
�� +�&!� *�� ��"� ����'��+����# �� �� �6���!-� *�$0
�!- &�!**!Q *� )'�")�'! '���(���)� )!++� '���(���)��"
K� C )�6�� " ��'�� �� � ���

n∑
k=0

Pn(k) = 1.

96(����$%��� '�*�$��� � K��&� ��'��)�'� '*�$�� )�&$�0
)!��)( ) ��+# /�� *� ���+!$� 6 ��+� 1%-����

n∑
k=0

Ck
npkqn−k = (p + q)n = 1n = 1.

-�	��� %� �'� ��'��) $%��C *��� '� ��  &��-� '
3�C+���� N)$ *��� ( �����/ '���)( � /%�"# �� ��� )/ 0
����)( ����")�' ��$%��"  ���!$ �!��)(� P�� '���(����#
'� &���% ��'� *���   � /�����C  $ �� *���   � 3�0
)� Q 6�� +���� �'!C *��� "  � /�����C  $ ���C *��� "
 � 3�)� Y

��'��) $%��)�% *��� '� ��' ����/���# /�� '���(�0
��)�% '� &��3�  *�� &��3� ' ����" ���!$%��� '��"
*���  �$( ��B��&�  � )�*��� ��' ��'�� p = q = 0.5� D�
���+!$� ����!$$ 

P4(2) = C2
4 (0.5)2(0.5)2 = 6/16;

P6(3) = C3
6 (0.5)3(0.5)3 = 5/16,

��



S L� D�� �'���� � '���(���)���C *��)����)�'� <C�+�
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ���

���� '���(���� '� &���% �'� *���   � /�����C# /�+ �� 
*���   � 3�)� � ��$��#

P (μ4 ≥ 2) = P ({μ = 2} + {μ = 3} + {μ = 4}) = P4(2)+

+P4(3) + P4(4) = (C2
4 + C3

4 + C4
4 )(0.5)4 = 11/16 = 22/32;

P (μ6 ≥ 3) = P6(3) + P6(4) + P6(5) + P6(6) = 1 − P6(0)−
−P6(1) − P6(2) = 1 − (C0

6 + C1
6 + C2

6 )(0.5)6 = 21/32.

2�� + �6����+# '���(���� '� &���% �� +���� �'!C *��0
� "  � /�����C# /�+ �� +���� ���C *��� "  � 3�)� �

>����� 1� D!)�% k0 8 �� '���(���"3�� / )$� !)*�C�'
' n  )*���� (C ����!$$ # ���� �� ���/�� � k# �$( ����0
��&� Pn(k) *� � +��� �� 6�$%3�� ���/�� � *� k = 0, n�
D���B ��# /�� k0 +�B�� 6��% ��"����  � �'�"��&� ����0
'��)�'�

np + q ≤ k0 ≤ np + p.

D�����	�� <�)��'%�� ����3�� � Pn(k+1)
Pn(k)   ))$��!"��

) �&� *�+�.%- �!��� - Pn(k) ��$�/ )$����&� ��&!+��0
�� k �� '����)��� �# *�)��(�)�'�  !6�'�� ��

��))+��� + ���� �6�6.�� � )C�+� ����!$$ # ��&��
' ����+  )*����  '��+�B�� �� �'�  )C���# � ��)��$%���

(���������� A$6� D�'������ ����' ) +��  )*�0
��� (# ' ��B��+  � ������C '��+�B�� k ≥ 2  )C���'#
'���(���)� ������C �� +��(-�)( ��  )*���� ( �  )*�0
��� -# ����'�-�)( ���������� �	���	������	�
0�������	������	�3 �:����

��
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5 /�)���)� #  )*���� ( ����!$$ ('$(-�)(  )0
*���� (+ 6 ��+ �$%��" )C�+� 	k = 2� 96����/ +
 )C��� ����$%��&�  )*���� ( /���� u1, u2, . . . , uk� ��$��
)���&�� ) +���+�� /�)��" ��/� ���� ( �*����$�� �
*�$ ��+ �$%��" )C�+� '�&$(� � ����

(���������� A$6′� ?	���	������	� 0�������	8
������	�3 �:��	� �� n ����������: ���������
����'���)( '���(���)���� *��)����)�'� [Ωn

1 , Pn
1 ]# &��

Ω1 = {u1, u2, . . . , uk}�

96����/ + '���(���)�  )C���' ' ����$%��+  )*���0
�  /����

p1 = p1(u1), p2 = p1(u2), . . . , pk = p1(uk).

9/�' ���# /��

p1, p2, . . . , pk ≥ 0  p1 + p2 + . . . + pk = 1.

96����/ + /���� ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) K$�+�������"
 )C�� *��)����)�'� Ωn

1 # �* )�'�-. " ���!$%��� n ����0
' ) +�C  )*���� " *�$ ��+ �$%��" )C�+�� E��)% ��B0
��� ωi +�B�� *� � +��% ����  � k '��+�B��C ���/�� "
u1, u2, ..., uk� 9/�' ���# ' *��)����)�'� Ωn

1  +���)( kn K$�0
+�������C  )C���'� D� K��+ '���(���)� K$�+�������C
 )C���' ' ) $! ����' ) +�)�  )*���� " *�0*��B��+!
�*����$(-�)( ��'��)�'�+ 	L��# ������� ' �����+ )$!/��
*� � +��� ' �

p(ω) = p1(ω1)p1(ω2) . . . p1(ωn). (6.6)

5'���+ )$��!-. � )$!/�"��� '�$ / ��� μ1 8 / )$�
 )C���' u1 ' n  )*���� (C# μ2 8 / )$�  )C���' u2 ' n  )0

�





S L� D�� �'���� � '���(���)���C *��)����)�'� <C�+�
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ���

*���� (C  ����# �������# μk 8 / )$�  )C���' uk ' n  )*�0
��� (C� ��$�� ���+�$%��# ��� �!���  �� *��)����)�'�
K$�+�������C  )C���'# �� �*����$(-�)( ����

μ1 = μ1(ω) = [/ )$� ) +'�$�' u1 )��� ω1, ω2, . . . , ωn],

μ2 = μ2(ω) = [/ )$� ) +'�$�' u2 )��� ω1, ω2, . . . , ωn]

 ����# �������#

μk = μk(ω) = [/ )$� ) +'�$�' uk )��� ω1, ω2, . . . , ωn].

>������	� %� 5 ����  '���(���)��" *� �(�� �6�0
���/��% {ω : R} +��B�)�'� ��C K$�+�������C  )C���'
ω ∈ Ω# �$( ������C '�*�$���� )'�")�'� R� 5 �!��� 0
���$%��+ ���$ �� K�� +��B�)�'� /�.� �6����/�-� ���
{ω| R}� 1� ' ����  '���(���)��" !B� �)�% �6����/�0
� ( P (A \ B) �$( '���(���)� �����)� )�6�� " A  
B# P (A/B) �$( !)$�'��" '���(���)� )�6�� ( A *� 
!)$�'  B� N)$ �6����/ �% /���� P (ω| R) '���(���)�%
+��B�)�'� ��C K$�+�������C )�6�� "# �$( ������C
'�*�$���� )'�")�'� R# �� ' ��3 C �6����/�� (C 6!�!�
 )*�$%��'��%)( �� ' �� /����/��# /�� +�B�� '��)� 
*!��� �!�

��))+��� + )�6�� � {ω : μ1(ω) = r1, μ2(ω) =
r2, . . . , μk(ω) = rk}# &�� r1, r2, . . . , rk 8 ��$�� ����� 0
����$%��� / )$�# ��-. � ' )!++� n 	'  ��C )$!/�(C
+��B�)�'� ��� C ω 6!��� *!)��+ +��B�)�'�+ 	��'��+�B0
��+ )�6�� �+� N+! 6$�&�*� (�)�'!-� ��  ��$%�� ��
K$�+��������  )C��� ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)# �$( ����0
��C )��� ω1, ω2, . . . , ωn 6!��� ��'�� r1 ) +'�$�' u1#

�
�



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

r2 ) +'�$�' u2#  ����# �������# rk ) +'�$�' uk� <�&$�)0
�� ���)��!�� '��0��) �+�� /�)��+! �*����$�� - '���0
(���)� ' � )������+ *��)����)�'� '���(���)�% K��&� )�0
6�� ( 6!��� ��'��

P{ω : μ1(ω) = r1, μ2(ω) = r2, . . . , μk(ω) = rk} =

=
∑

ω: μ1(ω)=r1, μ2(ω)=r2, ... , μk(ω)=rk

p(ω).

2�� ���  )*���� ( ����' ) +�# �� ' ) $! 	L�L '���(���0
)� # � &!� �!-. � ' K��" )!++�# )�'*���-�  ��'��

p(ω) = pr1
1 pr2

2 . . . prk
k .

D�K��+! )!++� 6!��� ��'�� *�� �'���� - / )$� )$�&��0
+�C �� ����$%��� )$�&��+���

P{μ1 = r1, μ2 = r2, . . . , μk = rk} =

= [/ )$� )$�&��+�C] pr1
1 pr2

2 . . . prk
k .

1� / )$� )$�&��+�C )�'*����� ) / )$�+ )*�)�6�'# ) *�+�0
.%- ������C +��B�)�'� {ω1, ω2, . . . , ωn} +�B�� ���6 �%
�� k &�!** ���# /��6� ' *��'!- &�!**! '�3$� ��'�� r1

K$�+����' �$( ) +'�$� u1# '� '���!- &�!**! '�3$� ��'��
r2 K$�+����' �$( ) +'�$� u2  ����# �������# ' k0- &�!**!
'�3$� ��'�� rk K$�+����' �$( ) +'�$� uk� D� �����+� ���
/ )$� ��� C )*�)�6�' ��'��

n!
r1!r2! . . . rk!

.

2�� + �6����+# '���(���)�% ��&�# /�� ' n  )*���� (C
*�$ ��+ �$%��" )C�+� *�� ��"��� ��'�� r1  )C���' u1#

�
�



S L� D�� �'���� � '���(���)���C *��)����)�'� <C�+�
����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ���

��'�� r2  )C���' u2  ����# �������# ��'�� rk  )C���' uk#
��'��

P{μ1 = r1, μ2 = r2, . . . , μk = rk} =

=
n!

r1!r2! . . . rk!
pr1
1 pr2

2 . . . prk
k , (6.7)

&�� r1, r2, . . . , rk 8 ��$�� ����� ����$%��� / )$�# ��0
-. � ' )!++� n� 2�� ��� )�6�� ( {μ1 = r1, μ2 =
r2, . . . , μk = rk} �$( ���$ /��C ����� ����$%��C ���0
/�� " r1, r2, . . . , rk# ��-. C ' )!++� n# �6���!-� *�$�!-
&�!**!# �� ∑

r1+r2+...+rk=n

n!
r1! r2! . . . rk!

pr1
1 pr2

2 . . . prk
k = 1.

<�&$�)�� ���+!$� 	���
 K�� )!++� ��'��

(p1 + p2 + . . . + pk)n = 1n = 1.

R�� ��)'���� *���'��B���� )*��'��$ '�)�% ���+!$�
	L��# ������( ����'���)( �	���	������	�  $ ����8
���	������	� F	����	��

-�	��� 2� 1� ������� [0, 1]# ���6 ��" �� �� /�)� 
[0, 1/4), [1/4, 3/4), [3/4, 1]# :��!��/!: 6��3��� � ��/���
����'� '���(���)�% ��&�# /�� �� *��'�� �'� *��+�B!���
���6 �� ( *�*���� *� �'� ��/� # � �� *�)$��� " *��+�0
B!��� 8 ���� ��/��Y

��&�� ' ��"  $  ��" ����/� &�'�� �)( � 6��)��  
��)��$%� C ��/�� �� �������# �� *�����!+�'���)(# /��
�$( ��B��" ����$%��" ��/� '���(���)�% *�*���� ( '
 �+�� +�� *� J�6�&! *��+��B�)�'� ������� [0, 1] �*����0
$(��)( *� *��' $! &��+��� /�)��" '���(���)� # �  )*�0
��� (# )'(������ ) 6��)�� �+ ���$ /��C ��/��# ����' 0
) +�� D!)�% μ1 8 / )$� ��/��# *�*�'3 C ' [0, 1/4)# μ2 8

�
�
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/ )$� ��/��# *�*�'3 C ' [1/4, 3/4)# μ3 8 / )$� ��/��# *�0
*�'3 C ' [3/4, 1]� D� ���+!$� 	L��  )��+�( '���(���)�%
��'��

P{μ1 = 2, μ2 = 2, μ3 = 1} =
5!

2!2!1!
(1/4)2(1/2)21/4 =

= 15/128.

� .� ������
�� ������� � ����� ,��
*�

5���(���)�% ��&�# /��  ���$ � �����&� ��'��� ('$(��)(
6����'����+# ��'�� 
�

�� ����'� '���(���)�% ��&�# /��
 � �
 


 ��!��/! '�(��C  ���$ " K��&� ��'��� 6����'��0
��+ ���B!�)( � =
 ����$�"Q 6 �� 6�$�� �
 ����$�"Y

<�&$�)�� ���+!$� ����!$$ '���(���)�% ��&�# /��
6����'����+ ���B!�)( =
 ����$�"# ��'��

P10000(40) = C40
10000(0.005)

40(0.995)9960 .

5���(���)�% ��&�# /�� 6����'����+ ���B!�)( �� 6�$��
�
 ����$�"# ��'��

P{μ ≤ 70} =
70∑

k=0

P10000(k) =

=
70∑

k=0

Ck
10000(0.005)

k(0.995)10000−k .

5 ���# /�� �$( *��)/��� K� C '���(���)��" ���6!��)(
*��'�)� ��)����/�� &��+���� � '�/ )$�� (� ��B�
*�  )*�$%��'��  ��+*%-���� '��� ��!� )$�B��)� )

�
=
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'�/ )$�� �+ Ck
10000# *�)��$%�! *� ���)( !+��B��% ��!&

�� ��!&� 6�$%3�� ��$ /�)�'� +��B ��$�" *��(��� 104�
5 ) �!��  ��))+�������&� *� +��� +�B�� *� +�� �%
*����$%�!- �����+!# *���$�B���!- D!�))���+� E�)$!&�
D!�))��� )�)�� � �� ' ��������$%)�'� *� '�� +�&� � B�
���!$%����#  6� ��� ('$(��)( *��)��+ !*��B��� �+ *�
+���+�� /�)��+! ���$ �!# � ' ��+# /�� �� *���$�B $
�) +*��� �! '���(���)� Pn(k) ' )C�+� ����!$$ *� 
)���+$��  n � 6�)����/��)� �*����$����+ )*�)�6�+#
' ������+ p ��' ) � �� n�

&�	���� B$2 0?�������� ��	���� ?����	��3�
9
�	  
���� �������	 n → ∞, p → 0 ���	� ��������

��� np = λ �
����
� ��
�����!�� ��

Pn(k) → P (k) =
λk

k!
e−λ, k = 1, 2, . . . .

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� !)$�' - �����+� p = λ
n #

*�K��+! q = 1 − p = 1 − λ
n � <$���'���$%��#

lim
n→∞Ck

npkqn−k = lim
n→∞

n(n − 1) . . . (n − k + 1)
k!

(λ

n

)k·

·
(
1 − λ

n

)n−k
=

λk

k!
lim

n→∞

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)
·

·
(
1 − λ

n

)−k(
1 − λ

n

)n
=

λk

k!
lim

n→∞

(
1 − λ

n

)n
=

λk

k!
e−λ.

�

>������	� 1� 2����+�" D!�))��� +�B�� *�$%��'��%)(
�$( *� 6$ B����&� '�/ )$�� ( '���(���)� Pn(k) *� 
6�$%3 C n  +�$�C p� �$( !��6)�'� )���+!$ �!�+ ��

�
�



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

'*�$�� /����� ) +���+�� /�)��" ��/� ���� ( )$��)�' ��

!�������� B$4� N)$ ' )C�+� ����!$$ n '�$ ��# � p
+�$� ���# /�� *� K��+ λ = np �� +�$�  �� '�$ ��# ��

Pn(k) ≈ λk

k!
e−λ.

9�+�� + ���B�# /�� �����+�" D!�))��� +�B�� *�$%0
��'��%)(# ��&�� n '�$ ��# � p 6$ ��� � �� � ��� 5 K��+
)$!/�� ���� !)*�C *��� +���'��% �� ��!��/!# � ��!��/!
8 �� !)*�C� 2�&�� '���(���)�% :��'�&�: !)*�C� 6!���
6$ ��� � �!$-�

-�	��� 1� ��++!����� �6)$!B '��� �

 �6������'�
5���(���)�% ��&�# /�� ' ��/�� � + �!�� �6����� *��'�0
� � �� ��++!�����# ��'�� 
�
�� 1�"� �� '���(���)�% ��0
&�# /�� ' ��/�� � + �!�� �� ��++!����� *��'��(� ���'��
� �6������Q 6+���� ���C �6������'�

</ ��(# /�� �6������ �'��(� ����' ) +� ��!& �� ��!0
&�  *� � +�( �� !)*�C �'���� ����$%��&� �6������# *�0
$!/��+ )C�+! ����!$$  � n = 100  )*���� " ) p =
0.01, q = 0.99� 2�� ��� n = 100 '�$ ��# p = 0.01 +�$�#
� λ = np = 1 �� +�$�  �� '�$ ��# �� *� )$��)�' - �

a)P100(3) ≈ 13

3!
e−1 = 0.0613;

6)P{μ < 3} = P100(0) + P100(1) + P100(2) ≈

≈ 10

0!
e−1 +

11

1!
e−1 +

12

2!
e−1 = 0.9197.

P�� B� ��$��%# ��&�� '���(���)�% !)*�C� p ��$��� ��0
)�� � �� �����' ������� [0, 1]Y 5 K��+ )$!/�� �� *�+�.%

�
L
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*� C�� � ��� ����'��+�( �����+� �!�'��0J�*$�)�# ��0
�������( '*��'�� �$( )$!/�( ) ++��� /��" )C�+� ���0
�!$$ 	���� *� p = q = 1/2 �!�'��+# � ����+ �6�6.��0
��( �� )$!/�" *�� �'�$%��&� 0 < p < 1 J�*$�)�+� D��0
B��# /�+ *���C�� �% � ���+!$ ��'��+ )���'��)�'!-. C
�����+# ��*�+� + ��������� �����  � +���+�� /�)��&�
���$ ��� D�)$���'���$%��)� {an}  {bn} ����'�-�)( K�0
' '�$�����+ 	*� n → ∞# �)$ 

lim
n→∞

bn

an
= 1. (7.1)

;��� K�' '�$�����)� *�)$���'���$%��)��" {an}  {bn}
�6����/���)( ���� bn ∼ an� N)$ ���6%# )��(.�( *�� ���0
��+ *����$� ' 	���# ��' ) � �� ��������" *�)$���'���$%0
��)� {xn}# � )���+$�� � � *����$! ' 	��� ��'��+����
����) ��$%�� ')�C xn ∈ X# &�� X 8 ��������� +��B�)�'�
	���� �$( $-6�&� ε > 0 )!.�)�'!�� ���!��$%��� / )$� N
�����# /�� �$( ')�C n > N  �$( ')�C xn ∈ X '�*�$0
�(��)( ����'��)�'� |bn/an − 1| < ε# �� * 3!� bn ∼ an

��'��+���� ����) ��$%�� xn ∈ X 	 $ ��'��+���� *�
xn ∈ X� H�'�)���# /�� �)$ an ∼ bn ��'��+���� ����0
) ��$%�� xn ∈ X# � cn ∼ dn ��'��+���� ����) ��$%��
xn ∈ X# ��  ��'��+���� ����) ��$%�� xn ∈ X '�*�$�(0
��)(�

ancn ∼ bndn;
an

cn
∼ bn

dn
.

�$( �����+�$%��&� *�� +�� ( ��������$%)�'� *� '�� 0
+�" ��$�� �����+� *�$���� ')*�+� �% )�')�+ *��)��� ��0
������$%)�'� K� C )'�")�'� 1�*�+� + ���B�# /�� )�&$�)0
�� �6.�+! �*����$�� - o(an) *� n → ∞ �$( 6�)����/��
+�$�" '�$ / �� *� n → ∞ +�B��  )*�$%��'��% �6����0
/�� � o(1)�

�
�
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7	������ ��������� ��	���� ������8
7�������

-�
��  
���� �������	 0 < p < 1� ����� ��	 n → ∞
��������� �� 
�� xk 	�� xk = k−np√

npq � ��	��������	�

��������� ������� [\#]^#

Pn(k) ∼ 1√
npq

ϕ(xk),

��� ϕ(x) = 1√
2π

exp {−x2

2 } : ��� ���!����� ������
��


����������� ����������� ��
��������	��
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5�)*�$%�!�+)(  �'�)���"

 � +���+�� /�)��&� ���$ �� �) +*��� /�)��" ���+!$�"
<� �$ �&��

n! ∼
√

2πn nne−n *� n → ∞. (7.2)

D� ���+!$� ����!$$ 

Pn(k) = Ck
npkqn−k =

n!
k!(n − k)!

pkqn−k. (7.3)

D� !)$�' -

xk =
k − np√

npq
∈ [a, b],

*�K��+! *� n → ∞ ��'��+���� ����) ��$%�� xk ∈ [a, b]
6!���

k = np + xk
√

npq → ∞, n − k = nq − xk
√

npq → ∞.

D�K��+!  � 	��� ) !/���+ 	��� *�$!/ +# /�� ��'��+����
����) ��$%�� xk ∈ [a, b] 6!��� '�*�$�(�%)(

Pn(k) ∼
√

2πn nne−n

√
2πk kke−k

√
2π(n − k) (n − k)n−ke−(n−k)

=

�
�
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=
1√
2π

√
n

k(n − k)

(np

k

)k( nq

n − k

)n−k
.

D�$%�!()% ���+!$�" 2�"$���

ln(1 + x) = x − x2

2
+ o(x2), x → 0,

 ��+# /��

k

np
= 1 + xk

√
q

np
;

n − k

nq
= 1 − xk

√
p

nq
,

*�$!/ +�

ln
(np

k

)k
= − ln

( k

np

)k
= −k ln

k

np
= −(np + xk

√
npq)·

ln
(
1+xk

√
q

np

)
= −(np+xk

√
npq)

(
xk

√
q

np
− qx2

k

2np
+o

( 1
n

))
=

= −xk
√

npq − qx2
k +

qx2
k

2
+ o(1) = −xk

√
npq − qx2

k

2
+ o(1).

G��$�& /��# ��'��+���� *� xk ∈ [a, b]

ln
( nq

n − k

)n−k
= − ln

(n − k

nq

)n−k
= −(n − k) ln

n − k

nq
=

= −(nq − xk
√

npq) ln
(
1 − xk

√
p

nq

)
=

= −(nq − xk
√

npq)
(
− xk

√
p

nq
− px2

k

2nq
+ o

( 1
n

))
=

= xk
√

npq − px2
k +

px2
k

2
+ o(1) = xk

√
npq − px2

k

2
+ o(1).

�
�
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D�K��+! ��'��+���� *� ��� + xk

ln
(np

k

)k( nq

n − k

)n−k
= −x2

k

2
+ o(1).

<$���'���$%��#(np

k

)k( nq

n − k

)n−k
= exp

{
− x2

k

2

}
exp {o(1)} ∼

∼ exp
{
− x2

k

2

}
��'��+���� *� xk ∈ [a, b]� D�)��$%�! ��'��+���� ����) 0
��$%�� ��� C xk√

n

k(n − k)
∼

√
n

npnq
=

1√
npq

,

�� ��'��+���� *� xk ∈ [a, b]

Pn(k) ∼ 1√
2π

1√
npq

e−
x2

k
2 =

1√
npq

ϕ(xk).

�

!�������� B$>� N)$ ' )C�+� ����!$$ n '�$ ��# �
'���(���)�% !)*�C� p �� �/��% 6$ ��� � �����+  ����'�$�
	
#� 	

√
npq '�$ ��# ��

Pn(k) ≈ 1√
npq

ϕ(xk), &�� xk =
k − np√

npq
.

D�)��$%�!

P
{
a ≤ μ − np√

npq
≤ b

}
=

∑
k: a≤xk≤b

Pn(k) ≈

��
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≈
∑

k: a≤xk≤b

ϕ(xk)Δxk ≈
b∫

a

ϕ(x)dx,

&�� Δxk = 1√
npq # �� '�)%+� *��'��*���6�� )$��!-0

. " ���!$%����

)���������� ��������� ��	���� ������8
7������� -�
��  
���� �������	 0 < p < 1# <����
��������� �� 
�� a 	 b ���	�� ��� −∞ ≤ a < b ≤ +∞#

lim
n→∞P

{
a ≤ μ − np√

npq
≤ b

}
=

b∫
a

ϕ(x)dx = Φ(b) − Φ(a) =

= N(b) − N(a).

E��)%

Φ(x) =

x∫
0

ϕ(t)dt 8 ��� ����'��+�( �!��� ( J�*$�)�,

N(x) =
x∫

−∞
ϕ(t)dt 8 ��� ����'��+�( �!��� ( )�������0

��&� ���+�$%��&� ��)*����$�� (�
��������$%)�'� K��" �����+� 6!��� ('$(�%)( )$��0

)�' �+ &������ 6�$�� �6.�" ��� ����'��+�" ������$%��"
*����$%��" �����+�  6!��� ���� *��B��

5 ) $!  ���&��$%��" �����+� '���(���)�% ��&�# /��
/ )$� !)*�C�' +�B�� *� � +��% ��$�� ���/�� ( �� k1 ��
k2 '�$-/ ��$%��# ��'��

Pn(k1, k2) = P{k1 ≤ μ ≤ k2} =

= P
{k1 − np√

npq
≤ μ − np√

npq
≤ k2 − np√

npq

}
≈

���
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≈ Φ
(k2 − np√

npq

)
− Φ

(k1 − np√
npq

)
.

D�$!/���)( )$��!-.��

!�������� B$6� 9
�	  
���� �������	 �������
��
�
���� p �� ����� ��	��� � & 	�	 1� �� ��	 ����"	� n
A
√

npq ��	��B

Pn(k1, k2) ≈ Φ(xk2) − Φ(xk1),

��� xk = k−np√
npq �

D!)�% ' ���!$%���� ��������&� )$!/�"��&� K�)*�� 0
+���� +�B�� *�(' �%)(  $ �� *�(' �%)( )�6�� � A�
5)�&�� +�B�� ������ ��'��%  )C����� *��)����)�'� K$�0
+�������C  )C���'# �6V�� �((  )C���# 6$�&�*� (�)�'!0
-. � A# '  )C�� A# �  )C���# �� 6$�&�*� (�)�'!-. �
A# '  )C�� A� 2�� + �6����+# ' ��/�)�'� σ0�$&�6�� 6���+
F = {Ω, φ,A,A}� </ ��(# /�� A 8 !)*�C# A 8 ��!��/�# *�0
$!/��+# /�� '���(���)�% *�� �'�$%��&� )�6�� ( A +�B��
���B��)�' �% ) '���(���)�%- !)*�C�� p = P (A)� 2�&�� μ
8 / )$� !)*�C�' ' n  )*���� (C 8 K�� / )$� *�('$�� "
)�6�� ( A ' n  )*���� (C# μ

n 8 ����) ��$%��( /�)����
*�('$�� ( )�6�� ( A ' n  )*���� (C� D� ��) �+�� ��0
�  ����  '���(���)��" +� )���+ $ )% � ��+!# /��6�
*� 6�$%3 C n ����) ��$%��( /�)���� μ

n )��6 $ � ��'�0
$�)% ���$� '���(���)� p� G ��� ���� �%# ��)��$%�� ��0
��) ��$%��( /�)���� +�B�� ���$��(�%)( �� '���(���)� �
5 ) $!  ���&��$%��" �����+� �!�'��0J�*$�)�

P
{∣∣∣μ

n
− p

∣∣∣ ≤ ε
}

= P{−nε ≤ μ − np ≤ nε} =

= P
{
− ε

√
n

pq
≤ μ − np√

npq
≤ ε

√
n

pq

}
≈

���
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≈ Φ
(
ε

√
n

pq

)
− Φ

(
− ε

√
n

pq

)
= 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

H���# *�$!/ $ !��6�!- ' *� $�B�� (C ���+!$! �$(
����� )��*�� ���$���� ( ����) ��$%��" /�)���� )�6�0
� ( �� '���(���)� K��&� )�6�� (�

P
{∣∣∣μ

n
− p

∣∣∣ ≤ ε
}
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
.

2�� ��� *��'�( /�)�% K��&� *� 6$ B����&� ��'��)�'� *� 
$-6�+ ε > 0 )���+ �)( � �# �� '�)%+� *��'��*���6��# /��
�$( ')(��&� ε > 0

lim
n→∞ P

{∣∣∣μ
n
− p

∣∣∣ ≤ ε
}

= 1.

R�� ��� ����'��+�" ����� 6�$%3 C / )�$ ' ���+� ���0
�!$$ # ������" 6!��� )���&� ������� *��B�� 5�*�$��� �
K��&� ������ *�����'��� ���!+��)�% ''������" ��+ ��0
) �+�� � ����  '���(���)��"#  6� ' �� ��+��C *���0
����# /�� ' �*����$����+ )+�)$� ����) ��$%��( /�)����
)�6�� ( )��6 $ � �!��)( '���!& �&� '���(���)� # �  +��0
�� ) '���(���)�%-# )��$% !&���� 6$ ���" � �� � ��# ���
)��$% !&���� +�$� ���$��(��)( �� K��" '���(���)� �

� /� ,��������� �
�0����	 � ����������

+*
�1��� ����
�
�� ������
���
�2�

������	
���	

R��� *���&��� ('$(��)( ')*�+�&���$%��+  ���6C�� +
�$( *�� +�� ( ''�� +�&� ��$�� *��(� ( )$!/�"��" '�0
$ / ��� P�)�% +���� �$�  �'�)���  � �!�)� �!��� �0
��$%��&� ���$ ��# ��!&�( /�)�% ('$(��)( ��$%��"3 + ��
���' � �+�

���
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D!)�% X 8 +��� /�)��� *��)����)�'�� 5 ) $! $�++�
=�= �$( $-6�&� )�+�")�'� *��+��B�)�' *��)����)�'� X#
' /�)���)� # �$( )�+�")�'� ')�C �������C +��B�)�'  �
X# )!.�)�'!�� �� +��%3�( σ0�$&�6��# )����B�.�( K��
)�+�")�'��

(���������� C$2� 1� +��%3�( σ0�$&�6��# )����B�0
.�( ')� �������� +��B�)�'� +��� /�)��&� *��)����)�'�
X# ����'���)( σ0����
�	� 
	��������: ��	�����
*��)����)�'� X# � +��B�)�'�  � ��� 8 
	�����������

�!��+ /���� B(X) �6����/��% K�! σ0�$&�6�!� ��� ')(0
��( σ0�$&�6��# B(X) )����B � ∅  ')� *��)����)�'� X�
D� �*����$�� - ��� ��� )����B � ')� �������� +��B�0
)�'� *��)����)�'� X� 2�� ��� $-6�� ��+��!��� +��B�0
)�'� F *���)��'$(��)( ' ' �� F = X \G# &�� G 8 �����0
��� +��B�)�'�# ��# *� �*����$�� - σ0�$&�6��# F ∈ B(X)�
H���# ')� ��+��!��� +��B�)�'� ('$(-�)( 6���$�')� + �
1���!��� *��(�%# /�� +� +�&$ 6� ���% K�' '�$������
�*����$�� � B(X) ��� �� +��%3�" σ0�$&�6��# )����B�0
.�" ')� ��+��!��� +��B�)�'� *��)����)�'� X�

D�)��$%�! / )$�'�( *�(+�( R ('$(��)( +��� /�0
)� + *��)����)�'�+# +�B�� ��))+��� '��% σ0�$&�6�!
6���$�')� C +��B�)�' / )$�'�" *�(+�"# �����!- �$(
������)� �6����/ + /���� B# ���� B = B(R)� E���� +)(
'�*��)�+# ��)��$%�� 3 ��� �$�)) 6���$�')� C +��B�)�'�

�� ?���������!� �����
�� ��� �
� ������
�	,
�	�

��")�' ��$%��# ������/�/��� +��B�)�'� ('$(-�)(
��+��!��+ � 5��+�B��  ��!& � +�� ' ��'� # ��*� 0

��=



S �� ����$�')� � +��B�)�'�  6���$�')� � �!���  ���

+��#

{a} =
∞⋂

n=1

(
a − 1

n
, a +

1
n

)
,

� ��� ���  ����'�$�# )��(. � *�� �����+ *���)�/�� ( 8
�������� +��B�)�'�# ���� 6���$�')� �# �� *� �*����$�0
� - σ0�$&�6�� {a} ∈ B�

�� �����
�� ���	������!� ����� : ������
����
��")�' ��$%��# ��� ('$(��)( )/����+ �6V�� ��� �+

������/�/��C +��B�)�'�

�� �����
�� 	����	������!� ����� : ������
����
��")�' ��$%��# ��� ('$(��)( ��*�$��� �+ � +��B�0

)�'! ��� ���$%��C ��/���

=� = �!� ���������	 (−∞,+∞), (−∞, a), (−∞, a]�
(a,+∞), [a,+∞), (a, b), [a, b], [a, b), (a, b] : ������,


�	� �����
���
R�� �/�' ���#  5� ��$B�� !+��% ������'��%�

1�*� +��# [a, b) ∈ ß# ��� ��� [a, b) = (a, b) ∪ {b}�

�� 9
�	 f(x) : ������!��� *����	�� �� �����
��

{x : f(x) < c}, {x : f(x) ≤ c}, {x : a ≤ f(x) < b}

	 �#�#� : ������
�	��
��")�' ��$%��# ��*� +��# {x : f(x) < c} =

f−1((−∞, c)) ('$(��)( �������+# ���� 6���$�')� +# *�0
)��$%�! *� ��*����'��+ ���6��B��  *���6��� �����0
��&� +��B�)�'� (−∞, c) ������� ��$��#

{x : a ≤ f(x) < b} = {x : a < f(x) < b} ∪ {x : f(x) = a}.

���
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D��'�� )$�&��+�� ' �6V�� ���  8 �������� +��B�)�'�#
���� 6���$�')���# ��� *���6��� �������&� +��B�)�'�
(a, b) *� ��*����'��+ ���6��B��  f # '����� )$�&��+��
8 ��+��!��� +��B�)�'�# ���� 6���$�')���# ��� *���6���
��+��!��&� +��B�)�'� {a} *� ��*����'��+ ���6��B��0
�  f � 2�� ��� B 8 �$&�6��# ��  �6V�� ��� � 6!���
*� ���$�B��% B�

��'�$%�� ��!��� *� '�)� *� +�� +��B�)�'�# �� ('0
$(-.�&�)( 6���$�')� +� 5)� +��B�)�'�# ������� +�&!�
6��% )���)��! ��'���  � +��B�)�'# � &!� �!-. C '
)'�")�'�C �0�# ) *�+�.%- ����/��&�  $ )/����&� / )$�
������ ��0+��B�)�'����C �*���� "# ('$(-�)( 6���$�'0
)� + � �$( *�)����� ( *� +��� �� 6���$�')��&� +��B�0
)�'� ��$%�( �6�"� )% 6�� ��) �+� '�6���# *���6�� ��0
+!# ��� )��� �)( *� +�� +��B�)�'�# ��  �+�� +�&� *�
J�6�&!� D��(���# /�� ')� +��B�)�'�#  +�-. � ����"0��
*���� /�)� "  �����)# ('$(-�)( 6���$�')� + � D�K��+!
' ����  '���(���)��" �� / )$�'�" *�(+�" ' ��/�)�'�
�)��'��" 6����)( σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�'# /��
) ��*�)�+ �6�)*�/ '��� ')� '��+�B��� *� �$����� *�0
���6��)� �

5 ��$%��"3�+ ��+ *�����6 �)( ��!&�( ���)��!�� (
σ0�$&�6�� B# �)��'����( �� �� �������C +��B�)�'�C#
� �� *�$! ����'�$�C� D!)�% [a, b) = {x : a ≤ x < b}
�$( ')�C −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞� E��)% ''����� �6����/�� �
[−∞, a) �$(  ����'�$� (−∞, a)  �6����/�� � [−∞,+∞)
�$( (−∞,+∞)# /��6� �� ��$��% $ 3� C �&�'���� ' *� 0
'�� +�" � B� ���)��!��  � 2�� + �6����+# ')( / )$�'�(
*�(+�( R  *!)��� +��B�)�'� φ = [a, a) ���B� ('$(-�)(
*�$! ����'�$�+ ����&� ' ��� D!)�% A 8 )�'��!*��)�%
')�C *��+��B�)�' R# ������� +�&!� 6��% *���)��'$��� '

��L



S �� ����$�')� � +��B�)�'�  6���$�')� � �!���  ���

' �� ����/��C �6V�� ��� " *�*���� �� *���)���-. C)(
*�$! ����'�$�' ����&� ' ��# ����

A = {A : ∀n ∈ N, ai ≤ bi, i = 1, n; A =
n∑

i−1

[ai, bi)}.

>����� 1� D���B ��# /�� A 8 �$&�6���

5 ��$%��"3�+ 6!��+ ����'��% K�! �$&�6�! ����
�	�
	
G�������� �	����������	��

9����� A �� ('$(��)( σ0�$&�6��"# ��� ��� ∀n ∈
N

[
1
n , 1

)
∈ A# ������

∞⋃
n=1

[ 1
n

, 1
)

= (0, 1) /∈ A.

7���� 	 ���	���� σ8����
�� 
	��������: ��	8
����� �� R� σ,������� ������
�	� �����
� �	
����
������ 
������� 
 ��	����"�� σ,��������� 
������,
��� ������� A� �#�#

B = σ(A).

� � � � � � � � $ % ) � ' �� �� ����B�+ )��/�$�# /��
σ(A) ⊂ B� ���B�)�'�  � �$&�6�� A 8 6���$�')� � *�
)'�")�'! =  �*����$�� - �$&�6��# ���� A ⊂ B� H���# B
8 σ0�$&�6��# )����B�.�( A# �� σ(A) 8 �� +��%3�( σ0
�$&�6��# )����B�.�( A� D�K��+! σ(A) ⊂ B�

���
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�� 2�*��% ����B�+# /�� B ⊂ σ(A)� E�+�� +# /�� $-0
6�" �������"  ����'�$ (a, b) )����B �)( ' σ(A)� ��"0
)�' ��$%��# ∀n ∈ N 6!���

[
a + 1

n , b
)

∈ A ⊂ σ(A)# � ���

��� σ(A) 8 σ0�$&�6��# ��

(a, b) =
∞⋃

n=1

[
a +

1
n

, b
)
∈ σ(A).

H� ����  �!��� "  �'�)���# /�� $-6�� �������� +��0
B�)�'� �� ��")�' ��$%��" *�(+�" *���)��'$(��)( ' ' ��
�� 6�$�� /�+ )/����&� �6V�� ��� ( *�*���� ��*���)���-0
. C)(  ����'�$�'� D!)�% W 8 )�'��!*��)�% ')�C �����0
��C +��B�)�' R, G ∈ W � <�&$�)�� '�3�)�������+!#

G =
∑
i∈I

(ai, bi),

&�� I ⊂ N� D�)��$%�!# ��� '�3� ��������# (ai, bi) ∈ σ(A)
 σ(A) 8 σ0�$&�6��# �� G ∈ σ(A)� D�K��+!
W ⊂ σ(A)� D� �*����$�� -# B 8 �� +��%3�( σ0
�$&�6��# )����B�.�( W # � σ(α) 8 ��������( σ0
�$&�6��# )����B�.�( W � <$���'���$%��# B ⊂ σ(A)�
�

2�� ��� ������� [0, 1] 8 +��� /�)��� *��)����)�'�#
�� +�B�� ��))+��� '��% σ0�$&�6�! �&� 6���$�')� C
+��B�)�' B([0, 1])� �$( ��� '���� �� B� )'�")�'�# /��
 �$( B(R)# ) ��" $ 3% �&�'����"# /�� ')� +��B�)�'�
6��!�)(  � [0, 1]# � ��$% �� � �� ' K��" σ0�$&�6��  &����
�� R# � [0, 1]� J-6�� 6���$�')��� +��B�)�'�  � B([0, 1])
+�B�� *���)��' �% ��� B ∩ [0, 1]# &�� B ∈ B� 2�� +
�6����+# B([0, 1]) = B ∩ [0, 1]� N)$ ��))+�����% ���
 ' )$!/�� 6���$�')� C +��B�)�' �� *�(+�" �$&�6�!

���
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�6V�� ��� " *�$! ����'�$�' A([0, 1])# )�)��'$���!-
��/�� ��� + B� �6����+# /��  A# ��$%��  ����'�$�
[ai, bi) ��$B�� 6���%)(  � [0, 1]# �� $�&�� ������'���)(#
/�� B([0, 1]) = σ(A([0, 1]))�

(���������� C$4� D!)�% D 8 6���$�')��� +��B�0
)�'�� ;!��� ( f : D → R ����'���)( �������	� �	
�	���<  $ 
	�������	�# �)$ *���6��� 6���$�')��0
&� +��B�)�'� ('$(��)( 6���$�')� + +��B�)�'�+# ����
∀B ∈ B '�*�$�(��)( f−1(B) ∈ B�

&�	���� C$>� 9
�	 f : D → R : ������!��� *���,

�	�� �� f : ������
��� *����	��
� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��))+��� + �$�)) *��+��0

B�)�' / )$�'�" *�(+�"

M = {B : B ⊂ R, f−1(B) ∈ B}.

<��/�$� ����B�+# /�� M 8 σ0�$&�6�� *��+��B�)�' R�
��")�' ��$%��# f−1(R) = D ∈ B# )$���'���$%��# R ∈ M�
��$��# f−1(∅) = ∅ ∈ B# *�K��+! φ ∈ M� N)$ A,B ∈ M#
�� f−1(A), f−1(B) ∈ B# )$���'���$%��#

f−1(A ∪ B) = f−1(A) ∪ f−1(B) ∈ B,

f−1(A ∩ B) = f−1(A) ∩ f−1(B) ∈ B,

f−1(A \ B) = f−1(A) \ f−1(B) ∈ B.

D�K��+! A ∪ B, A ∩ B, A \ B ∈ M� E��/ �# M 8 �$&�0
6��� N)$ B1, B2, . . . ∈ M# �� f−1(B1), f−1(B2), . . . ∈ B#
)$���'���$%��#

f−1(B1 ∪ B2 ∪ . . . ) = f−1(B1) ∪ f−1(B2) ∪ . . . ∈ B,

���
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f−1(B1 ∩ B2 ∩ . . . ) = f−1(B1) ∩ f−1(B2) ∩ . . . ∈ B.

D� �*����$�� - M K�� ����/���# /��
∞⋃

n=1
Bn ∈

M,
∞⋂

n=1
Bn ∈ M� D�K��+! �$&�6�� M ('$(��)( σ0

�$&�6��"�
D!)�%# ���  ���%3�# W 8 )�'��!*��)�% ')�C

�������C +��B�)�' R� 2�� ��� f 8 ��*����'��(
�!��� (# �� *���6��� �������&� +��B�)�'� 8 ��0
������ +��B�)�'�# ���� 6���$�')���� 2�� + �6����+#
∀G ∈ W '�*�$�(��)( f−1(G) ∈ B# ���� G ∈ M� H���#
W ⊂ M# � ��� ��� M 8 σ0�$&�6��# )����B�.�( W #
�� ��� )����B � �� +��%3!- σ0�$&�6�!# )����B�.!-
W # ���� B� D�)��$%�! B ⊂ M# �� ∀B ∈ B '�*�$�(��)(
B ∈ M# ���� f−1(B) ∈ B� D�)$�����# )�&$�)�� �*����0
$�� - ���# ����/���# /�� f 8 6���$�')��( �!��� (�
�

2�� ��� n0+����� �'�$ ��'� *��)����)�'� Rn 8 +��0
� /�)��� *��)����)�'�# �� +�B�� &�'�� �% � σ0�$&�6��
�&� 6���$�')� C +��B�)�' B(Rn) = Bn� D!)�% D ⊂ Rn

8 n0+����� 6���$�')��� +��B�)�'� 	�� )�+�+ ��$� D 8
�� � �� σ0�$&�6�� D ∩ Bn�

(���������� C$6� ;!��� ( f : D → R ����0
'���)( �������	� �	 �	���<  $ 
	�������	�#
�)$ ∀B ∈ B '�*�$�(��)( f−1(B) ∈ Bn 	�� )�+�+ ��$�
f−1(B) ∈ D ∩ Bn�

&�	���� C$@� 9
�	 f : D → R : ������!��� *���,

�	�� �� f : ������
��� *����	��
��������$%)�'� *�/� ��)$�'�� *�'���(�� ������0

��
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��$%)�'� �����+� ����

>����� %� ����B �� �����+! ����

D!)�% (Ω, F , P ) 8 '���(���)���� *��)����)�'��
��B�� ������%)(# /�� ! +��B�)�'� A ∈ F #  +�-.�&�
�!$�'!- '���(���)�% 	P (A) = 0# )!.�)�'!-� *��+��0
B�)�'�# �� *� ���$�B�. � F #  # )$���'���$%��# ��
 +�-. � '���(���)� � �$( ��&�# /��6�  �6�' �%)( ��
!�������&� ����)�����# ''���+ )$��!-.�� �*����$�� ��
���B�)�'� N ⊂ Ω ����'���)( P 0�������#  $ ��	��	
�������# �)$ )!.�)�'!�� +��B�)�'� A ∈ F �����# /��
N ⊂ A  P (A) = 0�

(���������� C$A� 5���(���)���� *��)����)�'�
(Ω, F , P ) ����'���)( �	����# �)$ F )����B � ')�
�!$�'�� +��B�)�'��

D�$��� '���(���)���� *��)����)�'� �6$����� ��+
)'�")�'�+# /�� $-6�� *��+��B�)�'� N +��B�)�'� A �!0
$�'�" '���(���)�  �+�� +� 	���� *� ���$�B � F#  # )$�0
��'���$%��# P (N) = 0�

��))+��� + )$��!-.!- *�����!�! *�*�$��� ( '���0
(���)���&� *��)����)�'�� D!)�% N 8 �$�)) �!$�'�C +��0
B�)�'# F = {A ∪ N : A ∈ F , N ∈ N}� 9*����$ + �� F
/ )$�'!- �!��� - P # *�$�&�(

P (A ∪ N) = P (A).

����B�+# /�� ����� �*����$�� � �!���  P ���0
������� �$( K��&� ���6C�� +� *������%# /�� �)$ 
+��B�)�'�  � F  +��� �'� *���)��'$�� ( A1 ∪ N1

 A2 ∪ N2# &�� A1, A2 ∈ F , N1, N2 ∈ N# ��

���
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P (A1) = P (A2)� H� A1 ∪ N1 = A2 ∪ N2 )$��!��# /��
(A1 \A2)+ (A2 \A1) ⊂ [(A2 ∪N2) \A2]∪ [(A1 ∪N1) \A1] ⊂
N1 ∪ N2� 2�� ��� P (N1 ∪ N2) = 0# �� ��)-�� )$��!��#
/�� P (A1ΔA2) = P ((A1 \ A2) + (A2 \ A1)) = 0� <$���0
'���$%��# *� )'�")�'! '���(���)� = *(��&� *���&����
P (A1) = P (A2)�

>������	� 1� ��&�� ��'�$�)% �*����$�� � �$&�6��  
σ0�$&�6��# +� �� )���+ $ )% + � + � ��'��% / )$� ���0
6�'�� "# ���$���'��+�C �� +��B�)�'� K� C �$�))�'� 9�0
���� *� ��������$%)�'�C ����( :��)��/ ��$%��)�%: '�0
$ '���)( '  C !)$�B��� �� D�K��+! *� '���+ !��6���
���6C�� +��  ��)����/��� !)$�' ( �$( ��&�# /��6� +��0
B�)�'� ��������&� )�+�")�'� F *��+��B�)�' +��B�)�'�
Ω �6����'�'�$ σ0�$&�6�!� 5�� �� �

�� ∅ ∈ F �
�� N)$ A,B ∈ F # �� A ∈ F , A ∪ B ∈ F �

�� N)$ A1, A2, . . . , ∈ F # ��
∞⋃

n=1
An ∈ F �

1��6C�� +�)�% K� C !)$�' " �/�' ���� �$( ������0
��$%)�'� ��)����/��)� ���6C�� +� ���!����� *��'�� �%
')� *!���� �*����$�� ( σ0�$&�6��#  )*�$%�!( )�����3�0
� ( �'�")�'����)� �

>����� 2� ����B �� ��)����/��)�% K� C !)$�' "�

>����� '� ��3 �� ����/! � ) *�+�.%- *��'��� 
!)$�' " ��0��

>����� 3� ��� � � �!"�� /�)�% ��������$%)�'� ���0
��+� ���# )'(����!- ) ��+# /�� M 8 σ0�$&�6��#  )*�$%�!(
!)$�' ( �� 0��

���
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��3�� � ����/ �0� ����+���!��)( *��'�)� �6(����$%0
�� ' )'(� ) ��+# /��  C ��3�� � �����*$(�� )����������
��'�� # ������� 6!�!�  )*�$%��'��� ' ��$%��"3�+  
�������  &��-� '�B�!- ��$% ' ����  '���(���)��"�

&�	���� C$B�
1# F : σ,�������� ������� �����
� ��	����"�� σ,

��������� 
��������� F 	 N#

%# /����	� P �����
� �������
���� ����� �� F #
2# .�������
���� ���
����
�� (Ω, F , P ) �����
�

����!�#

� � � � � � � � $ % ) � ' �� �� D� �*����$�� - �!$�'�&�
+��B�)�'� ∅ ∈ N� D�K��+! ∅ ∈ F # *�)��$%�! ∅ = ∅ + ∅#
*� /�+ *��'�� )$�&��+�� *� ���$�B � F # � '����� 8 N�

D!)�% A, B ∈ F # ���� A = A1 ∪ N1, B = B1 ∪ N2#
&�� A1, B1 ∈ F , N1, N2 ∈ N� 9/�' ���# �6V�� ��� �
�!$�'�C +��B�)�' 8 �!$�'�� +��B�)�'� 	�)$ N1, N2 8
�!$�'�� +��B�)�'�# ���� )!.�)�'!-� C1, C2 ∈ F ��� �#
/�� N1 ⊂ C1, N2 ⊂ C2  P (C1) = P (C2) = 0# �� N1 ∪N2 ⊂
C1 ∪ C2# *� /�+ P (C1 ∪ C2) = 0# *�)��$%�! P (C1 ∪ C2) ≤
P (C1)+P (C2)� <$���'���$%��# A∪B = (A1∪B1)∪ (N1∪
N2)# *� /�+ A1 ∪ B1 ∈ F , N1 ∪ N2 ∈ N� 2�� + �6����+#
A ∪ B ∈ N# ���� �$�)) +��B�)�' F ��+��!� ����) ��$%��
����/��C �6V�� ��� "�

D�C�B + �6����+ ������'���)( ��+��!��)�% K��0
&� �$�))� ����) ��$%�� )/����C �6V�� ��� "� D!)�%
A1, A2, . . . ∈ F # ���� A1 = D1 ∪N1, A2 = D2 ∪N2, . . . # &��
D1, D2, . . . ∈ F , N1, N2, . . . ∈ N� </����� �6V�� ��� �
�!$�'�C +��B�)�' 8 �!$�'�� +��B�)�'� 	��������$%)�'�
���$�& /�� *��'������+! '�3� �$( �'!C +��B�)�' ) ��0
+���" )'�")�'� ����/��" *�$!��� � '��)� '���(���)� 
)'�")�'�+ )/����" *�$!��� � '��)� �
 /��'����&� *�0

���
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��&����� ��$��#

∞⋃
n=1

An =
( ∞⋃

n=1

Dn

) ∪ ( ∞⋃
n=1

Nn

)
,

*� /�+
∞⋃

n=1
Dn ∈ F ,

∞⋃
n=1

Nn ∈ N# ����
∞⋃

n=1
An ∈ F �

D!)�% A ∈ F # ���� A = A1∪N # &�� A1 ∈ F, N ∈ N� 2��
��� N 8 �!$�'�� +��B�)�'�# �� ��"���)( A2 ∈ F �����#
/�� N ⊂ A2  P (A2) = 0� 9/�' ���#

A = A1 ∪ A2 + A2(A1 ∪ N),

*� /�+ A1 ∪ A2 ∈ F , A2(A1 ∪ N) ∈ N# *�)��$%�!
A2(A1 ∪ N) ⊂ A2# � P (A2) = 0� <$���'���$%��# A ∈ F #
���� F ��+��!� ����) ��$%�� *���C��� � ��*�$� ��$%��0
+! +��B�)�'!�

2�� + �6����+# F 8 σ0�$&�6��� H� �� *�)����� (
' ���# /�� F 8 �� +��%3�( σ0�$&�6��# )����B�.�( F  
N�

�� D���B�+# /�� P 8 '���(���)���( +��� �� F � G�) 0
�+� ����� ����$%��)� �/�' ���� D�)��$%�! Ω = Ω + ∅#
�� P (Ω) = P (Ω) = 1� 9)����)( �������% )/���!- ��� 0
� '��)�% P � D!)�% An ∈ F , n = 1, 2, . . . # ���� An =
Dn ∪ Nn# &�� Dn ∈ F , Nn ∈ N� D!)�% +��B�)�'�
An, n = 1, 2, . . . *�*���� �� *���)���-�)(# ��&�� +��0
B�)�'� Dn, n = 1, 2, . . . *�*���� �� *���)���-�)(  +��0
B�)�'� Nn, n = 1, 2, . . . *�*���� �� *���)���-�)(� D� 
K��+

∞∑
n=1

An =
∞∑

n=1

(Dn ∪ Nn) =
( ∞∑

n=1

Dn

) ∪ ( ∞∑
n=1

Nn

)
,

��=
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&��
∞∑

n=1
Dn ∈ F ,

∞∑
n=1

Nn ∈ N� <$���'���$%��#

P
( ∞∑

n=1

An

)
= P

(( ∞∑
n=1

Dn

) ∪ ( ∞∑
n=1

Nn

))
= P

( ∞∑
n=1

Dn

)
=

=
∞∑

n=1

P (Dn) =
∞∑

n=1

P (An).

�� D���B�+# /�� '���(���)���� *��)����)�'�
(Ω, F , P ) 8 *�$���� D!)�% C ∈ F 8 �!$�0
'�� +��B�)�'�# ���� )!.�)�'!�� A ∪ N �����# /��
A ∈ F , N ∈ N, C ⊂ A ∪ N  P (A ∪ N) = 0� 2�0
&�� P (A) = 0� 2�� ��� N 8 �!$�'��# �� )!.�)�'!��
B ∈ F # �����# /�� N ⊂ B  P (B) = 0� 9/�' ���#
C ⊂ A ∪ B, P (A ∪ B) ≤ P (A) + P (B) = 0� E��/ �#
P (C) = 0# ���� C ∈ N# )$���'���$%��# C = ∅ + C#
*� /�+ ∅ ∈ F , C ∈ N� 1� K�� ����/���# /��
C ∈ F # ���� $-6�� �!$�'�� +��B�)�'� )����B �)( '
F � �

���� P �� F # � &!� �!-.�( ' �����+�# ����'���)(
�	�	������� ���� P �� F � 96�/�� �� �6����/�-� ��"
B� 6!�'�" P # /��  *��'���/�$%�!- +��!� R�� *�����!0
��  )*�$%��'�$� ��) �+! ���+ ��'����)� '���(���)� 
P ��$%�� ' ��+ +�)��# &�� ������'�$�)%# /�� P (Ω) = 1  
*���+! +�B�� 6��% *� +����� � $-6�" +��� 	�� �6(��0
��$%�� '���(���)���"�

9����'���)(# /�� +��� J�6�&� �� R +�B�� 6��% *�0
$!/��� )$��!-. + �6����+� <��/�$� �*����$(��)( +���
J�6�&� �� *�$!�$&�6�� ')�C *�$! ����'�$�' ' �� [a, b)#

���
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&�� −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞# ) *�+�.%- ��'��)�'�

μ([a, b)) = b − a.

����+ K�� +��� �� �)�'����+ �6����+ *����$B���)( ��
�$&�6�! �6V�� ��� " *�$! ����'�$�' A ) *�+�.%- )���0
��3�� (

μ(A) =
n∑

i=1

μ([ai, bi)),

�)$ A =
n∑

i=1
[ai, bi)� 2�� ��� K�� +��� �� A σ0����/��#

�� *� �����+� � *����$B��  +���# ��� �� �)�'����+
�6����+ *����$B���)( �� �� +��%3!- σ0�$&�6�!# )����0
B�.!- A# ���� �� σ0�$&�6�! 6���$�')� C +��B�)�' B 	)+�
$�++! � )�����  σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�' �� R�
5 *���' �!��C �!�)�C *� ����  +��� ������'���)(# /��
�)$ *�*�$� �% +��! μ# �*����$���!- �� B# ) *�+�.%-
�* )����" '�3� *�����!��# �� �� +��%3�( σ0�$&�6��#
)����B�.�( B  ')� �!$�'�� +��B�)�'�  � B# )�'*���� )
σ0�$&�6��"  �+�� +�C *� J�6�&! +��B�)�'# � +��� J�6�0
&� �� K��" σ0�$&�6�� ('$(��)( *�*�$��� �+ +��� μ# �*��0
��$����" �� B�

� 3� �*�	$
	� �����
	� 4	�������
�� �

+*
�1�� �	�������
��� 5	��


�	�������
��

9�� +  � �)��'��C *��(� " ����  '���(���)��" ('$(��0
)( *��(� � )$!/�"��" '�$ / ��� D��B��# /�+ *���C�� �%
� ���+�$%��+! �*����$�� -# ��))+��� + �(� *� +���'
��� C '�$ / ��

�� P )$� '���'�'# *�)�!*�-. C �� �6������' �� ��0
$�����!- )���� - ' ��/�� � ��������&� '��+�� �

��L



S �� <$!/�"��( '�$ / ��� ��)*����$�� �  �!��� (
��)*����$�� (���

�� P )$� *�('$�� " !)*�C� ' )C�+�  � n ����' ) +�C
 )*���� " ����!$$ �

�� <����)�% +�$��!$� &��� ' ��������" +�+��� '��0
+�� �

=� ����� ���� ��/� *�*���� ( *� '�)���$� *� ��!0
&�'�" + 3�� �

<� )$!/�"��+ '�$ / ��+ *� C�� �)(  +��% ��$� '
)�+�C ���$ /��C �6$�)�(C ��!�  ��C� � � 5��� ����
*��6$�+� )����� ( +�����'  C  �!/�� (� D� '�������
*� +��� *�����'�-�# /�� +�  +��+ ��$� ) '�$ / ��+ #
*� � +�-. + ��")�' ��$%��� / )$�'�� ���/�� (#
*� /�+ ��B��(  � '�$ / � *�� '$ (� �+ )$!/�"��C
�6)��(��$%)�' ' )�)��(�  *� � +��% ���$ /��� ���/�0
� (� E��/�� �# ������� *� � +��� )$!/�"��( '�$ / ��#
+��(��)( �� �*��� � �*��!� 9)��'�()% �� *�� � (C
��/�)�'����&� �* )�� (# +�B�+ )�����%# /�� )$!/�"0
��( '�$ / �� 8 K�� *���+����( '�$ / ��# ���/�� (
������" ��' )(� �� )$!/�(� D�*��6!�+ ���+�$ ��'��%
K�� �*����$�� �� D!)�% (Ω, F , P ) 8 '���(���)����
*��)����)�'�# ('$(-.��)( +���+�� /�)��" +���$%-
��))+��� '��+�&� )$!/�"��&� K�)*�� +����� D� ����+
 )C��� K�)*�� +���� )$!/�"��( '�$ / �� *� � +���
���� ���/�� �# *� ��!&�+# '��6.� &�'��(# 8  ����
2�� + �6����+# ��B��+! K$�+�������+!  )C��! ω ∈ Ω
)��' �)( ' )���'��)�' � ��������� ��")�' ��$%��� / )$��
1�*� +��# �)$ μ 8 / )$� !)*�C�' ' n ����' ) +�C
 )*���� (C ����!$$ # �� μ )��' � K$�+�������+!  )0
C��! ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) / )$� 6!�' :�: ' ����/��"
*�)$���'���$%��)� ω1, ω2, . . . , ωn� 2�� + �6����+#
μ = μ(ω) �)�% �!��� (# �*����$����( �� *��)����)�'�
K$�+�������C  )C���'� N)��)�'���� *�K��+! )/ ���% )$!0
/�"��" '�$ / ��" ��")�' ��$%�!- �!��� - ξ = ξ(ω)#

���
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�*����$���!- �� *��)����)�'� K$�+�������C  )C���'
Ω� ��!& + )$�'�+ # ξ : Ω → R 8 ���6��B�� �
*��)����)�'� K$�+�������C  )C���' ' / )$�'!- *�(+!-�
1� K��&� +�$�� 1� *���� �� ' ��/�)�'� ��6$-���+�C
)�6�� " ('$(-�)( *�*���� ( ���/�� " )$!/�"��" '�0
$ / �� ' ��  $  ��� *��)��� +��B�)�'�# ��*� +��#
+�B�� ��6$-���% )�6�� � {a < ξ < b}# )�)��(.�� ' ��+#
/�� ���/�� ( )$!/�"��" '�$ / �� *�*���-� '  ����'�$
(a, b)� 9���) ��$%��( /�)���� ����&� )�6�� ( +�B��
6��%  �+����� 	C��( 6� *� �� * �$%��� <$���'���$%��
��$B�� )!.�)�'�'��% '���(���)�% ����&� )�6�� (� 1�
'���(���)�% �*����$��� �� σ0�$&�6�� F � D�K��+!# /��6�
��� ��")�' ��$%�� ('$($�)% )�6�� �+# ���6C�� +�  
��)����/��# /��6� +��B�)�'� ��C K$�+�������C  )C���'#
�$( ������C ξ(ω) *� ���$�B � (a, b)# *� ���$�B�$�
σ0�$&�6�� F � D�K��+! �)��)�'���� ''�)� )$��!-.��

(���������� D$2� 0H�����������	�3 �������	�
�������	� ����'���)( ��")�' ��$%��( �!��� ( ξ :
Ω → R#  �+�� +�( ����) ��$%�� σ0�$&�6�� F � D� K��+
*�� �������	���< 	��	�������	 F *�� +���)( '�0
*�$��� � ����&�  � )$��!-. C �'!C K�' '�$�����C !)$�0
' "�

1. ∀x ∈ R '�*�$�(��)( {ω : ξ(ω) < x} ∈ F ;
2. ∀B ∈ B '�*�$�(��)(
ξ−1(B) = {ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ F .

1� *��'�" '�&$(� +�B�� *������%)(# /�� '����� !)$�0
' � ���6!�� 6�$%3�# /�+ *��'��� ��")�' ��$%��#  � �� )$�0
�!�� �� ��� /�)���" )$!/�"# �)$ ' �� *�$�B �% B =
(−∞, x)� 1� )�+�+ ��$�  � �� ���B� )$��!�� �� �� )/�� ��0
&�# /�� )�+�")�'� +��B�)�' B# �$( ������C {ω : ξ(ω) ∈

���
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��)*����$�� (���

B} ∈ F �6���!�� σ0�$&�6�!# ������( )����B � +��B�)�'�
' �� (−∞, x)# �# ���/ �# )����B � B� D��'���+ 6�$�� *�0
���6��� ��������$%)�'��

� � � � � � � � $ % ) � ' � ��&�# /��  � �� )$��!�� ��
��))+��� + )�+�")�'� +��B�)�'

M = {B : B ⊂ R, ξ−1(B) ∈ F}.

����B�+# /�� M 8 σ0�$&�6��� H� ��&�# /�� ξ−1(∅) =
∅ ∈ B )$��!��# /�� ∅ ∈ M� ��$��# �)$ A, B ∈ M# ����
ξ−1(A), ξ−1(B) ∈ F # �� ξ−1(A) = ξ−1(R − A) = ξ−1(R) \
ξ−1(A) = Ω − ξ−1(A) ∈ F # ���� A ∈ M� ���+� ��&�#  �
ξ−1(A), ξ−1(B) ∈ F )$��!��# /�� ξ−1(A ∪ B) = ξ−1(A) ∪
ξ−1(B) ∈ F # ���� A ∪ B ∈ M� H���# M 8 �$&�6��� N)$ 
� ��+! B� �$( n = 1, 2, . . . An ∈ M# ���� ξ−1(An) ∈ F #

�� ξ−1(
∞⋃

n=1
An) =

∞⋃
n=1

ξ−1(An) ∈ F # �# ���/ �#
∞⋃

n=1
An ∈ M�

D�K��+! M 8 σ0�$&�6���
5 ) $! �� ξ−1((−∞, x)) ∈ F # )$���'���$%��#

(−∞, x) ∈ M ∀x ∈ R  ��� ��� M 8 σ0�$&�6��# ��
(a, b) = (−∞, b) − (∞, a) ∈ M# )$���'���$%��# +��B�)�'�

' �� A =
n∑

i=1
[ai, bi) *� ���$�B�� M� E��/ �# �$&�6��

*�$! ����'�$�' A ⊂ M� 2�� ��� M 8 σ0�$&�6��# ��
σ(A) ⊂ M# ���� B ⊂ M� D�)$����� ����/���# /�� ∀B ∈ B
'�*�$�(��)( B ∈ M# /��# *� �*����$�� - M# ����/���#
/�� ξ−1(B) ∈ F # ���� '�*�$�(��)( �� �

E�+�� +# /�� ) ��/� ���� ( ���6��B�� "  �+�� +�C
*��)����)�' )$!/�"��( '�$ / �� ξ �)�% F/B0 �+�� +��
���6��B�� �  �+�� +�&� *��)����)�'� (Ω, F) '  �+�� 0
+�� *��)����)�'� (R, B)� ��")�' ��$%��# !)$�' �  �+�0
� +�)� �� K�' '�$����� ��+!# /�� ξ−1(B) ⊂ F �

���
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9�+�� +# /�� �)$ *��)����)�'� K$�+�������C  )0
C���' Ω � )������# �� )$!/�"��( '�$ / �� 8 $-6�(
��")�' ��$%��( �!��� ( ξ = ξ(ω)# �*����$����( ��
*��)����)�'� K$�+�������C  )C���' Ω� ��")�' ��$%��#
' K��+ )$!/�� +� ��&�'�� $ )% ' ��/�)�'� σ0�$&�6��
F 6���% �$�)) ')�C *��+��B�)�' +��B�)�'� Ω� D�K��0
+! $-6�� *��+��B�)�'�# ' /�)���)� # *��+��B�)�'�
{ω : ξ(ω) ∈ B} *� ���$�B � F #  ���6�'�� �  �+�� 0
+�)� �'��+�� /�)� '�*�$�(��)( �$( $-6�" �!���  
ξ = ξ(ω)�

(���������� D$4����� ��� ������������ )$!0
/�"��" '�$ / �� ξ ����'���)( ��")�' ��$%��( �!��� (
��")�' ��$%��" *���+����" F = Fξ : R → R# �*����$��0
��( ��'��)�'�+

F (x) = Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x} = P{ξ < x}, x ∈ R.

(���������� D$>� �������������� )$!/�"��" '�0
$ / �� ξ ����'���)( �!��� ( +��B�)�' Pξ : B → R#
�������( ��'��)�'�+

Pξ(B) = P (ξ−1(B)) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ξ ∈ B},

B ∈ B. (9.1)

D��/�����+# /�� �6$�)�%- �*����$�� ( F (x) ('$(��0
)( ')( / )$�'�( *�(+�(# �6$�)�%- �*����$�� ( Pξ(B) 8
σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�' / )$�'�" *�(+�"� H�0
���) ξ ! �!���  ��)*����$�� ( )��' �)( ' ��+ )$!/��#
��&�� ��))+��� '���)( ��)��$%�� )$!/�"��C '�$ / �
 ���� *��/����!�%# � ����"  +����  � � C ����) �)(

��




S �� <$!/�"��( '�$ / ��� ��)*����$�� �  �!��� (
��)*����$�� (���

��))+��� '��+�( �!��� ( ��)*����$�� (� <�6�� (
{ξ < x}  {ξ ∈ B} )$!B�� ����� + �6����/�� (+ 
)���'��)�'���� )�6�� " {ω : ξ(ω) < x}  {ω : ξ(ω) ∈ B}
 �$( ������)� ��/ )���'��)�'���� ����'�-�)( :'���0
(���)�%- ��&�# /�� ξ *� � +��� ���/�� �# +��%3�� x:  
:'���(���)�%- ��&�# /�� ξ *�*����� ' +��B�)�'� B:� N.�
��� *��/�����+# /��  �+�� +�)�% )$!/�"��" '�$ / ��
����) ��$%�� σ0�$&�6�� F ���6C�� +�# ' /�)���)� # �$(
��&�# /��6� 6�$ ���������+ �*����$�� ( ���  ���#
���� /��6� +��B�)�'�# )��(. � *�� �����+ '���(���)� '
K� C �*����$�� (C# ('$($ )% )�6�� (+ 	*� ���$�B�$ 
F#   C '���(���)� 6�$ �*����$����

-�	��� 1� 1�!��/! 6��)���)( :*��' $%��(: +������
D���� �� *��6��)�'�� �+  &��� ��&���'��� '�*���� �
&��6�� N)$ '�*���� &��6# ��  &��� *�$!/ � '� &��3
����" ����B��" �� � �� 	����# �)$ '�*���� ��3��# ��
 &��� ����)� )�*��� �! ���! ���� D!)�% ξ 8 '� &��3
 &���� ' ����" ����" *���  � 5 �����+ )$!/�� Ω = {���}#
*� /�+ ξ(�) = 1 ����  ξ(�) = −1���� 2�� ��� Ω � )0
������# ��  �+�� +�)�% '�*�$���� �'��+�� /�)� � H���#
ξ = ξ(ω) 8 )$!/�"��( '�$ / ���

N)$ x ≤ −1# ��# *�)��$%�! {ω : ξ(ω) < x} ⊂ {ω :
ξ(ω) < −1}#  +��+ F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} ≤ P{ω :
ξ(ω) < −1} = P (∅) = 0� H���# F (x) = 0 *� x ≤ −1�

N)$ −1 < x ≤ 1# �� {ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) =
−1} = {�}# )$���'���$%��# F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} =
P ({�}) = 1/2�

1������# �)$ x > 1# �� {ω : ξ(ω) < x} = Ω# *�K��+!
F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} = P (Ω) = 1�

2�� + �6����+# �!��� ( ��)*����$�� ( )$!/�"��"

���
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'�$ / �� ξ ��'��

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, �)$ x ≤ −1,
1
2 , �)$ −1 < x ≤ 1,
1, �)$ x > 1.

9�+�� +# /�� K�� �!��� ( 8 ��!6�'�-.�(# ��*����'��(
)$�'� 	' ��B��" ��/��#  +��� *����$# ��'��" �!$-# *� 
x → −∞  *����$# ��'��" �� � ��# *� x → +∞�

��)*����$�� � )$!/�"��" '�$ / �� ξ ��'��

Pξ(B) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, �)$ −1 /∈ B, 1 /∈ B,
1
2 , �)$ −1 ∈ B, 1 /∈ B  $ −1 /∈ B, 1 ∈ B,

1, �)$ −1 ∈ B, 1 ∈ B.

-�	��� %� 1� ������� [a, b] ��!��/! 6��)���)( ��/��#
ξ = ξ(ω) ≡ ω 8 �� ����� ���� ω� R�� )$!/�"��( '�$ / 0
�� )��' � ' )���'��)�' � ��B��+! K$�+�������+!  )C�0
�! ω ∈ Ω = [a, b] )�+ K��� K$�+�������"  )C��� 2�� ���
F = Leb([a, b]) 8 σ0�$&�6��  �+�� +�C *� J�6�&! *��0
+��B�)�' ������� [a, b]#  ��� )����B � σ0�$&�6�! B([a, b])
6���$�')� C +��B�)�' ������� [a, b]# ��

∀B ∈ B *���6��� ξ−1(B) = {ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ B} =

= {ω ∈ Ω : ω ∈ B} = B ∩ [a, b] ∈ B([a, b]) ⊂ Leb([a, b]),

 ξ(ω)  �+�� +� ����) ��$%�� F = Leb([a, b])# ���� ('$(0
��)( )$!/�"��" '�$ / ��"�

N)$ x ≤ a# �� )�6�� � {ω : ξ(ω) < x} ('$(��)(
��'��+�B��+# *�K��+! F (x) = P{ω : ξ(ω) < x} = 0�

���



S �� <$!/�"��( '�$ / ��� ��)*����$�� �  �!��� (
��)*����$�� (���

N)$ a < x ≤ b# ��# ' )���'��)�' � ) &��+��� /�)� +
�*����$�� �+ '���(���)� # F (x) = P{ω : ω < x} =
μ([a,x))

b−a = x−a
b−a �

1������# �)$ x > b# �� )�6�� � {ω : ξ(ω) < x}
('$(��)( ��)��'����+# )$���'���$%��# F (x) = P (Ω) = 1�

2�� + �6����+# �!��� ( ��)*����$�� ( )$!/�"��"
'�$ / �� ξ ��'��

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, �)$ x ≤ a,
x−a
b−a , �)$ a < x ≤ b,

1, �)$ x > b.

D�� )$!/�"�!- '�$ / �! ) ����" �!��� �" ��)*����0
$�� ( &�'��(�# /�� ��� ����	����	 ������������ ��
	������ [a, b]  $ /�� ��� ����� ����	����	� ������8
������� �� 	������ [a, b]� H���# ����� ���� 6��3����"
��!��/! �� ������� [a, b] ��/�  +��� ��'��+����� ��)0
*����$�� � �� K��+ �������� ���  ' *�����!.�+ *� +�0
�� ��+�� +# /�� �!��� ( ��'��+����&� ��)*����$�� ( 8
��!6�'�-.�(# ��*����'��( )$�'� 	��B� ��*����'��(#
 +��� *����$# ��'��" �!$-# *� x → −∞  *����$# ��'0
��" �� � ��# *� x → +∞� ��� +� !6�� +)( ��$��#
K� )'�")�'� *� )!. $-6�" �!���  ��)*����$�� (  '
�*����$����+ )+�)$� ('$(-�)( C������� )� /�)� + �

��)*����$�� � ξ ��'��

Pξ(B) =
μ(B ∩ [a, b])

b − a
, B ∈ B,

&�� μ(B) 8 +��� J�6�&� +��B�)�'� B�

>������	� 1� 5 �$�)) /�)��" )C�+� '���(���)�% )�6�0
� ( ��'�� �!$- ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� K�� )�6�� �

���
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('$(��)( ��'��+�B��+� ��")�' ��$%��# ' ) $! �$�)) 0
/�)��&� �*����$�� ( '���(���)� # P (A) = k

n = 0 ' ��+  
��$%�� ��+ )$!/��# �)$ k = 0# ���� )�6�� - �� 6$�&�*� 0
(�)�'!�� � �� �  )C��# )$���'���$%��# A = ∅� 5 )$!/��#
��&�� Ω 6�)����/��# �!$�'!- '���(���)�% +�&!�  +��%
)�6�� (# ��$ /��� �� ��'��+�B��&�� 1�*� +��# �)$ 
ξ ��'��+���� ��)*����$��� �� ������� [a, b]# �� ∀x ∈ R

'�*�$�(��)( P{ξ = x} = 0� 1� *��'�" '�&$(�  +���)(
*������)�$%��( ) �!�� (� ')( / )$�'�( *�(+�( )�)�� �
 � ��/��# '���(���)�% *�*�)�% ' ��B�!-  � ������C
��'�� �!$-# *� /�+ 1 = P{ξ ∈ R} =

∑
x∈R

P{ξ = x} = 0�

2�� ��))!B���% ��$%�(� 5�0*��'�C# ��$%�( *� +��(�%
)'�")�'� )/����" ��� � '��)� � ���� �!�$%��+! / )$!
)$�&��+�C# '�0'����C# *��(� � )!++� �*����$(��)( $ 6�
�$( ����/��&� / )$� )$�&��+�C 	�6�/��( )!++�# $ 6�
�$( )/����&� 	)!++� �(��� 5 ���� �!�$%��+ )$!/��
��$% )!++� '�*�$�(��  ���&��$� H# ��")�' ��$%��# '
��$%��"3�+# *�  �!/��  )$!/�"��C '�$ / � ����&�
B� � *� ��� ��'��+���� ��)*����$����(# +�  )*�$%�!�+
 ���&��$�� E��)% !+�)��� *��'�)� ���$�& - ) +�C�� 0
��"� D� ��*����'��+ ��)*����$��  +�))� *� �6V�+!
��B��( ����$%��( +���� �$%��( ��/�� ��$�  +��� �!0
$�'!- +�))!#  ��$� )�$���'���)(  � ���� �!�$%��&�
/ )$� ��� C ��/��# /�� �� +�3��� K��+! ��$!  +��%
����/�!- ���!$�'!- +�))!� �$( K��&� )$!/�( ' +�C�� ��
''�� �)( *��(� � *$����)� +�))�# ) *�+�.%- ������"
+�))� ')�&� ��$� '���B���)(  ���&��$�+ �� *$����)� 
*� �6V�+! K��&� ��$�� 5 ��$%��"3�+ 6!��� *� +����
���$�& /��" *��C��  ' ����  '���(���)��"�

&�	���� D$6� ��
��������	� �������
��� Pξ ���,

��
� �������
�� A�������
���� �����B �� 	����	,

��=



S �� <$!/�"��( '�$ / ��� ��)*����$�� �  �!��� (
��)*����$�� (���

��� ���
����
�� (R,B)�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� ;!��� ( Pξ *� ���+!$� 	���

)��' � ��B��+! B ∈ B ' )���'��)�' � ��")�' ��$%���
/ )$� Pξ(B)� D� K��+

1) ∀B ∈ B Pξ(B) = P (ξ−1(B)) ≥ 0;
2) Pξ(R) = P (ξ−1(R)) = P (Ω) = 1;
3) �)$ )�6�� ( B1, B2, . . . ∈ B  *�*���� ��)�'0

+�)� +�# ��# *�)��$%�! *���6���� ξ−1(B1), ξ−1(B2), . . .
��*���)���-. C)( +��B�)�' B1, B2, . . . )�+ ��

*���)���-�)(# Pξ(
∞∑

n=1
Bn) = P (ξ−1(

∞∑
n=1

Bn)) =

P (
∞∑

n=1
ξ−1(Bn)) =

∞∑
n=1

P (ξ−1(Bn)) =
∞∑

n=1
Pξ(Bn),

�

2�� ��� {ω : a ≤ ξ(ω) < b} = {ω : ξ(ω) < b} − {ω :
ξ(ω) < a}# *� /�+ {ω : ξ(ω) < a} ⊂ {ω : ξ(ω) < b}# ��

P{a ≤ ξ < b} = P{ω : a ≤ ξ(ω) < b} = F (b) − F (a).
(9.2)

0��
�� *����		 ��
��������	��

�� 0 ≤ F (x) ≤ 1�
R�� )'�")�'� �/�' ���# *�)��$%�! F (x) ('$(��)(

'���(���)�%- *� � �) ��'����+ x�

�� ;!��� ( ��)*����$�� ( ('$(��)( ��!6�'�-.�"�
��")�' ��$%��# �)$ x1, x2 ∈ R, x1 < x2# �� {ω :

ξ(ω) < x1} ⊂ {ω : ξ(ω) < x2} 	�)$ *��'�� )�6�� �
*�� )C�� �# �� *�� )C�� �  '������ D� )'�")�'! '���0
(���)� =  � /��'����&� *���&����

F (x1) = P{ω : ξ(ω) < x1} ≤ P{ω : ξ(ω) < x2} = F (x2).

���
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5 ) $! )'�")�' �  � �!��� ( F ('$(��)( +��������"
 �&��� /����"� D�K��+! )!.�)�'!-� �� *����$� �� −∞
 +∞# ������� +� �6����/ + ���

F (−∞) = lim
x→−∞F (x); F (+∞) = lim

x→+∞F (x).

�� F (−∞) = 0, F (+∞) = 1�
1�  ��! � '��+ !��'�� K� )'�")�'� *��(���� �)$ 

x → −∞# �� )�6�� � {ξ < x} )���+ �)( � )�6�� - {ξ <
−∞}# ������� ('$(��)( ��'��+�B��+# *�K��+!

F (−∞) = P{ξ < −∞} = P (∅) = 0.

���$�& /��# �)$ x → +∞# �� )�6�� � {ξ < x} )���+ �)(
� )�6�� - {ξ < +∞}# ������� ('$(��)( ��)��'����+#
*�K��+!

F (+∞) = P{ξ < +∞} = P (Ω) = 1.

R��# ����/��# �� +�B�� )$!B �% ��������$%)�'�+# ���
��� *����$%��" *���C��# )�'��3����" *�� �����+ '���0
(���)� # ���6!�� ��*�$� ��$%��&� �6�)��'�� (�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5 ) $! )!.�)�'�'�� (
*����$�' ��)����/�� �������%# /��

lim
n→+∞F (−n) = 0, lim

n→+∞F (+n) = 1.

�$( K��&� +� ��))+��� + *�)$���'���$%��)�% +��B�)�'
{An}# &�� An = {ω : −n ≤ ξ(ω) < n}� 2�� ���

An ⊂ An+1  
∞⋃

n=1
An = Ω# ��# *� �*����$�� - )C�� +�)� 

*�)$���'���$%��)��" +��B�)�'# An ↑ Ω� D� )'�")�'!
��*����'��)� '���(���)� # P (An) → 1# /�� ' ) $! 	���
����/���� F (+∞) − F (−∞) = 1� 5 ) $! )'�")�'� � �6�

��L



S �� <$!/�"��( '�$ / ��� ��)*����$�� �  �!��� (
��)*����$�� (���

/ )$� F (+∞)  F (−∞) ����� ����$%��# �  C �����)�%
��'�� �� R�� '��+�B�� ' ��+  ��$%�� ��+ )$!/��# �)$ 
*��'��  � � C ��'�� �# � '����� 8 
�

=� ;!��� ( ��)*����$�� ( ��*����'�� )$�'� 	' ��B0
��" ��/�� R�

;!��� ( F +��������  �&��� /���# *�K��+! ���
+�B��  +��% �����'� ��$%�� *��'�&� ����� <$���0
'���$%�� ' ��B��" ��/�� ���  +��� ����)������ �
*����$�� H���# �$( $-6�&� a ∈ R )!.�)�'!�� *��0
��$ F (a + 0) = lim

x→a+0
F (x)� 2��6!��)( �������%# /��

F (a + 0) = F (a)� �$( K��&� ��)����/�� �������%# /�� �$(
����"0�� *�)$���'���$%��)� xn → a + 0 '�*�$�(��)(
F (xn) → F (a)� 2�� + �6����+# ��)����/�� �������%# /��

F
(
a − 1

n

)
→ F (a) *� n → ∞� ��))+��� + *�)$���'�0

��$%��)�% +��B�)�' Bn# &�� Bn =
{
ω : ξ(ω) < a − 1

n

}
�

N)$ B = {ω : ξ(ω) < a}# ��# �/�' ���# Bn ⊂ Bn+1

 
∞⋃

n=1
Bn = B# ���� Bn ↑ B� D� )'�")�'! ��*����'��0

)� '���(���)� K�� ���/ �# /�� P (Bn) → P (B)# ����

F
(
a − 1

n

)
→ F (a)�

�� P{ξ = a} = P{ω : ξ(ω) = a} = F (a + 0)−F (a)# ����
'���(���)�% ���/�� ( )$!/�"��" '�$ / �� ��'�� )��/�!
�!���  ��)*����$�� ( *� K��+ ���/��  �

��))+��� + *�)$���'���$%��)�% +��B�)�' Cn# &��

Cn =
{

ω : a ≤ ξ < a + 1
n

}
� 9/�' ���# Cn ⊃ Cn+1  

∞⋂
n=1

Cn = C# &�� C = {ω : ξ(ω) = a}� H���# Cn ↓ CQ *�

)'�")�'! ��*����'��)� '���(���)� # P (Cn) → P (C)# ����

���
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P
{

ω : a ≤ ξ < a + 1
n

}
→ P{ω : ξ(ω) = a}� 5 ) $! 	���

K�� ����/���# /�� F
(
a + 1

n

)
− F (a) → P{ω : ξ(ω) = a}#

���� P{ω : ξ(ω) = a} = F (a + 0) − F (a)�

!�������� D$@� ;����� 
 A7#%B !����� �
� ����,

��

P{a < ξ < b} = F (b) − F (a + 0),

P{a ≤ ξ ≤ b} = F (b + 0) − F (a),

P{a < ξ ≤ b} = F (b + 0) − F (a + 0).

��")�' ��$%��# P{a < ξ < b} = P{a ≤ ξ < b}−P{ξ =
a} = F (b) − F (a) − [F (a + 0) − F (a)] = F (b) − F (a + 0)�

>����� 1� ����B �� �'� ��!& � ���+!$��

!�������� D$A� 9
�	 F ������!��  ����� a� ��
P{ξ = a} = 0�

5 /�)���)� #

!�������� D$B� 9
�	 F ������!��� �� ��� � ����

x ∈ R !�������
� P{ξ = x} = 0�

>������	� %� �� �*����$ $ �!��� - ��)*����$�0
� ( ��'��)�'�+ F (x) = P{ξ < x}� 1� +���� /�)�� �!��0
� - ��)*����$�� ( �*����$(-� ��� F (x) = P{ξ ≤ x}�
D� ����+ �� �*����$��  ')� )'�")�'�# ���+� =#�# �)��0
-�)( ' ) $�� <'�")�'� = *��'��.���)( ' ��*����'��)�%
F )*��'�# � )'�")�'� � ' P{ξ = a} = F (a)−F (a−0)� ;��0
+!$� 	��� *��'��.���)( ' P{a < ξ ≤ b} = F (b) − F (a)#
���+!$� ' )$��)�'  ��� )���'��)�'!-. + �6����+

���
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 �+��(-�)(� <$��)�' ( ��L# ��� )�C���(-�)(�

&�	���� 	 ��=����	����� �������	� ��������
� ������	� F��� ��� ������������� -�
�� *���,
�	� F : R → R

1) �� ��!���,
2) ������!�� 
���,
3) F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.
<���� 
���
���� �������
���� ���
����
��

(Ω, F , P ) 	 
�������� ��	�	�� ξ = ξ(ω)� ������������
�� ��� ������ ���

Fξ(x) = F (x).

� � � � � � � � $ % ) � ' � K��" �����+� '���) �)(
' *� $�B�� �� 9�+�� +# /�� ��� ���� '��+�B��)�%
*�)����� ( ���&��� /����&� / )$� *� +���' )$!/�"��C
'�$ / �� �$( K��&� ��)����/�� *� �!+��% �!��� -
F : R → R# !��'$��'��(-.!- !)$�' (+ �0� �����+��

(���������� D$C� I��	�	� ������������
)$!/�"��" '�$ / �� ξ ����'���)( $-6�( �!��� (#
�������/�� �*����$(-.�( �� �!��� - ��)*����$�� (�

5 /�)���)� # )�+� �!��� ( ��)*����$�� ( ('$(��)(
������+ ��)*����$�� (� N)$  �'�)��� ��)*����$�� � Pξ#
�� �!��� ( ��)*����$�� ( +�B�� 6��% ��"���� ���

F (x) = P{ξ < x} = P{ξ ∈ (−∞, x)} = Pξ((−∞, x)).

9����'���)(#  +��� +�)�� �6������ !�'��B��� ��

&�	���� D$D� ��
��������	� �������
��� Pξ ����,

������ ����������
� *����	�� ��
��������	� Fξ(x)�

���
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� � � � � � � � $ % ) � ' �� H)*�$%��'�� � 	��� *�����0
'���# /�� ��)*����$�� � �������/�� �*����$(��)( �!��0
� �" ��)*����$�� ( �� *�$!�$&�6��  ����'�$�' ' �� [a, b)
���

Pξ([a, b)) = F (b) − F (a).

5 )'�- �/����%# ��)*����$�� � �� �$&�6�� �6V�� ��� "
*�$! ����'�$�' A �������/�� �*����$(��)( ��)*����$�0
� �+ �� *�$!�$&�6��  ����'�$�' ' �� [a, b) ���

Pξ(A) =
n∑

i=1

Pξ([ai, bi)), &�� A =
n∑

i=1

[ai, bi).

2�� ��� ��)*����$�� � 8 '���(���)���( +���# ��# *� ���0
��+� � *����$B��  +���# �� �� +��%3�" σ0�$&�6��# )�0
���B�.�" �$&�6�! A# ���� �� σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��0
B�)�'# ��)*����$�� � �������/�� �*����$(��)( )'� + 
���/�� (+ �� �$&�6�� A� D�K��+! Pξ(B) �*����$(��0
)( �$( ')�C B ∈ B ���/�� (+ �!���  ��)*����$�� (�
�

2�� + �6����+# ��)*����$�� �  �!��� ( ��)*����0
$�� ( �������/�� �*����$(-� ��!& ��!&�� P�.� *�$%0
�!-�)( �!��� �" ��)*����$�� (# *�)��$%�! *� '�/���
*�$%��'��%)( ��")�' ��$%��+ �!��� (+ ��")�' ��$%0
��&� *���+����&�# � �� +���+ � 9�����  ��&�� !��6���
 )*�$%��'��% ��)*����$�� ��

5 ) $! '�3�)�������&�# ����� ��)*����$�� ( +�B��
�*����$ �% ��� $-6!- �!��� -# �������/�� �*����0
$(-.!- ��)*����$�� �� H���# �!��� ( ��)*����$�� (
 ��)*����$�� � ('$(-�)( !� '��)�$%��+ ������+ 
��)*����$�� ( 	���� &��(. + )( �$( $-6�" )$!/�"��"
'�$ / ��� P!�% *��B� +� *������+ +)( )� )*�� � /�0
)� + ������+ ��)*����$�� (# ������� C������� �!-�

�=




S �� <$!/�"��( '�$ / ��� ��)*����$�� �  �!��� (
��)*����$�� (���

�*����$����� � *� )$!/�"��C '�$ / ��

<$!/�"��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)# �*����$����( ��
'���(���)���+ *��)����)�'� (Ω, F , P )#  ��!� �!�� 	*�0
��B���� ��'�� '���(���)���� *��)����)�'� (R, B, Pξ)#
������� ����'���)( �		��������� ��	��������	�
)$!/�"��" '�$ / �� ξ� D� K��+ R ���B� ����'���0
)( �		��������� ��	��������	� 9����������:
��:	�	�� 1� ξ +�B�� )+�����% ��� �� K$�+�������"
 )C�� ' R# � +��B�)�'�+ K$�+�������C  )C���' B ∈ B
*� * )�'���)( '���(���)�% Pξ(B)� 5� +��& C ����/�C
����  '���(���)��" '�B�� �� )�+� )$!/�"��( '�$ / 0
��# � �� ����� ��)*����$�� (� 5 ����+ )$!/�� +�B��
��6��% � :�!��� ���$%��+: *�� )C�B���  )$!/�"��"
'�$ / ��# ���B��)�'$(( �� ) K$�+�������+  )C���+
����� �����&� *��)����)�'� (R, B, Pξ)  ����'�( ��
�		�������	� �������	� �������	�� 2���" �&�!60
$����" '�&$(� �� )$!/�"�!- '�$ / �! �)�6���� !+�)���
' +���+�� /�)��" )��� )� ��# ��&��  +�-�)( ���!$%����
��  �+���� "# � '���(���)���� *��)����)�'�# �� ������+
��� �*����$��� ��� �!��� ( �� ω# ��� *��' $�# �� �0
'�)����

(���������� D$25� <$!/�"��� '�$ / �� ξ  η ��0
��'�-�)( 9�������������# �)$ �� )�'*���-� *�/� 
')-�! ����) ��$%�� '���(���)���" +��� P # ����

P{ω : ξ(ω) �= η(ω)} = 0.

��!& + )$�'�+ # �� )�'*���-� �� +��B�)�'� *�$0
��" '���(���)� �

P{ω : ξ(ω) = η(ω)} = 1.

�=�
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>����� %� D���B ��# /�� ����3�� � K�' '�$�����)� 
+�B�! )$!/�"��+ '�$ / ��+ ��")�' ��$%�� ('$(��)(
����3�� �+ K�' '�$�����)� # ����# /�� ��� ���$��) '��#
) ++��� /��  ����� � '���

D�K��+! +��B�)�'� ')�C )$!/�"��C '�$ / � ���6 '�0
��)( �� ��*���)���-. �)( �$�))� K�' '�$�����C +�B�!
)�6�" )$!/�"��C '�$ / �� D�)��$%�!

P{ξ ∈ B} = P{ξ ∈ B, ξ = η} + P{ξ ∈ B, ξ �= η} =

= P{ξ ∈ B, ξ = η} = P{η ∈ B, ξ = η} =

= P{η ∈ B, ξ = η} + P{η ∈ B, ξ �= η} = P{η ∈ B},
�� ��)*����$�� ( )$!/�"��C '�$ / � '�!�� ����&�
�$�))� )�'*���-�� H���# �)$ )$!/�"��� '�$ / ��
K�' '�$�����# ��  C ������ ��)*����$�� ( )�'*���0
-�� 96������# '��6.� &�'��( ��'����# /�� *�����'���
*� '�� +�" � B� *� +��� ���!+���)(# ')-�! ��+ 
*���*�$�&�$�)%# /�� )$!/�"��� '�$ / �� �*����$��� ��
����+  ��+ B� '���(���)���+ *��)����)�'��

-�	��� 2� ��))+��� + '���(���)���� *��)����)�'�
(Ω, F , P )# &�� Ω = [0, 1], F = B([0, 1]) 8 σ0�$&�6�� 6���0
$�')� C +��B�)�' ������� [0, 1], P 8 +��� J�6�&�� 9��
)���'��)�'!�� 6��)�� - ��!��/! ��/� �� ������� [0, 1]�
D!)�% ξ1(ω) ≡ ω, ξ2(ω) ≡ 1 − ω#

ξ3(ω) ≡
{

2ω, �)$ 0 ≤ ω ≤ 1
2 ,

2(1 − ω), �)$ 1
2 < ω ≤ 1.

9/�' ���# /�� �$( 0 ≤ x ≤ 1

Fξ1(x) = P{ω < x} = x,

�=�



S �� <$!/�"��( '�$ / ��� ��)*����$�� �  �!��� (
��)*����$�� (���

Fξ2(x) = P{1 − ω < x} = P{ω > 1 − x} = x,

Fξ3(x) = P{ω : ξ3(ω) < x} =

= P{ω : ξ3(ω) < x, 0 ≤ ω ≤ 1
2
}+

+P{ω : ξ3(ω) < x,
1
2

< ω ≤ 1} = P{2ω < x, 0 ≤ ω ≤ 1
2
}+

+P{2(1−ω) < x,
1
2

< ω ≤ 1} = P{ω <
x

2
}+P{ω > 1−x

2
} =

=
x

2
+

x

2
= x.

9/�' ���# ')� �� �!���  �6��.�-�)( ' ��$%# �)$ 
x < 0#  ��'�� �� � ��# �)$ x > 1� 2�� + �6����+#

Fξ1(x) = Fξ2(x) = Fξ3(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, �)$ x < 0,
x, �)$ 0 ≤ x ≤ 1,
1, �)$ x > 1.

H��� ')� �� '�$ / ��  +�-� �� �  ��� B� ��'��0
+����" ����� ��)*����$�� ( �� ������� [0, 1]� <�+ 
K� '�$ / �� )!.�)�'���� ��$ /�-�)(� 1�*� +��# *� 
���6��B��  ξ1 ')� ��/� ��*��' B��# *� ���6��B��  
ξ2 ��*��' B�� �� �)�'����( ��/�� ω = 1/2# *� ���6��0
B��  ξ3 ��*��' B�� �'� ��/� ω = 0  ω = 2/3� 2�� +
�6����+# �� �  ��� B� ����� ��)*����$�� ( +�&!�  +��%
)!.�)�'���� ��$ /�-. �)( )$!/�"��� '�$ / ��� P�)��#
*��('$(( ��6��B��)�% ��/ # &�'��(�# /�� )$!/�"��(
'�$ / �� �*����$(��)( )'� + ������+ ��)*����$�� (�
��� *�����'��� *� '������" *� +��# *� �����! ��)*��0
��$�� ( �������/�� '�))����' �% )$!/�"�!- '�$ / �!
��'��+�B��� D�K��+! *��' $%��� &�'�� �%# /�� '���(�0
��)���� *�'���� � )$!/�"��" '�$ / �� �*����$(��)( ��

�=�
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��)*����$�� �+# � �� )�+� K�� '�$ / ���

9/��% /�)�� *� C�� �)( ��))+��� '��% ���$ /���
�!���  �� )$!/�"��" '�$ / ��� ��&�� K� �!���  
)�+ ('$(-�)( )$!/�"��+ '�$ / ��+ Y

7���� 	 
	�������	� F��� �� 	� �������	�
��������� -�
�� ξ : 
�������� ��	�	��� f(x) : ����,

��
��� *����	�# <���� η = f(ξ) : 
�������� ��	�	���
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5 ��)��$%��  ��" ���+�

K�� $�++� ������'���)( ' �!�)�C �!��� ���$%��&� ���0
$ ��� 9/�' ���# η(ω) = f(ξ(ω)) : Ω → R 8 )$�B��(
�!��� (� 9)����)( �������% ��  �+�� +�)�% ����) ��$%0
�� σ0�$&�6�� F � H+��+�

η−1(B) = {ω : η(ω) ∈ B} = {ω : f(ξ(ω)) ∈ B} =

= {ω : ξ(ω) ∈ f−1(B)} ∈ F
�$( $-6�&� B ∈ B� E��)%  )*�$%��'��� ��# /�� ξ
 �+�� +� ����) ��$%�� F  /�� f−1(B) 8 6���$�'0
)��� +��B�)�'�# �)$ B 8 6���$�')��� +��B�)�'��
�

>����� 2� ����B ��# /�� �)$ ξ1, ξ2, . . . , ξn 8
)$!/�"��� '�$ / ��# �*����$����� �� ����+  ��+ B�
'���(���)���+ *��)����)�'�# f(x1, x2, . . . , xn) 8 6���0
$�')��( �!��� ( n *���+����C# �� η = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn)
8 )$!/�"��( '�$ / ���

5 ���$-/�� �# ''���+ �.� ���� '�B��� *��(� �� 1� 0
+��%3�( σ0�$&�6��# ����) ��$%�� ������"  �+�� +� )$!0
/�"��( '�$ / ���

Fξ = {ξ−1(B), B ∈ B} = ξ−1(B)

�==



S �
� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

����'���)( σ0�$&�6��"# �	�	�����	� �������	� ��8
�����	� ξ� N� +�B�� ������'��% ��� )�'��!*��)�% ')�C
��6$-���+�C )�6�� " ' K�)*�� +����# )'(�����+ )  �+�0
��� �+ ξ 	���� ')�C *��+��B�)�'# ����) ��$%��� /�)����
������C +�&!� 6��% *��)/ ���� *� ���!$%����+  �+���0
� " ξ�

� �6� 7��� �*�	$
�� �����


D� � *�+ ������' ��)*����$�� ( ')� )$!/�"��� '�$ / 0
�� ��$(�)( �� :/ )���: 	� )�������# �6)�$-��� ��*��0
��'���  ) �&!$(����  :)+�3�����:# ������ ��)*��0
��$�� ( ������C ('$(-�)(  C $ ��"��+ ��+6 ��� (+ 
	:)+�)%-: / )��C ������' ��)*����$�� (� D�K��+!  �!0
/�� � ��/��+ ) �)��'��C# / )��C ��)*����$�� "�

I# �	
�����!� ��
��������	��

(���������� 25$2� <$!/�"��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)#
�� ��)*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ��0
��'�-�)( �����������# �)$ +��� Pξ )�)������/��� '
����/��+  $ )/����+ +��B�)�'� ��/�� X�

D�)$����� ����/���# /�� Pξ(X) = 1  $ # /�� K�' 0
'�$�����# Pξ(X) = 0� N)$ ' X  +�-�)( ������/�/���
*��+��B�)�'� {x}# �$( ������C Pξ({x}) = 0# ��# *���0
6��)�'�(  C  � X ' X# ��6V�+)(# /��6� Pξ(X) = 1  
∀x ∈ X '�*�$�($�)% Pξ({x}) > 0� 1���'�( �$( !��6)�'�
���/�� (  � X 8 '��+�B��+ ���/�� (+ # � ���/�� (  �
X 8 ��'��+�B��+ ���/�� (+ )$!/�"��" '�$ / �� ξ#
+� +�B�+ )���+!$ ��'��% K�' '�$������ �*����$�� ��

�=�
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(���������� 25$4� <$!/�"��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)#
�� ��)*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ

����'�-�)( �����������# �)$ +��B�)�'� '��+�B0
��C ���/�� " )$!/�"��" '�$ / �� ξ ����/��  $ )/�����

96����/ + /���� x1, x2, . . . , xk# �)$ X 8 ��0
��/��#  /���� x1, x2, . . . # �)$ X 8 )/����# 8 +��0
B�)�'� '��+�B��C ���/�� " )$!/�"��" '�$ / �� ξ�
D!)�% pi = P{ω : ξ(ω) = xi} = P{ξ = xi} 8 '�0
��(���)�% *� �(� ( )$!/�"��" '�$ / ��" ���/�� (
xi (i = 1, 2, . . . , k  $ i = 1, 2, . . . )�

(���������� 25$>� <���'��)�' � +�B�! ���/�� (0
+ )$!/�"��" '�$ / ��  '���(���)�(+ K� C ���/�� "
xi ↔ pi ����'���)( ��	� ������������ � )������"
)$!/�"��" '�$ / �� ξ�

96�/�� �(� ��)*����$�� ( ����-� ' ' �� ��6$ ��

ξ x1 x2 . . . . . . xk

P p1 p2 . . . . . . pk
,

�)$ X ����/��#  $ ��6$ ��

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
,

�)$ X 8 )/�����
2�� ���

∑
i

pi =
∑
i

P{ω : ξ(ω) = xi} = P{∑
i
{ω :

ξ(ω) = xi}} = P{ω : ξ(ω) ∈ X} = Pξ(X) = 1# �� )!++�
'���(���)��" ' � B��" )����� �(�� ��)*����$�� ( ��'��
��

�=L



S �
� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

����������� 25$6� ��� ��
��������	� �	
�������

�������� ��	�	�! �����
� �� ������� ��
��������	��

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 2�� ��� )�6�� � {ξ < x}
*�� )C�� � ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� *�� )C�� � C�0
�( 6� ����  � )�6�� " {ξ = xi} �$( xi ∈ X ) xi < x#
�� {ξ < x} =

⋃
i: xi<x

{ξ = xi}# � *�)��$%�! �$( ���$ /0

��C  ����)�' i )�6�� (# )��(. � *�� �����+ �6V�� ��0
� ( ��)�'+�)� +�# �� {ξ < x} =

∑
i: xi<x

{ξ = xi}� 5 ) $!

��� � '��)� '���(���)� #

F (x) = P{ξ < x} =
∑

i: xi<x

P{ξ = xi} =
∑

i: xi<x

pi. (10.1)

< *�+�.%- 	�
�� F (x) �������/�� '���B���)( /����
�(� ��)*����$�� (# ���� �(� ��)*����$�� ( ('$(��)(
������+ ��)*����$�� (� �

E�+�� +# /�� )��$% B� $�&�� /���� �(� ��)*����$�� (
'���B���)( ��)*����$�� � � )������" )$!/�"��" '�$ 0
/ ���

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P (
∑

i: xi∈B

{ω : ξ(ω) = xi}) =

=
∑

i: xi∈B

pi. (10.2)

D��/�����+# /�� �(� ��)*����$�� ( ('$(��)( �� !� 0
'��)�$%��+# � )*�� �$%��+ ������+ ��)*����$�� (#
������" &�� �)( ��$%�� �$( � )������C )$!/�"��C
'�$ / �� 5 �� B� '��+( �$( ��� C '�$ / � �� ('$(��)(
�� 6�$�� �)��)�'����+  !��6��+� ��")�' ��$%��# ��0
*� +��# �!��� ( ��)*����$�� ( � )������" )$!/�"��"

�=�
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'�$ / ��  +��� *� )��'��� - ) �(��+ ��)*����$�� (
6�$�� )$�B�!- )��!��!�!�  � 	�
�� ' ���# /�� ���
('$(��)( )�!*��/���" �!��� �"# *�)��(���" +�B�!
)�)��� + ���/�� (+ )$!/�"��" '�$ / ��# )� )��/��+ 
' ��/��C xi# ��'��+ pi#  ��*����'��" )$�'��

&�	���� 	 ��=����	����� ��������	� ������8
�	� �������� � �������� ��	� �������������
-�
�� x1, x2, . . . : ���	�����!� ������� ����	��!�
���
�	�����!� �	
��� p1, p2, . . . : ���	�����!� ����,

�	�����!� �	
��� �� �	�  
���� ��	�	��# <���� 
���,


���� �������
���� ���
����
�� (Ω, F , P ) 	 �	
,
������� 
�������� ��	�	�� ξ = ξ(ω)� ������������ ��
��� ������ ��� �� ��� ��
��������	� 	���� 	�

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
.

D��(���# ��� + �6����+ ' �� �+�� �% ���+!$ ��'0
�! �����+� �$( )$!/�(# ��&�� +��B�)�'� '��+�B��C ���0
/�� " )$!/�"��" '�$ / �� ����/���

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��B�� )'�)� ������0
��$%)�'� � �����+� � )!.�)�'�'��  )$!/�"��" '�$ / 0
�� ) �������" �!��� �" ��)*����$�� (  � ��'(��&� *�0
��&����� D� �������+ ' !)$�'  �����+� ) )��+�+ / 0
)�$ *�)��� + �!��� - F (x) ) *�+�.%- ���+!$� 	�
���
9/�' ���# /�� K�� �!��� ( ��!6�'�-.�(# ��*����'��
)$�'�� 1���' ) +� �� ��&�# )!.�)�'!-� $ )��� / )�$
p1, p2, . . . + � +�$%���  +��) +�$%���# F (−∞) = 0 ���
�)����� )C��(.�&�)( �(�� ) *�$�B ��$%��+ /$���+  
F (+∞) = 1 ��� *����$ /�)���" )!++� �(��# ������" *�
!)$�' - �����+� )C�� �)( � �� H���# �$( F (x) '�*�$����
')� !)$�' ( �����+� � )!.�)�'�'��  )$!/�"��" '�$ / 0

�=�



S �
� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

�� ) �������" �!��� �" ��)*����$�� (� D�K��+! )!.�0
)�'!�� '���(���)���� *��)����)�'� (Ω, F , P )  )$!/�"0
��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)# �*����$����( �� ��+ ����(# /�� ��
�!��� ( ��)*����$�� ( Fξ(x) = F (x)� 1���!��� *��(�%#
/�� )$!/�"��( '�$ / �� ) �!��� �" ��)*����$�� ( F (x)
� )������   +���  )��+�" �(� ��)*����$�� (�

2�� ��� �����+� � )!.�)�'�'��  )$!/�"��" '�$ / 0
�� ) �������" �!��� �" ��)*����$�� ( ' �)��'��+ ���0
)�� �� ������'�$�)%# ��� + ��*�)���)�'����� �� �* ��0
-.��)( �� ��� ��������$%)�'�� � ��+! B� K�� *�$����
�$( !()��� ( ��&�# ��� )��� �)( )���'��)�'!-.�� '���(�0
��)���� *��)����)�'�� D� ��������$%)�'� $-6�C �����+
� )!.�)�'�'��  )$!/�"��" '�$ / �� �$( *�)����� (#
��� *��' $�#  )*�$%�!��)( ����� ������ *��)����)�'�#
/�� *��'�$(�� �� 6�$�� *��)��+ )*�)�6�+ )���)��! ��0
'��% ���6!�+!- )$!/�"�!- '�$ / �! ��� ��B��)�'���!-
	K$�+��� ����� �����&� *��)����)�'��

H���# ' ��/�)�'� K$�+�������&�  )C��� '��%+�+ 6!�!0
.�� '��+�B��� ���/�� � ���)��! �!�+�" )$!/�"��" '�0
$ / ��# ���� ���/�� � xi  � �������&� ' !)$�'  �����+�
��6��� / )�$� 2�� + �6����+# Ω = {x1, x2, . . . , }� 2�� ���
K�� *��)����)�'� )/�����# �� ' ��/�)�'� σ0�$&�6�� )�6�0
� " F ���6C�� +� '�(�% )�'��!*��)�% ')�C *��+��B�)�'
Ω� D�)��$%�! / )$� p1, p2, . . . *� !)$�' - �����+� �6$�0
��-� ')�+ )'�")�'�+ '���(���)��" K$�+�������C  )C�0
��' *� ���)��!�� '��0��) �+�� /�)��+ �*����$��  '�0
��(���)� ' � )������+ *��)����)�'� K$�+�������C  )0
C���'# �� +� +�B�+ *� * )��% ��B��+! K$�+�������+!
 )C��! xi '���(���)�% pi  �*����$ �% '���(���)�% $-6�0
&� )�6�� ( 	K$�+���� F ' )���'��)�'  ) ���)��!�� '��0

�=�



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

��) �+�� /�)� + �*����$�� �+ ���

P (A) =
∑
xi∈A

pi, A ∈ F .

H���# '���(���)���� *��)����)�'� *�)������� 9*����0
$ + )$!/�"�!- '�$ / �! �� ��+ ��� ��B��)�'���!-# ����
ξ(xi) = xi ∀xi ∈ Ω� ��� +� *�+� +#  �+�� +�)�% ��
����) ��$%�� F '�*�$�(��)( �'��+�� /�)� � 9/�' ���#
��� ('$(��)( � )������" )$!/�"��" '�$ / ��" ) �(��+
��)*����$�� (

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
.

�

>������	� 1� ���!+���)(# ����� ������ *��)����)�'�
*� ��������$%)�'� 6����)( ��$%�� �$( �&� *��)�����
��")�' ��$%��# +�B�� 6�$� �*����$ �% ��!&!- )$!0
/�"�!- '�$ / �! η(ω)# �������!- �� '���(���)���+
*��)����)�'� (Ω, F , P )# &�� Ω = [0, 1], F = B([0, 1])
8 σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�' ������� [0, 1] 	)
��� + B� !)*�C�+ +�B�� 6�$� 6� '�(�% �� *�*�$��0
� �# ���� σ0�$&�6�!  �+�� +�C *� J�6�&! *��+��B�)�'
������� [0, 1]# � ' ��/�)�'� P 8 +��! J�6�&� 	 ��+ 
)$�'�+ η  +��� ��'��+����� ��)*����$�� � �� �������
[0, 1]# ��*� +��# ('$(��)( ����� ����" ��!��/! 6��3��0
��" �� [0, 1] ��/� � 9������ [0, 1] ���6 � �� )/�����
/ )$� *�*���� ��*���)���-. C)(  �+�� +�C /�)��"
	���� *� ���$�B�. C F Ω1, Ω2, . . . ) +���+ J�6�&�
p1, p2, . . . )���'��)�'����� 2�&�� )$!/�"��( '�$ / ��
η = η(ω)# )��'(.�( ' )���'��)�' � ��B��+! ω ∈ Ωi / )$�
pi, i = 1, 2, . . . , ���B� ('$(��)( � )������" ) ��+ B�

��




S �
� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

�(��+ ��)*����$�� (# /��  ����� �����( )$!/�"��(
'�$ / ��#  )*�$%��'����( *� ��������$%)�'��

>������	� %� ���������( �����+� *��'�$(�� ���)��!0
 ��'��% ���&��� /����� / )$� *� +���' � )������C )$!0
/�"��C '�$ / ��

E�
�� 
����� �	�
� �	
�����!� ��
��������	�

�� .!��������� ��
��������	��
9*����$����( �� $-6�+ '���(���)���+ *��)����)�'�

)$!/�"��( '�$ / �� ξ(ω) ≡ C# ����'��+�( �	��	��	�
 $ ���������	� �������	�# ('$(��)( � )������"  
*� � +��� �� �)�'����� ���/�� � C ) '���(���)�%- �
	*��'��%�� ��  �+�� +�)�%� N� �!��� ( ��)*����$�� (#
�/�' ���# ��'��

F (x) =

{
0, �)$ x ≤ C,

1, �)$ x > C.

��)*����$�� � K��" )$!/�"��" '�$ / �� ����'���)(
���	��������

�� ��
��������	� �������	�
,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� ��������8

����� ��������# �)$ ��� � )������ ) �(��+ ��)*��0
��$�� (

ξ 1 0
P p q

,

&�� p, q > 0, p + q = 1�
2���( )$!/�"��( '�$ / �� )!.�)�'!��#  6� �$( ���

'�*�$�(-�)( !)$�' ( *�)$����" �����+�� 1� )�+�+
��$�# �)$ ' )C�+� ����!$$ ��))+�����% ����$%���

���
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 )*���� �# �� ξ 8 / )$� !)*�C�' ' K��+  )*����  �

�� �	
������� ���������� ��
��������	��
,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� �������8

�	� ����	����	� �������������# �)$ ��� *� � +���
����/��� / )$� '��+�B��C ���/�� " ) �� ����'�" '���0
(���)�%-# ���� �(� �� ��)*����$�� (  +��� ' �

ξ x1 x2 . . . . . . xk

P 1
k

1
k . . . . . . 1

k

.

9�� )!.�)�'!�� *� *�)$����" �����+��

=� �	���	������ ��
��������	��
,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� 
��	��8

����	� ������������� ) *���+����+ n, p# &�� n ∈
N, 0 < p < 1# �)$ ��� +�B�� *� � +��% $ 3% ���/�0
� ( 0, 1, . . . , n ) '���(���)�(+ 

pk = P{ξ = k} = Ck
npk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

9/�' ���# ')� pk > 0� D� ���+!$� 6 ��+� 1%-����

n∑
k=0

pk =
n∑

k=0

Ck
npk(1 − p)n−k = [p + (1 − p)]n = 1.

E��/ �# ����( )$!/�"��( '�$ / �� )!.�)�'!��� 5 K��+
+�B�� !6�� �%)(  ��*�)���)�'����# ')*�+ ��(# /��# '
) $! ���+!$� ����!$$ 	L��# 6 ��+ �$%��� ��)*����$�0
� � 6!���  +��% / )$� !)*�C�' μ ' )C�+� n ����' ) +�C
 )*���� " ����!$$ ) '���(���)�%- !)*�C� p ' ����$%0
��+  )*����  �

���
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� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

�� $������	��
��� ��
��������	��
,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� ��	�����8

����	� �������������# �)$ �� '��+�B��+ ���/�� (0
+ ('$(-�)( 0, 1, . . . # *� /�+

pk = P{ξ = k} = qkp, &�� q = 1 − p, 0 < p < 1,

k = 0, 1, . . . .

2�� ��� ∞∑
k=0

pk = p
∞∑

k=0

qk =
p

1 − q
= 1,

�� ����( )$!/�"��( '�$ / �� )!.�)�'!���
1���!��� *��(�%# /�� &��+��� /�)��� ��)*����$�� �

6!���  +��% )$!/�"��( '�$ / �� ν# ��'��( / )$!  )0
*���� "# *��'������C �� *��'�&� *�('$�� ( !)*�C�# '
6�)����/��" *�)$���'���$%��)� ����' ) +�C  )*���0
� " ����!$$ �

L� ��
��������	� -��

����
,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� ��������8

����� ?����	�� � ��������	� λ# &�� λ > 0# �)$ ��
'��+�B��+ ���/�� (+ ('$(-�)( 0, 1, . . . # *� /�+

pk = P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . .

D�)��$%�!

∞∑
k=0

pk = e−λ
∞∑

k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1,

�� )$!/�"��( '�$ / �� ) ��)*����$�� �+ D!�))��� )!.�0
)�'!��� 5 ) $! *����$%��" �����+� D!�))��� 	�����+�

���
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��� ��)*����$�� � D!�))��� ('$(��)( *����$%��+ �$(
6 ��+ �$%��&� ��)*����$�� (# ��&�� n → ∞, p → 0
��� + �6����+# /�� λ = np �)����)( *�)��(���+�

�� $	����������	��
��� ��
��������	��
D!)�% N,M,n 8 ���!��$%��� / )$�# m 8 ��$��

����� ����$%��� / )$�# *� /�+ n ≤ N, m ≤ M, M ≤
N, m0 = max (0,M − N + n), m1 = min (M,n)�

,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� �����8
��	���������	� �������������# �)$ �� '��+�B��+ 
���/�� (+ ('$(-�)( m0,m0 + 1, . . . , m1# *� /�+

pm = P{ξ = m} =
Cm

MCn−m
N−M

Cn
N

, m = m0,m0 + 1, . . . , m1.

��� +� *�+� + 	)+� *� +�� �  � ����%�&� *���&����#
)$!/�"��" '�$ / �� ξ +�B�� *� ���% )$��!-. " )+�)$�
D!)�% ' *���   � N ����$�"  +���)( M )���������C�
2�&�� pm �)�% '���(���)�% ��&�# /�� )��� n ��!��/!  �0
'$�/����C  � K��" *���  ����$�"  +���)( ��'�� m )���0
������C� D�K��+! ξ 8 / )$� )���������C ����$�" )��� 
n  �'$�/����C� <!.�)�'�'�� � )$!/�"��" '�$ / �� ξ ��0
������� D�K��+! ��$B�� '�*�$�(�%)(

m1∑
m=m0

pm =
min (M,n)∑

m=max (0,M−N+n)

Cm
MCn−m

N−M

Cn
N

= 1. (10.3)

����/��# K�� ��+6 �������� ��B��)�'� +�B�� ����0
���% ���$ � /�)� # �� *�$%�!()% ���� �" '���(���)��"
	��*� +��# +�B�� '�)*�$%��'��%)( *�$ ��+ �$%��"
���+!$�" 	���
� 1� K�� !'�$� 6� ��) ' )�����! ��
�)��'��&� ��*��'$�� ( ��3 C  ))$���'�� "�

��=
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� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

>����� 1� ������B �� 	�
�� ���$ � /�)� �

�� ���� /�)� ������$ 	�
�� ) *�+�.%- '���0
(���)���&� +������ R��� +���� +�B�� K����� '��
*� +��(�% *� *�$!/��   ��������$%)�'� )�+�C ���0
���6�����C ��+6 �������C ��B��)�'�

II# F�
�� ��� ������!�!� ��
��������	��

1# G���������!� �������
5)*�+� +# ��� ' +�C�� �� �*����$(��)( $ ��"��(

*$����)�% +�))� 	 $ *$����)�% ��)*����$�� ( +�))�
����/��&� )���B�(� D���*�$�B +# /��  +���)( )���B��%
�$ �� l  +�))� m# ������" +� 6!��+ *���)��'$(�% ��0
�����+ [0, l] �) Ox� 96����/ + /���� m(x) /�)�% +�)0
)� )���B�( �� !/�)��� [0, x) 	��/�! x +�B�� '�$-/��%
 $ �� '�$-/��%# *�)��$%�! �� +�))� ��'�� �!$-� ��)0
)� !/�)��� )���B�( [x, x + Δx) ��'�� M([x, x + Δx)) =
m(x+ Δx)−m(x)� <����(( +�))�# *� C��(.�()( �� �� 0
� �! �$ �� �� K��+ !/�)��� ��'��

M([x, x + Δx))
Δx

=
m(x + Δx) − m(x)

Δx
.

D����$ )�����" +�))�# *� C��(.�")( �� �� � �! �$ ��
K��&� !/�)���# ��&�� !/�)��� )�(& '���)( ' ��/�! x#

ρ(x) = lim
Δx→0

M([x, x + Δx))
Δx

=

= lim
Δx→0

m(x + Δx) − m(x)
Δx

= m′(x),

���



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

' +�C�� �� ����'���)( $ ��"��" *$����)�%- +�))�
)���B�( ' ��/�� x� H� K��&� �*����$�� ( ��+��$���� )$�0
�!��  �'�)���( ���+!$�# '���B�-.�( +�))! )���B�( /�0
��� $ ���!- *$����)�%�

m =

l∫
0

ρ(x)dx.

D�)�!* + ���$�& /��+ �6����+ ) '���(���)�%- 	)
'���(���)���" +�))�"� N� �)�'����� ��$ / � )�)�� � '
��+# /�� '���(���)���( +�))� ��)*����$��� *� :)���B0
�- 6�)����/��" �$ ��: 8 / )$�'�" *�(+�" R#  ')( ���
��'�� �# *�)��$%�! P{ω : ξ(ω) ∈ R} = 1�

D���*�$�B +# /�� �!��� ( ��)*����$�� ( )$!/�"0
��" '�$ / �� ξ  +��� �� R ��*����'�!- *�� �'���!-
F ′(x)� 5���(���)�% *�*���� ( )$!/�"��" '�$ / �� ξ '
*��+�B!��� [x, x + Δx) ��'�� P{ω : x ≤ ξ(ω) <
x + Δx} = F (x + Δx)−F (x)� <����(( '���(���)�% *�*�0
��� ( �� �� � �! �$ �� �� !/�)��� [x, x + Δx) �)�%

P{x ≤ ξ < x + Δx}
Δx

=
F (x + Δx) − F (x)

Δx
.

5 ) $! ��3�&� *���*�$�B�� ( *� ��B��+ x )!.�)�'!��
����/��" *����$#

p(x) = lim
Δx→0

P{x ≤ ξ < x + Δx}
Δx

=

= lim
Δx→0

F (x + Δx) − F (x)
Δx

= F ′(x),

������" ('$(��)( ��*����'��" �!��� �"� D����$ K��"
)�����" '���(���)� p(x) �)��)�'���� ���'��% ��	��	8
���< ���	��	���� 9�+�� +# /�� *� K$�+�������+

��L
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*��C���  � ��!6�'�� ( �!���  ��)*����$�� ( F )$�0
�!�� ����� ����$%��)�% *$����)� '���(���)� �

H� �*����$�� ( *$����)� '���(���)� )$��!��# /��

P{x ≤ ξ < x + Δx} = p(x)Δx + o(Δx) *� Δx → 0.

D�K��+! ) ��/��)�%- �� 6�)����/�� +�$�" 6�$�� '�)���0
&� *��(���# /�+ Δx#  +��+

P{x ≤ ξ < x + Δx} ≈ p(x)Δx.

5+�)�� *� 6$ B����&� ��'��)�'� * 3!� ��/���# ��+�0
�(( *� ��.�� � Δx �� � ������� �$ dx  *�� +�( *��
P{x ≤ ξ < x + dx} � ������� �$ �!���  F (x)�

P{x ≤ ξ < x + dx} = p(x)dx.

D�� �'���� � p(x)dx ����'�-� 9������	� ���	��	8
����

H� ��'��)�'� p(x) = F ′(x) )$��!��# /��

F (x) =

x∫
−∞

p(t)dt + C.

D� )'�")�'�+ �!���  ��)*����$�� ( F (−∞) = 0# ���!0
�� C = 0� 2�� + �6����+#

F (x) =

x∫
−∞

p(t)dt. (10.4)

H� 	�
�= )$��!��# /��

P{a ≤ ξ < b} = F (b) − F (a) =

b∫
a

p(x)dx. (10.5)
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�$( ��$�" ����  '���(���)��" ��)����/�� ����&�
�*����$�� ( *$����)� '���(���)� # /��6� ) �� *�+�0
.%- �$( ��)����/�� :C���3 C: +��B�)�' 	�  +����#
6���$�')� C !+��% ��C�� �% '���(���)�% *�*���� ( '
� C# *���6�� ��+!# ��� K�� +�B�� 6��% )��$��� �$( *�$!0
 ����'�$�' ) *�+�.%- )�����3�� ( 	�
��� N)��)�'����#
��+ ���� *�)�����%)(  �6�' �)( �� ��'�$%�� B�)���&�
�&��� /�� (# )�)��(.�&� ' ��*����'��" � ������0
� �!�+�)� F � E���� +)( ��$%- �*����$ �% p(x) ���
���!- �!��� -# �$( ������" '�*�$�(��)( 	�
�=� 5 ) $!
�� ��� ( J�6�&�  ���&� �!�+�)� *� � +��!# �!��� (
p(x) �*����$(��)( ��'��)�'�+ 	�
�= ���������/��� N)$ 
 �+�� �% ���/�� ( p(x) ' ��/��C +��B�)�'� $�6�&�'�"
+��� �!$%# �� ���/�� �  ���&��$� 	�
�= ��  �+�� �0
)(� D�K��+! ' ��/�)�'� *$����)� '���(���)� +�B��
6��% '�6���� $-6�( ����( �!��� (� �$( !��6)�'� ��
�&��� / '�-� �� �)�'����+ ���6�'�� �+ 8 ��� ��$B��
6��% ����� ����$%��� N)$  �� ' K��+ ��*��'$��  
��$%3�# �� +�B�� )!.�)�'���� �)$�6 �% ���6�'�� �
��*����'��" � ������� �!�+�)� F (x)� 9����� K��&�
��$��% �� �!B��� 2�� ��� ! ��) !B� *�(' $ )% ' ��))!0
B��� (C +��B�)�'� +��� �!$%# �� �)��)�'���� '+�)��
 ���&��$� � +��� ' �*����$��  *$����)� '���(���)� 
 )*�$%��'��%  ���&��$ J�6�&�� � ��+! B� )!.�)�'����
��)3 �(��)( �$�))  ���&� �!�+�C �!��� "�

%# -������ �
�����!� �� �������������� 	��������

=������

1�*�+� +# /�� �!��� ( f # �*����$����( �� �������
[a, b]# ����'���)( �6)�$-��� ��*����'��" �� K��+ �����0
��# �)$ �$( $-6�&� ε > 0 ��"���)( ����� δ > 0# /�� �$(

���
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')(��" ����/��" ) )��+� *�*���� ��*���)���-. C)(  �0
���'�$�' (ak, bk) ⊂ [a, b], k = 1, 2, . . . , n, ) )!++�"
�$ �# +��%3�" δ > 0#

n∑
k=1

(bk − ak) < δ,

'�*�$�(��)( ����'��)�'�

n∑
k=1

|f(bk) − f(ak)| < ε.

H�'�)���# /�� ')(��( �6)�$-��� ��*����'��( �� �������
�!��� ( ��'��+���� ��*����'��   +��� �&��� /�����
 �+���� �� N)$ �!��� (  ���&� �!�+� �� ������� [a, b]
*� J�6�&!# �� +� 6!��+ �6����/��%  ���&��$ J�6�&� ��
��� *� ������! [a, x] /����

F (x) =

x∫
a

f(t)dt, x ∈ [a, b]. (10.6)

H�'�)���# /�� �!��� ( F �6)�$-��� ��*����'�� ��
������� [a, b] ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� �$( $-6�&�
x ∈ [a, b] ��� *���)��'$(��)( ' ' ��  ���&��$� ) *���0
+����+ '��C� + *����$�+ 	�
�L �� ��������" �!���  
f � D� K��+ *�/� ')-�! 	����) ��$%�� +��� J�6�&�
*�� �'����( ��  ���&��$� ) *���+����+ '��C� + *����0
$�+ 	�
�L )�'*����� ) f(x)� 9�+�� +# /�� �)$ ������
�!��� ( F # ��  � !��'��� ( 	�
�L �!��� ( f ��C�� �)(
���������/��# ) ��/��)�%- �� ���/�� " �� +��B�)�'�
$�6�&�'�" +��� �!$%� D�$%�!()% K� + ��'��(. + 
)��6��B�� (+ # ''���+ )$��!-.��

���
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(���������� 25$@� <$!/�"��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)#
�� ��)*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ��0
��'�-�)( �
�	�<��	 ������������# �)$ )!.�)�'!��
�!��� ( pξ : R → [0,∞) ����(# /�� �!��� ( ��)*����0
$�� ( )$!/�"��" '�$ / �� ξ *���)��'$(��)( �$( $-6�&�
x ∈ R ' ' ��

Fξ(x) =

x∫
−∞

pξ(t)dt. (10.7)

J-6�( ����� ����$%��( �!��� ( pξ# !��'$��'��(-.�(
	�
��# ����'���)( ��	��	���< ���	��	���  $ 
��	��	���< ������������ ���	��	���� �6)�$-�0
�� ��*����'��" )$!/�"��" '�$ / �� ξ�

���  ' )$!/�� �!���  ��)*����$�� ( +�  ��&��
6!��+ * )��% ! *$����)� '���(���)�  ����) ξ# �  ��&��
�� 6!��+# ���# /�� pξ(x) = p(x)�

D���B�+# /��  � 	�
�� )$��!��# /�� �$( $-6�&� 6���0
$�')��&� +��B�)�'� B

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ξ ∈ B} =
∫
B

pξ(x)dx.

(10.8)
J�'�( /�)�% 	�
��# ��� ����� +� ' ��$ # ('$(��)( +�0
��" �� σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�' B� H� ����  +�0
�� 5� ������# /��  ���&��$ J�6�&� �� ����� ����$%��"
�!���  pξ(x) ('$(��)( +���" +��B�)�'�  ���&� ��'�0
� ( �� σ0�$&�6��  �+�� +�C *� J�6�&! +��B�)�'# ��+
6�$��# K���  ���&��$ 6!��� +���" �� 'C��(.�" ' ��� σ0
�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�' B� H���# �$( ��������$%0
)�'� 	�
��# ���� �������% )�'*���� � K� C �'!C +�� �� B�
5 ) $! 	�
�� K� +��� )�'*���-� �� 6���$�')� C +��B�0

�L
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)�'�C ' �� B = (−∞, x)� 2�� ��� �$( $-6�" +��� μ '�0
*�$�(��)( μ([a, b)) = μ((−∞, b))−μ((−∞, a))# �� K� +�0
�� )�'*���-� �� *�$! ����'�$�C [a, b)� 5 ) $! ����/��"
��� � '��)� K� +��� )�'*���-� �� �$&�6�� �6V�� ��0
� " *�$! ����'�$�' A� D� �����+� � *����$B��  +���
K� +��� )�'*��!�  �� �� +��%3�" σ0�$&�6��# )����B�0
.�" �$&�6�! A# ���� �� σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�'
B�

96�����#  � 	�
�� )$��!�� 	�
��# �)$ ' ��/�)�'� B
'�(�% (−∞, x)� D�K��+! �*����$�� � �
�� K�' '�$�����
)$��!-.�+!

(���������� 25$A� <$!/�"��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)#
�� ��)*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ��0
��'�-�)( �
�	�<��	 ������������# �)$ )!.�)�'!��
�!��� ( pξ : R → [0,∞) ����(# /�� ��)*����$�� � )$!0
/�"��" '�$ / �� ξ *���)��'$(��)( �$( $-6�&� B ∈ B '
' ��

Pξ(B) =
∫
B

pξ(x)dx. (10.9)

J-6�( ����� ����$%��( �!��� ( pξ# !��'$��'��(-.�(
	�
��# ����'���)( ��	��	���< ���	��	���  $ 
��	��	���< ������������ ���	��	���� �6)�$-�0
�� ��*����'��" )$!/�"��" '�$ / �� ξ�

2# -������ �
�����!� �� ������� ������,;	���	���

D!)�% μ  ν 8 �'� +���# �*����$����� �� ����"  
��" B� σ0 �$&�6�� F � 1�*�+� +# /�� +��� μ ����'���)(
�6)�$-��� ��*����'��" ����) ��$%�� +��� ν 	�6����/�0
� � μ << ν# �)$  � ν(A) = 0 )$��!�� μ(A) = 0� 2��0
��+� ������01 ��� +� !�'��B����# ��� +� *�+� +# /��

�L�
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μ << ν ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� )!.�)�'!�� ����� 0
����$%��( )!++ �!�+�( *� +��� ν �!��� ( p ����(# /��
�$( $-6�&� A ∈ F '�*�$�(��)(

μ(A) =
∫
A

p dν.

;!��� ( p �*����$(��)( K� + ��'��)�'�+ ���������/��
) ��/��)�%- �� ���/�� " �� +��B�)�'� �!$�'�" ν0+���#
�6����/���)( p = dμ

dν  ����'���)( *�� �'����"  $ *$��0
��)�%- ������01 ��� +� +��� μ *� +��� ν�

D�K��+! �*����$�� � �
�L +�B�� *������� ��'��%
)$��!-. + �6����+� <$!/�"��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)# ��
��)*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ����'�0
-�)( �
�	�<��	 ������������# �)$ ��)*����$�� �
Pξ �6)�$-��� ��*����'�� ����) ��$%�� +��� J�6�0
&� ��  �+�� +�+ *��)����)�'� (R, B)� ?�	��	���<
���	��	���  $ ��	��	���< ������������ ��8
�	��	���� ����'���)( *�� �'����( ������01 ��� +�
pξ(x) = dPξ

dx +��� Pξ *� +��� J�6�&� x�

0��
�� ������
�	 �������
�	�

�� D$����)�% '���(���)� �*����$��� ���������/��#
) ��/��)�%- �� ���/�� " �� +��B�)�'� $�6�&�'�" +���
��$%�

R�� )$��!��  � �����+� ������01 ��� +��

�� 2�� ��� *$����)�% +�B�� '�6���% ' �$�))� K�' 0
'�$�����C +�B�! )�6�" �!��� "# ��&�'�� +)( '�6 ���%
�� ')�&�� ��� + �6����+# /�� �)$ ' �����" ��/�� )!.�0
)�'!�� �� ��*����'��( K�' '�$�����( +�� � ��� (# ��

�L�
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+� 6!��+ 6���%  +���� ��� D� K��+ !)$�'  # �)$ x 8
��/�� ��*����'��)� p(x)# �� p(x) = F ′(x)�

5 /�)���)� # �)$ )!.�)�'!�� ��*����'��( �� ')�"
/ )$�'�" *�(+�" +�� � ��� ( *$����)� '���(���)� #
��  +���� �� '�6 ���+ ' ��/�)�'� K��" *$����)� � D� 
K��+ �$( ')�C x ∈ R '�*�$�(��)( F ′(x) = p(x) 	)��'� ��
) K$�+�������+ *��C���+ � ''���� - *$����)� '���(�0
��)� �

�� D�/� ')-�! )!.�)�'!�� *�� �'����( �!���  ��)0
*����$�� (# *� /�+ *�/� ')-�!

p(x) = F ′(x).

R�� )$��!��  � ����   ���&��$� J�6�&� ) *���+��0
��+ '��C� + *����$�+�

=� p(x) ≥ 0 ∀x ∈ R�
2�� ��� F (x) �� !6�'���# ��  � *�����!.�&� )'�")�'�

����� ����$%��)�% p(x) '�*�$�(��)( *�/� ')-�!� D�
��3�" ��&�'������)� ' ��/��C +��B�)�'� +��� ��$%# '
������C p(x) +�B�� �����% *�� �'�$%��# +� ���*����0
$(�+ �� ����� ����$%��+ ���/�� (+ �

��
∞∫

−∞
p(x)dx = 1.

R�� )'�")�'� )$��!��  � 	�
��# �)$ x !)���+ �% �
6�)����/��)�   )*�$%��'��% )'�")�'� F (+∞) = 1#  $ 
 � 	�
��# �)$ '�(�% B = R�

�L�
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<'�")�'� =  � ('$(-�)( ���$�&�+ �$( �6)�$-���
��*����'��&� )$!/�( )'�")�' pi ≥ 0  

∑
i

pi = 1 �(0

�� ��)*����$�� ( � )������" )$!/�"��" '�$ / ��� ; 0
&!��$%�� '���B�()%# +�B�� )�����%# /�� ')( �� � /0
��( '���(���)���( +�))�# )�)������/����( �$( � )����0
��&� )$!/�( ' ����/��+  $ )/����+ +��B�)�'� ��/��
:���+���'���)(: ) *�+�.%- *$����)� ��)*����$�� (
*� ')�" / )$�'�" *�(+�" 	 $ �� /�)� �

5 ) $! 	�
��  	�
�� *$����)�% '���(���)� ����0
���/�� �*����$(�� �!��� - ��)*����$�� (  ��)*����0
$�� �# ���� ('$(��)( ������+ ��)*����$�� (� D��/�����+#
/�� K��� ����� �� ('$(��)( !� '��)�$%��+# � &�� �)(
��$%�� �$( �6)�$-��� ��*����'��C '�$ / ��

&�	���� 	 ��=����	����� �
�	�<��	 ��������8
�	� �������	� �������� � ������	� ��	��	���<
������������ ���	��	�����

-�
�� ������ *����	� p : R → R� ��������� ���


��
���

1. p(x) ≥ 0 ∀x ∈ R;

2.
+∞∫
−∞

p(x)dx = 1.

<���� 
���
���� �������
���� ���
����
��

(Ω,F , P ) 	 ��
�� ��� ������!��� 
�������� ��	�	��
ξ = ξ(ω)� ������������ �� ���� ������ ��� �� ������
��
��
��������	� �
�� �������� *����	�� pξ(x) = p(x)�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ���  ' � )������+ )$!/��#
+�B�� )'�)� ��������$%)�'� � �����+� � )!.�)�'�'��  
)$!/�"��" '�$ / �� ) �������" �!��� �" ��)*����$�� (
 � ��'(��&� *���&����� D� �������" ' !)$�'  �����+�
�!���  p(x) *�)��� + �!��� - F (x) ) *�+�.%- ���0

�L=
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+!$�

F (x) =

x∫
−∞

p(x)dx. (10.10)

9/�' ���# /�� K�� �!��� ( ��!6�'�-.�(# ��*����'��(�
2�� ��� �)����� )C��(.�&�)(  ���&��$� 	�
��
 )���+ �0
)( �� −∞ � �!$-# �� F (−∞) = 0� �)���+$(( x � +∞  
 )*�$%�!( !)$�' � � �����+�# *�$!/��+# /�� F (+∞) = 1�
D�)��$%�! �$( F '�*�$���� ')� !)$�' ( �����+� � )!.�0
)�'�'��  )$!/�"��" '�$ / �� ) �������" �!��� �" ��)0
*����$�� (# �� )!.�)�'!�� '���(���)���� *��)����)�'�
(Ω,F , P )  )$!/�"��( '�$ / �� ξ = ξ(ω)# �*����$����(
�� ��+# ) �!��� �" ��)*����$�� ( 	�
��
� D� �*����$�0
� - �
�� K�� )$!/�"��( '�$ / �� �6)�$-��� ��*����'��
) *$����)�%- '���(���)� pξ(x) = p(x)�

2�� ��� �����+� � )!.�)�'�'��  )$!/�"��" '�0
$ / �� ) �������" �!��� �" ��)*����$�� ( ' �)��'0
��+ ���)�� �� ������'�$�)%# ��� + ����' ) +�� �� ���
��������$%)�'�� D�)��� + '���(���)���� *��)����)�'�
(Ω,F , P )# &�� Ω = R, F = B# �

P (B) =
∫
B

p(x)dx. (10.11)

2�� ��� p(x) ≥ 0# �� ∀B ∈ B '�*�$�(��)( P (B) ≥ 0� 5
) $! !)$�' ( � �����+� P (R) = 1� </����( ��� � '��)�%
+��� P )$��!��  � ��&�# /��  ���&��$ J�6�&� 	�
��� ('$(0
��)( )/���� ��� � '��" �!��� �" �� +��B�)�'�  ���&� 0
��'�� (  � σ0�$&�6��  �+�� +�C *� J�6�&! +��B�)�'# �#
)$���'���$%��# �� +��B�)�'�  ���&� ��'�� (  � �� *��0
σ0�$&�6�� B� H��� P 8 '���(���)�%� 9)����)( ''�)� )$!0
/�"�!- '�$ / �! ξ(ω) = ω 	('$(-.!-)( ����� �����"�
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2�&��# ' ) $! 	�
���#

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ω : ω ∈ B} = P (B) =

=
∫
B

p(x)dx.

D� �*����$�� - �
�L )$!/�"��( '�$ / �� ξ �6)�0
$-��� ��*����'��   +��� *$����)�% ��)*����$�� (
pξ(x) = p(x)� �

>������	� 2� H���&��$ ' ��'��)�'� 	�
�� *�� +���)(
���  ���&��$ J�6�&�� ��&�� K���  ���&��$ )!.�)�'!��
��� ��)�6)�'����"  ���&��$ � +���# ��# ' ) $! ����� 0
����$%��)� *������&��$%��" �!���  # �� )�'*���� )
��))+��� '��+�+  ���&��$�+ J�6�&�� N)$ *������0
&��$%��( �!��� ( �� ('$($�)% 6� ����� ����$%��"#
��  � )C�� +�)� ��)�6)�'����&�  ���&��$� � +���
�� )$���'�$� 6� )!.�)�'�'�� � K��&�  ���&��$� ���
 ���&��$� J�6�&�� <�+� ���)��!�� (  ���&��$� J�6�&�
����'�# /�� �� )!.�)�'!�� ��&��  ��$%�� ��&��# ��0
&�� )!.�)�'!��  ���&��$ �� +��!$( ��))+��� '��+�"
�!���  � 5 �6.�+ )$!/��# �)$ ' 	�
�� *������&��$%0
��( �!��� ( *� � +��� ��� *�$�B ��$%���# ���  
��� ����$%��� ���/�� (# �� 	� ��
�� ���� 
���	��,


�	 	�������� A1&#5B  
�!
�� �	���� 
������ ���

���
����	�  
�!
�� =�����# -�	 +��� 	�������!

�	���� 	 =����� 
����� �� 5 ��$%��"3�+# ��� *��' 0
$�# 6!��� ')���/��%)(  +���� ����" )$!/�"� D�K��+! '
*���� /�)� C ) �!�� (C '��+�B��)�% ��+���  ���&��0
$� J�6�&� )���'��)�'!-. + ��)�6)�'����+  ���&��$�+
� +��� �������# �)$ K���  ���&��$ �6)�$-��� )C�� �)(�

�LL
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>������	� '� H��&��# �)�6���� ' ��C� /�)��" $ ����0
�!��# � )�����!- )$!/�"�!- '�$ / �! ���B� ����-� )
*�+�.%- :*$����)� '���(���)� :� N)$ '�$ / �� ����0
�� �(��+ ��)*����$�� (

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .
,

�� �� *$����)�% ��* )�'�-� ' ' ��

p(x) =
∞∑
i=1

piδ(x − xi),

&�� δ(x) 8 ��� ����'��+�( ��$%��0�!��� ( � ����# ����

����( �6�6.����( �!��� (# /�� δ(x) ≥ 0  
+∞∫
−∞

δ(x)dx = 1�

H� ����  �6�6.����C �!��� " 	��)*����$�� " I'��0
��  �'�)���# /��∫

B

f(x)δ(x − x0)dx = f(x0)IB(x0),

&�� IB(x) = 1# �)$ x ∈ B#  IB(x) = 0 ' *��� '�*�$�B0
��+ )$!/��� D� +���� � ����&� *��C��� ('$(��)( �*����0
$����+ ���+�$ �+�+# ������" !��6�� /�)�  �B������0
��C� /�)� C ��6��� ��' �$( ��&�# /��6� �� ��*�+ ���%
���+!$� � *� 	�
��#	�
��# � ')�&��  )*�$%��'��% '+�0
)�� � C ���+!$� 	�
��# 	�
��� D� K��+ !�������� ��0
6��� � # ��� *��' $�# *�$%�!-�)( ��$%��0�!��� �" ���0
+�$%��# *���)��'$(( �� ��� ��� "  +*!$%)# �� *�� +�(
*� K��+# /�� K�� �� �)�% �!��� ( ' �6�/��+ )+�)$�# �
 ���&��$ �� ('$(��)(  ���&��$�+ ' �6.�*� �(��+ *�� 0
+��  � E��� �� C���3� '$���-� ���+�$ �+�+ *���6��0
��'�� "  ���&��$�'# ������� )����B�� ��$%��0�!���  #
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!+�-� *�� �'�� �% ) � + *��)��"3 � �*����  � *�
� ������� ��'�� (� 2��# ��*� +��# *� *��)/��� '���0
(���)� *�*���� ( ���/�� " � )������" )$!/�"��" '�$ 0
/ �� ' ��������� 6���$�')��� +��B�)�'� �� *�)�!*�-�
*� 6$ � ��$%�� ��� + �6����+�

P{ξ ∈ B} =
∫
B

p(x)dx =
∫
B

∞∑
i=1

piδ(x − xi)dx =

=
∞∑
i=1

pi

∫
B

δ(x − xi)dx =
∞∑
i=1

piIB(xi) =
∑

i: xi∈B

pi.

D����)) ���$%��� +���+�� � # ��� *��' $�# ����" *��0
C�� ��  )*�$%�!-��

E�
�� 
����� �	�
� ��
�� ��� ������!�!�

��
��������	�

�� ���������� ��
��������	� �� ��������
R�� ��)*����$�� � !B� ')���/�$�)%# ��&�� ��))+��� 0

'�$�)% ����� ���� ξ ��/� # ��!��/! 6��3����" �� ����0
��� [a, b]� ;!��� ( �� ��)*����$�� ( ��'�($�)%

F (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, �)$ x ≤ a,
x−a
b−a , �)$ a < x ≤ b,

1, �)$ x > b.

D���*�$�B +# /�� ��))+��� '��+�( �!��� ( �6)�$-���
��*����'��� D� )'�")�'! *$����)� '���(���)� *�/� 
')-�!

p(x) = F ′(x) =

{
1

b−a , �)$ a < x < b,

0, �)$ x /∈ [a, b].

�L�
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2�� ��� +��B�)�'�# )�)��(.��  � �'!C ��/�� a  b# ' ��0
����C *�� �'����( �� F �� �*����$���#  +��� �!$�'!-
+��! J�6�&�# �� +� +�B�+ �*����$ �% *$����)�% ��)*��0
��$�� ( ' K� C ��/��C *�� �'�$%��# $ 3% 6� ��� �)��0
'�$�)% ����� ����$%��"� �$( �*����$����)� 6!��+ )/ 0
���%# /��

p(x) =

{
1

b−a , �)$ a ≤ x ≤ b,

0, �)$ x /∈ [a, b].
(10.12)

�$( ��������$%)�'� �6)�$-���" ��*����'��)� ξ  F (x)
�)����)(# ��*� +��# *��'�� �% '�*�$��� � �*����$�� (
�
��# ���� !)����' �%# /�� ��))+�������� F (x)  p(x) !��0
'$��'��(-� *� ��B��+ x ∈ R )�����3�� -

F (x) =

x∫
−∞

p(t)dt.

>����� %� D��'��%��# /�� K�� ����

D�K��+! K�' '�$������ �*����$�� � '�&$(� � ����
)$!/�"��( '�$ / �� ����	����	 ������������ �� 	�8
����� [a, b]# �)$ ��� �6)�$-��� ��*����'��   +���
*$����)�% ��)*����$�� ( ' �� 	�
����

D��'��(�% )!.�)�'�'�� � ����" )$!/�"��" '�$ / ��
) *�+�.%- �����+� � )!.�)�'�'��  �6)�$-��� ��*��0
��'��" )$!/�"��" '�$ / �� ) �������" *$����)�%-
��)*����$�� ( ��� ���6C�� +�)� # ��� ��� ����" '�$ / 0
��" ('$(��)( ����� ���� ��!��/! 6��3����" �� �������
[a, b] ��/� � 9�����# �)$ 6� +�  )C�� $ ��$%��  �
*�)$����&� �*����$�� ( ��'��+����&� ��)*����$�� (# ��
��$B�� 6�$ 6� *��'�� �%# /�� '�*�$�(-�)( !)$�' ( �
 � K��" �����+�# /��# '*��/�+# �/�' ����
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�� -������������ ��
��������	��
,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� �	����8

�����	�  $ 9���	��� �����	� ������������� ) *�0
��+����+ λ# &�� λ > 0# �)$ ��� �6)�$-��� ��*����'��  
 +��� *$����)�% ��)*����$�� ( '���(���)��" ' ��

p(x) =

{
λe−λx, �)$ x ≥ 0,
0, �)$ x < 0.

2���( )$!/�"��( '�$ / �� ��")�' ��$%�� )!.�)�'!��#
��� ���

p(x) ≥ 0,

+∞∫
−∞

p(x)dx =

+∞∫
0

λe−λxdx = 1.

H)*�$%�!( 	�
��# ��C�� + )���'��)�'!-.!- �!��0
� - ��)*����$�� (�

F (x) =

{
1 − e−λx, �)$ x > 0,
0, �)$ x ≤ 0.

9�+�� +# /�� ��� ��� F (0) = P{ξ < 0} = 0# �� *���0
����$%��� ��)*����$�� �  )*$%�!��)( �$( �* )�� ( '���0
(���)���&� *�'���� ( ����� ����$%��C 	*� )+�)$! )$!0
/�"��C '�$ / �� 1�*� +��# /�)�� ��� + ��)*����$�� �+
C������� �!-� �$ ��$%��)�% ��������&� )$!/�"��&� *��0
��))��

7���� 	
 	��������� J�����J 0�	����������3 �
�	���������	�	 �������������

9
�	 
�������� ��	�	�� ξ 	���� �������������

��
��������	�� �� ��� � ���� τ ≥ 0

P{ξ < t + τ/ξ ≥ τ} = P{ξ < t}.

��




S �
� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� �*����$�� - !)$�'��"
'���(���)� �$( t, τ > 0

P{ξ < t+τ/ξ ≥ τ} =
P{τ ≤ ξ < t + τ}

P{ξ ≥ τ} =
F (t + τ) − F (τ)

1 − F (τ)
=

=
e−λτ − e−λ(t+τ)

e−λτ
= 1 − e−λt = F (t) = P{ξ < t}.

N)$ B� t ≤ 0# �� �6� /�)� ������'��+�&�
��'��)�'� ���B� ��'��#  6� �6��.�-�)( ' ��$%�
�

��))+��� + ��6��! ��������&� K$�+����# ��*� +��#
K$�����$�+*�/� � D���*�$�B +# /�� '��+( :B �� :
ξ K��&� K$�+����  +��� *�������$%��� ��)*����$�� ��
D!)�% ' +�+��� τ 	'��+( ��)/ ��'���)( ) +�+���� ��/�0
$� ��6��� K$�+���� K$�+��� �.� �� '�3�$  � )���(# ����
*�� ��3$� )�6�� � {ξ ≥ τ}� 2�&�� �&� �)����/��� '��+(
:B �� : ξτ = ξ − τ  +��� �!��� - ��)*����$�� (

Fξτ (t) = P{ξτ < t} = P{ξ − τ < t/ξ ≥ τ} =

= P{ξ < t} = Fξ(t).

2�� + �6����+# �)����/��� '��+(  +��� ��� B� ����� ��)0
*����$�� (# /��  *�$��� '��+( :B �� : K$�+����� ��!0
& + )$�'�+ # K$�+��� ��� 6� :��6�'���:# )��$%�� '��+�0
� �� !B� )!.�)�'�'�$#  �&� �)����/��� '��+( !*��'$(0
��)( ��/�� ��� + B� '���(���)���+ +�C�� �+�+# ����0
��+ !*��'$(��)( *�$��� '��+( �&� :B �� :� ��B�� ��0
�����%# /�� )'�")�'� ��)!�)�' ( *�+(� ('$(��)( C����0
��� )� /�)� + �$( *�������$%��&� ��)*����$�� (� ��!0
& C )$!/�"��C '�$ / �# ���+� *�������$%�� ��)*����0
$����C# ������� !��'$��'��($ 6� )'�")�'! ��)!�)�' (
*�+(� # �� )!.�)�'!���

���
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�$�&����( K��+! )'�")�'! *�������$%��� ��)*��0
��$�� � �* )�'��� '��+��� *��6�'�� ( ' )�)��(� (C
��� ����'��+�C +����')� C *����))�' ) �� 6�$�� /�+
)/����+ +��B�)�'�+ )�)��(� "� D�K��+! ��� ��C�� �
3 ����� *� +���� � ' � � �� 	��*� +��# *� �* )��  
��� ��� '��C ('$�� "# 6 �$�&   C +  	��*� +��#
*�  �!/��  6 �$�& /�)� C *�*!$(� "# ����  ��0
��B��)� # ����  +�))�'�&� �6)$!B '�� (# ���!����"
��!��# ��C� ���

�� ��
��������	� H�"	�
D���*�$�B +# /�� ��� $$�� ")��� ��!� � ��)*�$�0

B��� �� �� � /��+ ��))��(�  �� 6�)����/�� �$ ���"
)���� 	)+� � )���

O

j

+
-

q

j+ jd

0 x x+dxx

� )��

J���� ��!� ( '��.���)( ) *�)��(���" !&$�'�" )����0
)�%- �� *�$�B� (# ��&�� )���(�  ��� *���$$�$%�� )����
'$�'�# �� *�$�B�� (# ��&�� ��  ��� *���$$�$%�� )����
'*��'�#  +�B�! � + ')� '��+( *�*����� ' )���!� E���+
$���� '��.���)( ' *��� '�*�$�B��+ ��*��'$��  # ����+

���



S �
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')� *�'���(��)(  ���� 1� ��B��+ *�$!�6����� ' ��!��0
/! '�6�����" +�+���  � ��!� ( *�� �'�� �)( '�)���$�
D!)�% ξ 8 ��))��(� � �� �)��'�� ( *��*��� �!$(��# �*!0
.����&�  � ��!� ( �� )���!  '�(��&� )� �����+ :+:# �)$ 
)���(� ���$�� $)( '*��'�#  )� �����+ :−:# �)$ )���(�
���$�� $)( '$�'�� D!)�% )$!/�"��( '�$ / �� θ 8 !&�$# ��
������" *�'���!$)( )�'�$ ��!� ( ����) ��$%�� *��*��0
� �!$(��# ��)/ ��'��+�" *� /�)�'�" )���$��� 9/�' ���#
−π/2 ≤ θ ≤ +π/2  ξ = tg θ� 2�� ��� )����)�% '��.�� (
$����� *�)��(���# � +�+��� '�)���$� '�6 ����)( ��!0
��/!# �� )$!/�"��( '�$ / �� θ ��'��+���� ��)*����$���
�� ������� [−π/2, +π/2]# )$���'���$%�� �� *$����)�% '�0
��(���)� ��'��

pθ(ϕ) =

{
1
π , �)$ − π/2 < ϕ < +π/2,
0, �)$ x /∈ (−π/2, +π/2).

D!)�% *�*���� - !&$� θ ' � �*���� (ϕ, ϕ + dϕ) )���0
'��)�'!�� *�*���� � ξ ' � �*���� (x, x + dx)� 9/�' �0
��# x = tg ϕ, ϕ = arctg x, dϕ = dx

1+x2 � 2�� ���
P{ϕ < θ < ϕ + dϕ} = P{x < ξ < x + dx}# ��

pθ(ϕ)dϕ = pξ(x)dx,

���!��

pξ(x) =
1

π(1 + x2)
.

R�� ��)*����$�� � ����'���)( �������������� /	8
E�# � )$!/�"��( '�$ / �� ) ��� + ��)*����$�� �+ 8
������������	� �	 ���	�� /	E��

��))+�������� ��))!B��� (# �)��'����� �� *��(�  
K$�+���� '���(���)� # +�B�� )��$��% )���& + # �)$ 

���
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 )*�$%��'��% )$��!-.�� !�'��B��� ��

&�	���� 	 ��	��	��� ���	��	��� F��� �� 	�
�������	� ���������

-�
�� (a, b) : ������!� 	�	 ��
������!� 	�������

f : (a, b) → R : 
����� ���������� �	**�����	������

*����	�� ξ : ��
�� ��� ������!��� 
�������� ��	�	,

��� ��
��������	� ������� 
�
���������� �� (a, b) A�#�#
P{ξ ∈ (a, b)} = 1B# <���� 
�������� ��	�	�� η = f(ξ) ��,

�� ��� ������!�� 	 	���� ������
�� ��
��������	�

�������
�	

pη(x) = pξ(f−1(x))|[f−1(x)]′|. (10.12)

D��B��# /�+ ������'��% �����+!# *� '���+ *� 0
+��#  $$-)�� �!-. " )���������" )*�)�6 ��))!B��0
� "� D!)�% )$!/�"��( '�$ / �� ξ �6)�$-��� ��*����'��#
η = ξ2� 2�� ��� f(x) = x2 8 ��*����'��( �!��� (# ����
6���$�')��(# �� η 8 )$!/�"��( '�$ / ��� 5���� + �!��0
� - ��)*����$�� ( η /���� �!��� - ��)*����$�� ( ξ�
N)$ x > 0# ��

Fη(x) = P{η < x} = P{ξ2 < x} = P{−√
x < ξ <

√
x} =

= Fξ(
√

x) − Fξ(−
√

x).

N)$ x ≤ 0# ��# �/�' ���# Fη(x) = 0� D���*�$�B +# /�� η
���B� �6)�$-��� ��*����'��� � ������� �!( *�$!/��0
��� )�����3�� (# *�$!/ +�

pη(x) =

{
1

2
√

x
[pξ(

√
x) + pξ(−

√
x)], �)$ x > 0,

0, �)$ x ≤ 0.

��=
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���!+���)(# K�� ��))!B��� � �� ('$(��)(  )/��*�0
'�-. +# *�)��$%�! �6)�$-���( ��*����'��)�% η ��
���������

>����� 2� ����B ��# /�� )$!/�"��( '�$ / �� η = ξ2

�6)�$-��� ��*����'��# �)$ ξ �6)�$-��� ��*����'���

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 2�� ��� f(x) � ������0
� �!�+�# �� ��� ��*����'��# ���� ('$(��)( 6���$�')��"
�!��� �"� D� $�++� � 6���$�')��" �!���  �� )$!0
/�"��" '�$ / ��  � ��'(��&� *���&���� η = f(ξ) 8
)$!/�"��( '�$ / ���

1,� 
��
�� ����������
���
�� D!)�% �!��� ( f '����)����� D�)��$%�! ' K��+ )$!0

/�� )�6�� � {f(ξ) < x} *�� )C�� � ��&��  ��$%�� ��&��#
��&�� *�� )C�� � )�6�� � {ξ < f−1(x)}# ��

Fη(x) = P{η < x} = P{f(ξ) < x} =

= P{ξ < f−1(x)} = Fξ(f−1(x)),

 � ������� �!( *�$!/����� ��'��)�'�# ��C�� +�

pη(x) = pξ(f−1(x))[f−1(x)]′.

2�� ��� f '����)����# �� f−1 ���B� '����)����# )$���'�0
��$%��# [f−1(x)]′ > 0# ���� |[f−1(x)]′| = [f−1(x)]′#  	�
���
���������

�� D!)�% �!��� ( f !6�'���� D�)��$%�! ' K��+ )$!0
/�� )�6�� � {f(ξ) < x} *�� )C�� � ��&��  ��$%�� ��&��#
��&�� *�� )C�� � )�6�� � {ξ > f−1(x)}# ��

Fη(x) = P{η < x} = P{f(ξ) < x} = P{ξ > f−1(x)} =

���
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= P{ξ > f−1(x)} + P{ξ = f−1(x)} = P{ξ ≥ f−1(x)} =

= 1 − P{ξ < f−1(x)} = 1 − Fξ(f−1(x)),

���!��
pη(x) = −pξ(f−1(x))[f−1(x)]′.

2�� ��� f !6�'���# �� [f−1(x)]′ < 0# ���� |[f−1(x)]′| =
−[f−1(x)]′#  	�
��� ���������

1� )�+�+ ��$� 	�
��� '�*�$���� *�/� ')-�!� 1�
+�B�� ��* )��% ��/��� ��'��)�'�# '�6��'  +���� ����"
'�� ��� *$����)� '���(���)�  � �$�))� K�' '�$�����C
+�B�! )�6�" *$����)��"� 9)����)( �������% �6)�$-��!-
��*����'��)�% η� 2�� ��� pη(x) ≥ 0  

+∞∫
−∞

pη(x)dx =

+∞∫
−∞

pξ(f−1(x))|[f−1(x)]′|dx =

=

b∫
a

pξ(y)dy =

+∞∫
−∞

pξ(y)dy = 1,

�� )!.�)�'!�� �6)�$-��� ��*����'��( )$!/�"��( '�$ 0
/ �� ) *$����)�%- pη(x)# ������" )���'��)�'!�� �!��� (
��)*����$�� ( Fη(x)� R��  ����/��� �6)�$-��!- ��*��0
��'��)�% η�

%,� 
��
�� ����������
���
E��)% !��6�� ��))+�����% ��	�������	������  �0

��&��$ 	 ���&��$ J�6�&�# ' ������+ *�� �'�� �)( ��+���
y = f(x), x = f−1(y) 	' ) $! +��������)� f ) *�+�0
.%- ��� !)����'$ '���)( '�� +��0�������/��� )���'��0
)�' � +�B�! (a, b)  (min {f(a), f(b)}, max {f(a), f(b)})�

P{η ∈ B} = P{f(ξ) ∈ B} = P{ξ ∈ f−1(B)} =

��L



S �
� 2 *� )$!/�"��C '�$ / �

=
∫

f−1(B)

pξ(x)dx.

D�� �'��( '  ���&��$� J�6�&� ��+��! *���+����" y =
f(x), x = f−1(y)# *�$!/ +�

P{η ∈ B} =
∫
B

pξ(y)|[f−1(y)]′|dy.

5 ) $! �*����$�� ( �
�L# K�� ����/���# /�� )$!/�"��(
'�$ / �� η �6)�$-��� ��*����'��   +���  )��+!-
*$����)�%� �

>������	� 3� N)$  ���&��$ )!.�)�'!�� ' )+�)$�
� +���# �� '� �0+ )*�)�6� ��������$%)�'�  )*�$%�!��)(
��+��� *���+����" ' ���� ��� ��'����+  ���&��$�
� +���� 96�/��# ' ) $! )$�B '3�")( ���� �  # ��0
��+�����  ���&��$� � +��� ��))+��� '�-�)( ���
�� ��� ��'�����# ' �� '��+( ��� �������  ���&��$�
� +��� ('$(-�)( ���� ��� ��'����+ � D�K��+! �����0
+� � ��+��� *���+����" '�&$(� �# ' ��������+ )+�)$�#
*��.� �$( ������C  ���&��$�'# /�+ �$( �6�/��C� E��)%
��� ��� *� +��(��)( �� +�� � ��� ( �$( ����+����&�
)$!/�(�

2�*��% *��(���# ��� ��3 �% ����/! ��
5��'��.�()% � ��)*����$�� - ��3 # ')*�+� +# /��

ξ = tg θ� 2�� ��� �!��� ( y = tg x '����)����  � �0
������ �!�+� �� (−π/2, π/2)# �6�����( �!��� ( x =
f−1(y) = arctg y# �� *� ���������" �����+�

pξ(x) = pθ(arctg x)|[arctg x]′| =
1

π(1 + x2)
.

���
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=� ;��������� ��
��������	��
,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� �	�����8

�	� ������������� � ����������� a, σ2 (a ∈ R, σ >
0)# �)$ ��� �6)�$-��� ��*����'��   +��� *$����)�% '�0
��(���)� ' ��

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 .

2���( )$!/�"��( '�$ / �� )!.�)�'!��# ��� ���
p(x) > 0 ∀x ∈ R  

+∞∫
−∞

p(x)dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−
(x−a)2

2σ2 dx =
1√
π

+∞∫
−∞

e−t2dt = 1.

E��)% +� )��$�$ ��+��! *���+����" x−a
σ
√

2
= t  '�)*�$%0

��'�$ )%  �'�)���+  � +���+�� /�)��&� ���$ ��  ���0
&��$�+ D!�))���

+∞∫
−∞

e−t2dt =
√

π.

�$( ������)� ��* ) ����! :ξ  +��� ���+�$%���
��)*����$�� � ) *���+����+ a, σ2: 6!��+ * )��% ���
ξ ∼ N(a, σ2)�

< *�+�.%- )���������C +�����' +���+�� /�)��&�
���$ �� $�&�� *��'��(��)( 	*��'��%��# /��

� p(x) ) ++��� /�� ����) ��$%�� *�(+�" x = aQ
� ' ��/�� x = a ��� ��)� &��� +��) +!+�# ������"

��'�� 1√
2πσ

Q

� ' *��+�B!��� (−∞, a] ��� '����)����# � ' *��+�0
B!��� [a, +∞) !6�'���Q

���
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= ��/� a−σ, a+σ ('$(-�)( ��/��+ *���& 6�Q *� 
K��+ ' *�+�B!���C (−∞, a−σ], [a+σ, +∞) ��� '�*!�$�
'� �# � ' *��+�B!��� [a − σ, a + σ] '�*!�$� ''��CQ

� �)% �6)� )) ('$(��)( &�� �����$%��" �) +*����"
*� x → ∞ ( lim

x→+∞ p(x) = lim
x→−∞ p(x) = 0)Q

L *$�.��%# ���$-/����( +�B�! &��� ��+  �)%-
�6)� ))# ��'�� ��

(���������� 25$B� ,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / 0
�� ξ  +��� ���������	� �	������	� �������������#
�)$ ξ ∼ N(0, 1)�

D$����)�% )���������&� ���+�$%��&� ��)*����$�� (
	*$����)�% '���(���)� )$!/�"��" '�$ / �� ξ0#  +�-0
.�" )���������� ���+�$%��� ��)*����$�� � �6����/�-�
/����

ϕ(x) = pξ0(x) =
1√
2π

e−
x2

2 .

R�� �!��� ( !B� ')���/�$�)% ��+ ' ���+!$ ��'�� $�0
��$%��" *����$%��" �����+� �!�'��0J�*$�)�� ;!��� -
)���������&� ���+�$%��&� ��)*����$�� ( 	�!��� - ��)0
*����$�� ( )$!/�"��" '�$ / �� ξ0#  +�-.�" )�������0
��� ���+�$%��� ��)*����$�� � 6!��+ �6����/��% /����

N(x) = P{ξ0 < x} =

x∫
−∞

ϕ(t)dt.

R�� �!��� (  )'(�����( ) ��" �!��� ( J�*$�)�

Φ(x) = P{0 < ξ0 < x} =

x∫
0

ϕ(t)dt

���
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')���/�$ )% ��+ ����� ' ���+!$ ��'��  ���&��$%��"
*����$%��" �����+� �!�'��0J�*$�)�� 2����+� �!�'��0
J�*$�)� ���� /�)� !�'��B��$ # /�� ���+�$%��� ��)0
*����$�� � ('$(��)( *����$%��+ �$( 6 ��+ �$%��&�
��)*����$�� (� 2�� + �6����+# ' ��' ) +�)� �� )*�)�6�
)���+$�� ( n � 6�)����/��)� *����$%��+ �$( 6 ��+ 0
�$%��&� ��)*����$�� ( +�B�� )$!B �% ��� ���+�$%���
��)*����$�� �# ���  ��)*����$�� � D!�))����

2�� ��� ϕ(−x) = ϕ(x)# ��

Φ(−x) =

−x∫
0

ϕ(t)dt =

−x∫
0

ϕ(−t)dt = −
x∫

0

ϕ(t)dt = −Φ(x).

2�� + �6����+# �!��� ( ϕ(x) 8 /����(# � �!��� ( Φ(x)
8 ��/����(� ��$��# �$( x ≥ 0

N(x) =

x∫
−∞

ϕ(t)dt =

0∫
−∞

ϕ(t)dt +

x∫
0

ϕ(t)dt =

= 1/2

+∞∫
−∞

ϕ(t)dt + Φ(x) = 1/2 + Φ(x),

� �$( x < 0

N(x) =

x∫
−∞

ϕ(t)dt =

0∫
−∞

ϕ(t)dt −
0∫

x

ϕ(t)dt =

= 1/2 +

x∫
0

ϕ(t)dt = 1/2 + Φ(x).

��
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H���# �$( $-6�&� x

N(x) = 1/2 + Φ(x).

H+��+

N(x) + N(−x) = 1/2 + Φ(x) + 1/2 + Φ(−x) = 1.

H+�-�)( ��6$ �� �!��� " ϕ(x), Φ(t), N(x)� P�)�%
�'����' *�$%�!��)( ��6$ ��+ �!���  ��)*����$�� (
N(x)# /�)�% �'����' 8 ��6$ ��+ �!���  J�*$�)�
Φ(x)� D� K��+# ��� *��' $�#  �!  ��!&!- �!��� -
�6����/�-� �� ����'� ��� Φ(x)� D�K��+! *�  )*�$%0
��'��  ��C  $  ��C  )��/� ��' ��6$ � ���� 6��%
'� +���$%��+  )+�����% �� �� �6����/�� �# � �� *��0
��$�  ���&� ��'�� (�

7���� 	 �	������	� ��������������

9
�	 ξ ∼ N(a, σ2), η = Aξ+B� ��� A �= 0� : �	������

*����	� �� ξ� �� η ∼ N(Aa + B, A2σ2)#
. ��
���
�	� �
�	 ξ ∼ N(a, σ2)� �� ξ0 = ξ−a

σ ∼
N(0, 1)�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� A �= 0 �!��� (
y = f(x) = Ax + B ('$(��)( )���&� +��������" � �0
������ �!�+�" �!��� �"� 96�����( �!��� (  +��� ' �
x = f−1(y) = y−B

A # *� /�+ [f−1(y)]′ = 1
A � D� �����+�

� *$����)� '���(���)� �!���  �� )$!/�"��" '�$ / 0
�� )$!/�"��( '�$ / �� η �6)�$-��� ��*����'��   +���
*$����)�% ��)*����$�� ( '���(���)��"

pη(y) = pξ(f−1(y))|[f−1(y)]′| = pξ

(y − B

A

) 1
|A| =

���
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=
1√
2πσ

e−
(

y−B
A

−a)2

2σ2
1
|A| =

1√
2πσ|A|e

− [y−(Aa+B)]2

2σ2A2 ,

���� η ∼ N(Aa + B, A2σ2)�
N)$ # ' /�)���)� # η = ξ0 = ξ−a

σ # �� A = 1/σ, B =
−a/σ# ���� Aa + B = 0, A2σ2 = 1# *�K��+! ξ0 ∼ N(0, 1)�
�

!�������� 25$C� 9
�	 ξ ∼ N(a, σ2)� �� +�� 
�����,
��� ��	�	�� ����� �!�� ����
������  	��

ξ = σξ0 + a,

��� ξ0 ∼ N(0, 1)#

D!)�% ξ ∼ N(a, σ2)� ��� ��"� '���(���)�%

P{α < ξ < β}Y.
2�� ��� ξ �6)�$-��� ��*����'��# �� P{ξ = α} = 0� D�0
K��+!

P{α < ξ < β} = P{α ≤ ξ < β} = Fξ(β) − Fξ(α).

P��6� '�)*�$%��'��%)( K��" ���+!$�"# ��+ ���6C�� 0
+� 6� 6�$�  +��% ��6$ �� �!��� " ���+�$%��&� ��)0
*����$�� ( *� $-6�C ���/�� (C *���+����' a, σ2� �
)/�)�%-# $�++� � ���+�$%��+ ��)*����$��  *��'�$(��
�6�"� )% 6�� K��&� ��!��6��&� 3�&�  *�$%��'��%)( ��6$ 0
��+ )���������&� ���+�$%��&� ��)*����$�� (� 5 )�+�+
��$�#

P{α < ξ < β} = P{α − a < ξ − a < β − a} =

= P
{α − a

σ
<

ξ − a

σ
<

β − a

σ

}
= P

{α − a

σ
< ξ0 <

β − a

σ

}
=

���
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= N
(β − a

σ

)
− N

(α − a

σ

)
= Φ

(β − a

σ

)
− Φ

(α − a

σ

)
.

5 /�)���)� # �)$ ξ ∼ N(a, σ2)# ��

P
{∣∣∣ξ − a

σ

∣∣∣ < ε
}

= 2Φ(ε).

�� ' ��$ # /�� ���+�$%��� ��)*����$�� � ('$(��)(
*����$%��+ �$( 6 ��+ �$%��&� ��)*����$�� (� D��B�
+� �6�6. + K��� ���!$%���  ����B�+# /�� ���+�$%���
��)*����$�� � '�)�!*��� *� ��)����/�� �6. C *���0
*�$�B�� (C ' ��/�)�'� *����$%��&� ��)*����$�� ( �$(
)!++ ��� ����'��+�C ����' ) +�C )$!/�"��C '�$ / ��
R��� ���!$%��� 8 ������$%��( *����$%��( �����+� ���0
�  '���(���)��"� 9� ������ /�)� �6�)��'�'��� /�)���
*�('$�� � ���+�$%��&� ������ ��)*����$�� ( ' *���� 0
/�)� C ) �!�� (C�

III# 0	�������!� ��
��������	��

(���������� 25$D� 2�/�� x ����'���)( �	��	� �	8
��� �!���  ��)*����$�� ( F (x)# �)$ 

∀ε > 0 '�*�$�(��)( F (x + ε) − F (x − ε) > 0.

(���������� 25$25� <$!/�"��( '�$ / �� ξ# �� ��)0
*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ����'�-�)(
�����������# �)$ 

� F ��*����'��Q
� +��B�)�'� ��/�� ��)�� F  +��� $�6�&�'! +��!

��$%�

���
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N)$ x �� ('$(��)( ��/��" ��)��# �� ��"���)( ε > 0
�����# /�� '� ')�+ *��+�B!��� [x − ε, x + ε] �!��� (
��)*����$�� ( 6!��� *�)��(���  # )$���'���$%��# ��
*�� �'����( ' ��/�� x 6!��� ��'�� �!$-� H���# �)$ 
ξ ) �&!$(���# �� F (x) ��*����'��# � F ′(x) = 0 *�0
/� ')-�!� 2���( )$!/�"��( '�$ / �� �� +�B�� 6��%
�6)�$-��� ��*����'��"# ��� ��� ��&�� �� *$����)�% '�0

��(���)� p(x) = 0 *�/� ')-�!# *�K��+!
+∞∫
−∞

p(x)dx = 0#

/�� ��'��+�B�� �$( �6)�$-��� ��*����'��&� )$!/�(�
96V()�(��)( K��  �'�)���+ �����+  � ����  ���*����0
$����&�  ���&��$� J�6�&�� �!��� ( '�))����'$ '���)(
*� )'��" *�� �'����" ' ' �� ���*����$����&�  ���&��$�
��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� ��� �6)�$-��� ��*����'���

-�	��� 1� /���	�	�� ������ �� 5��%+�+ �������
[0, 1]  *�)��� + �!��� - F (x) )$��!-. + �6����+ 	)+�
� )�=� D�$�B + F (x) = 0 *� x < 0  F (x) = 1 *� 
x > 1� 9������ [0, 1] ���6 '���)( �� �� /�)� ��'��"
�$ �� [0, 1/3], (1/3, 2/3), [2/3]� 1� )��� ���+  ����'�$�
*�$�&��+ F (x) = 1/2� 9)��'3 �)( �'� ������� )��'� ���0
6 '�-�)( �� �� /�)� ��'��" �$ �� ��B��"#  �� )��0
� ���C  ����'�$�C F (x) *�$�&���)( ��'��" )���'��)�'��0
�� �7=  �7=� ��B��"  � �)��'3 C)( *��+�B!���' )��'�
��$ �)( �� �� /�)� ��'��" �$ ��  �� )���� C  ����'�0
$�C F (x) �*����$(��)( ��� *�)��(���(# ��'��( )�����+!
�� �+�� /�)��+! +�B�! )�)��� + # !B� �*����$����+ 
���/�� (+ F (x)#  ����

2�� + �6����+# F �*����$��� '� ')�C ��/��C �������
[0, 1] ��  )�$-/�� �+ ��/�� �������'� )�'��3����&� +��0
B�)�'� K� R�� +��B�)�'�# ��� +� *�+� +# ����'��+����
 :6�$%3��:  :+�$��%���:# ��� ���  +��� +�.��)�% ���0

��=
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� �!!+�  $�6�&�'! +��! ��$%� ��B��( ��/�� K ('$(��)(

1/4

1/2

3/4

1/3 2/32/9 8/91/9 7/9

1

1 x0

F(x)

� )�=

*����$%��" �$( ��/�� K = [0, 1]\K� D�K��+! ' ��/��C K
+� +�B�+ ���*����$ �% F (x) *� ��*����'��)� � H���#
F (x) ��*����'��� 9/�' ���# *�)�������( �!��� ( F ��
!6�'���# ��*����'��# F (−∞) = 0, F (+∞) + 1# ���� ('$(0
��)( �!��� �" ��)*����$�� ( ��������" )$!/�"��" '�0
$ / ��� D!)�% N 8 +��B�)�'� ��/�� ��)�� F # �/�' ���#
N ⊂ K# ���!�� K ⊂ N = [0, 1] \ N # )$���'���$%��#

μ(N) ≥ μ(K) =
1
3

+
2
9

+
4
27

+ . . . =
1/3

1 − 2/3
= 1,

���
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&�� μ 8 +��� J�6�&�� D�K��+! μ(N) = 1# ���!�� μ(N) =
0� H���# F 8 ��*����'��# � +��B�)�'� �� ��/�� ��)��
 +��� +��! ��$%� ���+� ��&�# K�� �!��� ( �� !6�'���#
F (−∞) = 0, F (+∞) = 1� <$���'���$%��# F 8 �!��� (
��)*����$�� ( ��������" )$!/�"��" '�$ / ��#  ��� ) �0
&!$(����

D� '���+ 6�� ��������$%)�'�  �'�)��!- �����+!
J�6�&��

&�	���� 7�
���� /����	� ��
��������	� � ��� 
��,
������ ��	�	�! ����� �!�� ����
������  	��

F (x) = p1F1(x) + p2F2(x) + p3F3(x),

��� p1, p2, p3 ≥ 0, p1 + p2 + p3 = 1 � � F1 : �	
�������

*����	� ��
��������	�� F2 : ��
�� ��� ������!���

*����	� ��
��������	�� F3 : 
	��������� *����	�

��
��������	��

2�� + �6����+# ��)*����$�� � $-6�" )$!/�"��" '�0
$ / �� $ 6� *� ���$�B � � :/ )��+!: � *! 	('$(��0
)( � )������+# �6)�$-��� ��*����'��+  $ ) �&!$(�0
��+# $ 6� ('$(��)( '�'�3����" $ ��"��" ��+6 ��� �"
K� C ���C � *�'� 9�+�� +# /�� �� *���� �� ) �&!$(���(
)�)��'$(-.�(# ��� *��' $� ��)!�)�'!��� D�K��+! *� 0
�$��� ��+ ��� ��B� ���6C�� +�)� ����% /��0$ 6� � ) �0
&!$(���+ � *�� 9� )��$� '�-�)( ) � )������+ # �6)�0
$-��� ��*����'��+ ��)*����$�� (+  ��+��&� ��B�
)� )+�)(+ � )������C  �6)�$-���0��*����'��C ��)0
*����$�� "� G ' !/�6� ��C �$( �� +���+�� ��'# ��� *��0
' $�# ��))+��� '�-�)( ��$%�� � )�������  �6)�$-���
��*����'��� )$!/�"��� '�$ / ��  ��B� �� ��))+��� 0
'�-�)( )+�)  C ��)*����$�� "�

��L



S ��� <$!/�"��" '������ <�'+�)���� ��)*����$�� �
)$!/�"��C '�$ / �

� ��� �*�	$
�$ ������� �������
��

�	�������
�� �*�	$
�� �����


5� +��& C '�*��)�C ����  '���(���)��" '��� ���� ���60
C�� +�)�%  ))$���'�� ( ��)��$%� C )$!/�"��C '�$ / �#
������� +�&!� ���  $  ��/� '$ (�% ��!& �� ��!&�� 5
����+ )$!/�� ���� ( ������'  C ��)*����$�� (# '��6.�
&�'��(# ����)����/�� �$( �* )�� ( '�� +���")�' ( +�B0
�! � + � �$( K��&� ���6C�� +� �����% ��� ����'��+�"
����� )�'+�)���&� ��)*����$�� (# /�� !��6��� ')�&� )��0
$��% ) *�+�.%- ''���� ( *��(� ( )$!/�"��&� '�������

D!)�% ξ1 = ξ1(ω), ξ2 = ξ2(ω), . . . , ξn = ξn(ω) 8
)$!/�"��� '�$ / ��# �*����$����� �� ����+  ��+ B�
'���(���)���+ *��)����)�'� (Ω, F , P )�

(���������� 22$2� 9��6��B�� � ξ : Ω → Rn#
)��'(.�� ' )���'��)�' � ��B��+! ω ∈ Ω n0+����"
'����� ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))  � Rn ����'���)(
	n0+����+ ��������� ����	�	�  $ 	n0+����"
�������	� �	��	��

�$( ������)� ��* ) +� /�)�� 6!��+ �6����0
/��% )$!/�"��" '����� ��� ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)�
��))+��� + n0+����� *���$$�$�* *��� ' ��
[a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn)# &�� *� �(�� �� B� �&�'��0
��# ������( *� +��($�)% ��+ ' ����+����+ )$!/��# /��
[−∞, b)  [−∞, +∞) �6����/�-� )���'��)�'����  ����0
'�$� (−∞, b)  (−∞, +∞)� D!)�% �$&�6�� A )�)�� �  �
')�C ����/��C �6V�� ��� " *�*���� ��*���)���-. C)(
*���$$�$�* *���' !�������&� ' ��� ���  ' ����+����+
)$!/��# +�B�� �������%# /�� Bn = B(Rn) = σ(A)# ����# /��
σ0�$&�6�� n0+����C 6���$�')� C +��B�)�' )�'*�����

���



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

) �� +��%3�" σ0�$&�6��"# )����B�.�" �$&�6�! A� <
*�+�.%- K��&� ����� $�&�� �������%# /�� �*����$�� �
���� K�' '�$����� )$��!-.�+!�

(���������� 22$4� 9��6��B�� � ξ : Ω → Rn ����0
'���)( ��������� ����	�	�# �)$ ���  �+�� +� ����0
) ��$%�� σ0�$&�6�� F # ����

∀B ∈ Bn '�*�$�(��)( ξ−1(B) ∈ F .

��")�' ��$%��#  � �*����$�� ( ���� )$��!�� �*����0
$�� � ����� 5��% +��B�)�'� ' �� B = R × R × . . . × R ×
(−∞, xi) × R × . . . × R ∈ Bn# )$���'���$%��#

ξ−1(B) = {ω : ξ1(ω) ∈ R, . . . , ξi−1(ω) ∈ R, ξi(ω) < xi,

ξi+1(ω) ∈ R, . . . , ξn(ω) ∈ R} =

= {ω : ξi(ω) < xi} ∈ F ,

D�K��+! ��B��( ξi (i = 1, 2, . . . , n) 8 )$!/�"��( '�$ / 0
���

����B�+ ��*��%# /��  � �*����$�� ( ���� )$��!��
�*����$�� � ����� ��))+��� + )�+�")�'� +��B�)�'

M = {B ∈ R
n : ξ−1(B) ∈ F},

�������# ��� ����!��� ' ���%# �6���!�� σ0�$&�6�!�

>����� 1� ����B ��# /�� M 8 σ0�$&�6���

D�)��$%�!

ξ−1((−∞, x1) × . . . × (−∞, xn)) =

���
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= {ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξn(ω) < xn} =

=
n⋂

i=1

{ω : ξi(ω) < xi} ∈ F ,

')� *���$$�$�* *��� ' �� [a1, b1)× [a2, b2)× . . .× [an, bn)
'���B�-�)( ) *�+�.%- ����/��&� / )$� ������ ��0
+��B�)�'����C �*���� " /���� +��B�)�'� ' ��
(−∞, x1) × . . . × (−∞, xn)# � �*���� ( '�(� ( *���60
���� )�C���(�� ')� ������ ��0+��B�)�'����� �*����  #
�� ')� '�3�!�������� *���$$�$�* *��� *� ���$�B��
σ0�$&�6�� M� 9�)-�� )$��!��# /�� A ⊂ M� 2�� ��� M 8
σ0�$&�6��# )����B�.�( A# �� ��� )����B � �� +��%3!-
σ0�$&�6�!# )����B�.!- A# ���� Bn� H���# Bn ⊂ M� D�
�*����$�� - M K�� ����/���# /�� ∀B ∈ Bn '�*�$�(0
��)( ξ−1(B) ∈ F # ����  +��� +�)�� �*����$�� � �����
�

(���������� 22$>� 5���(���)���( +���# �*����$��0
��( �� σ0�$&�6�� n0+����C 6���$�')� C +��B�)�' Bn )
*�+�.%- ��'��)�'�

Pξ(B) = Pξ1,ξ2,... ,ξn(B) =

= P{ω : ξ(ω) ∈ B} = P{ξ ∈ B} = P (ξ−1(B)),

����'���)( �������������� �������	�	 ����	�� ξ
 $ �	�������� �������������� ��������: ����8
��� ξ1, ξ2, . . . , ξn� ;!��� ( F = Fξ = Fξ1,ξ2,... ,ξn : Rn → R

' ��

F (x) = Fξ(x) = Fξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn) =

= P{ω : ξ(ω) < x} =

���
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= P{ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn} =

= P{ξ1 < x1, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn}
����'���)( F��� ��� ������������ �������	�	
����	�� ξ  $ F��� ��� �	������	�	 ��������8
���� 0�	������	� F��� ��� ������������3
��������: ������� ξ1, ξ2, . . . , ξn�

R�� �*����$�� � ���������# ��� ��� +��B�)�'�#
)��(. � *�� �����+ '���(���)� # ('$(-�)( )�6�� (+ 
	���� *� ���$�B�� F� 2�# /�� ��)*����$�� � ('$(��)(
'���(���)���" +���"# ������'���)( ��/�� ��� B�# ���  
�$( )$!/�"��" '�$ / ���

>����� %� ����B �� K���

0��
�� *����		 ��
��������	��

�� 0 ≤ F (x) ≤ 1�

�� ;!��� ( ��)*����$�� ( ��*����'�� )$�'� *� ��B0
��" *���+����"�

��������$%)�'� ���$�& /�� ��������$%)�'! )C����&�
)'�")�'� �!���  ��)*����$�� ( )$!/�"��" '�$ / ���

>����� 2� ����B �� )'�")�'� ��

�� ;!��� ( ��)*����$�� ( !��'$��'��(�� !)$�' (+
)�&$�)�'����)� �

� �)$ i1, i2, . . . , in 8 *�� �'�$%��( *���)����'�� K$�0
+����' +��B�)�'� {1, 2, . . . , n}# ��
Fξi1

,ξi2
,... ,ξin

(xi1 , xi2 , . . . , xin) = Fξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn);

��
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6 �$( $-6�&� i = 1, 2, . . . , n '�*�$�(��)( )$��!-.���

lim
xi→−∞Fξ1,... ,ξn(x1, . . . , xn) = 0;

lim
xi→+∞Fξ1,... ,ξn(x1, . . . , xn) =

= Fξ1,... ,ξi−1,ξi+1,ξi+2,... ,ξn(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

<'�")�'� � �/�' ���  '���B��� ��++!��� '��)�%
�*����  *���)�/�� ( +��B�)�'� <'�")�'� 6 ������'�0
��)( ) *�+�.%- )'�")�'� ��*����'��)� '���(���)� 
��/�� ��� B�# ��� )'�")�'� �!���  ��)*����$�� (
)$!/�"��" '�$ / �� F (−∞) = 0, F (+∞) = 1�

>����� '� ����B �� )'�")�'� ��

5*��/�+# �)$ *��'�� )'�")�'� 6 ��������# �� '�����
)'�")�'� 6 +�B�� �������% ) *�+�.%- ��) �+� )/����"
��� � '��)� �

Fξ1,... ,ξi−1,ξi+1,ξi+2,... ,ξn(x1, . . . , xi−1, xi+1, xi+2, . . . , xn) =

= P{ξ1 < x1, . . . , ξi−1 < xi−1, ξi+1 < xi+1, ξi+2 < xi+2, . . . ,

ξn < xn} = P{ξ1 < x1, . . . , ξi−1 < xi−1,−∞ < ξi < +∞,

ξi+1 < xi+1, . . . , ξn < xn} = P{ξ1 < x1, . . . , ξi−1 < xi−1,

+∞∑
k=−∞

{k ≤ ξi < k + 1}, ξi+1 < xi+1, . . . , ξn < xn} =

= Fξ1,... ,ξn(x1, . . . , xi−1,+∞, xi+1, . . . , xn).

D�)$����� ��'��)�'� *�$!/���)( *� �*����$�� - )!++�
�(���

���
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!�������� 22$6�

F (+∞, . . . ,+∞) =

= lim
x1→+∞ lim

x2→+∞ . . . lim
xn→+∞F (x1, . . . , xn) = 1.

=� ;!��� ( ��)*����$�� ( )$!/�"��&� '������ ��
!6�'��� *� ��B��" *���+����"�

��")�' ��$%��# ��� ��� �)$ xi < yi# ��

{ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξi−1(ω) < xi−1, ξi(ω) < xi,

ξi+1(ω) < xi+1, . . . , ξn(ω) < xn} ⊂
⊂ {ω : ξ1(ω) < x1, . . . , ξi−1(ω) < xi−1, ξi(ω) < yi,

ξi+1(ω) < xi+1, . . . , ξn(ω) < xn},
 '���(���)�% *��'�&� )�6�� ( �� *��'�)C�� � '���(���0
)� '����&�# ����

F (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) ≤

≤ F (x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn).

9����'���)(# K�� )'�")�'� +�B�� 6��% !) $��� )$�0
�!-. + �6����+� <��/�$� ��))+��� + �'!+����" )$!0
/�"��" '����� ξ = (ξ1, ξ2)� D!)�% Π = [a1, b1) × [a2, b2)
8 *�(+�!&�$%� � �� *$�)��)� � 5���(���)�% *�*���� (
' ��&� �'!+����" )$!/�"��" ��/� ξ ��'��

P{ξ ∈ Π} = P{a1 ≤ ξ1 < b1, a2 ≤ ξ2 < b2} =

= P{a1 ≤ ξ1 < b1, ξ2 < b2} − P{a1 ≤ ξ1 < b1, ξ2 < a2} =

= F (b1, b2) − F (a1, b2) − [F (b1, a2) − F (a1, a2)] =

���
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= F (b1, b2) − F (a1, b2) − F (b1, a2) + F (a1, a2).

�$( �!���  �'!C ��")�' ��$%��C *���+����C f ''���+
�����)���� �*������� Δa1,b1  Δa2,b2 )$��!-. + �6��0
��+�

Δa1,b1f(x1, x2) = f(b1, x2) − f(a1, x2),

Δa2,b2f(x1, x2) = f(x1, b2) − f(x1, a2).

<  C *�+�.%- '���(���)�% *�*���� ( ' *�(+�!&�$%� �
�'!+����" )$!/�"��" ��/� ��* 3��)( ' ' ��

P{ξ ∈ Π} = Δa1,b1Δa2,b2F (x1, x2).

2�� ��� '���(���)�% *�*���� ( ' *�(+�!&�$%� � ����� 0
����$%��# �� �$( �'!+����&� )$!/�( B�$��+�� )'�")�'�
*� � +��� ���+!

Δa1,b1Δa2,b2F (x1, x2) ≥ 0

�$( $-6�C ��")�' ��$%��C / )�$ a1, a2, b1, b2 ��� C# /��
a1 ≤ b1, a2 ≤ b2�

5��'��.�()% � n0+����+! '�����!# �$( �!���  n *�0
��+����C f *� i = 1, 2, . . . , n ''���+ �����)���� �*���0
���� Δai,bi

�$( $-6�C ��")�' ��$%��C / )�$ ai ≤ bi ���

Δai,bi
f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi−1, bi, xi+1, . . . , xn)−

−f(x1, . . . , xi−1, ai, xi+1, . . . , xn).

D��)��" *��)/�� *�����'���# /�� '���(���)�% *�*���0
� ( )$!/�"��&� '������ ' *���$$�$�* *�� Π = [a1, b1) ×
[a2, b2) × . . . [an, bn) ��'��

P{ξ ∈ Π} = Δa1,b1Δa2,b2 . . . Δan,bnF (x1, x2, . . . , xn).
(11.1)

���
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D�)��$%�! K�� '���(���)�% ����� ����$%��# �� *�$!/�0
��)( )'�")�'�

�� �$( $-6�C ��")�' ��$%��C / )�$
a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ��� C# /�� a1 ≤ b1, a2 ≤
b2, . . . , an ≤ bn

Δa1,b1Δa2,b2 . . . Δan,bnF (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0. (11.2)

>����� 3� ����B �� ���+!$! 	�����

&�	���� 	 ��=����	����� �������	�	 ����	��
� �������� ���������������

-�
�� F : Rn → R : *����	� n ��������!�� �����,
���� ��� 
��
���C

1B F : �������� ����
�� ���  "	����� 
�!,


�� *����	�� �#�# ��� � �!� ���
�	�����!� �	
��

a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ���	�� ��� a1 ≤ b1, a2 ≤
b2, . . . , an ≤ bn

Δa1,b1Δa2,b2 . . . Δan,bnF (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0;

%B ��� � ���� i = 1, 2, . . . , n

lim
xi→−∞Fξ1,... ,ξn(x1, . . . , xn) = 0;

F (+∞, . . . ,+∞) =

= lim
x1→+∞ lim

x2→+∞ . . . lim
xn→+∞F (x1, . . . , xn) = 1;

2B F ������!�� 
��� �� ������ ����������#

��=
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<���� 
���
���� �������
���� ���
����
��

(Ω, F , P ) 	 n,����!� 
������!� ����� ξ� ���������,
�!� �� ���� ������ ��� ��� *����	� ��
��������	� 
�,

������ 
 �������� *����	�� F �

Fξ(x) = F (x), x ∈ R
n.

D� +�+ K�! �����+! 6�� ��������$%)�'��
��)*����$�� � )$!/�"��&� '������ �������/�� �*��0

��$(�� �&� �!��� - ��)*����$�� ( *� ���+!$�

Fξ1,ξ2,...ξn(x1, x2, . . . , xn) = P (ξ ∈ I),

&�� I = (−∞, x1) × (−∞, x2) × . . . (−∞, xn)� ���  �$(
)$!/�"��C '�$ / �# �$( )$!/�"��C '������' +�B�� 6��%
�������� �6������ !�'��B��� �� *����	� ��
��������	�

��������� ������ ���������� ���������� ��� ��
���,

�����	�� H���# ��)*����$�� �  �!��� ( ��)*����$�� (
)$!/�"��&� '������ �������/�� �*����$(-� ��!& ��!&��

(���������� 22$@� J-6�( �!��� (# �������/��
�*����$(-.�( ��)*����$�� � 	�!��� - ��)*����$�� (#
����'���)( ���	�	� ������������ �������	�	 ���8
�	���

E���� ��)*����$�� ( *��'�$(�� ��C�� �% '���(�0
��)�% *�*���� ( )$!/�"��&� '������ ' $-6�� n0+�����
6���$�')��� +��B�)�'��

>����� 4� ����B ��# /�� �!��� ( ��)*����$�� (
)$!/�"��&� '������ �������/�� �*����$(�� �&� ��)*��0
��$�� ��

���
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(���������� 22$A� <$!/�"��" '����� ξ# �&� ��)0
*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ����'�-�)(
�����������# �)$ +��� Pξ )�)������/��� ' ����/��+
 $ )/����+ +��B�)�'� ��/���

���  �$( )$!/�"��C '�$ / �# �$( )$!/�"��C '����0
��' ) *�+�.%- ���$�& /��C ��))!B��� " +�B�� *� "� 
� K�' '�$�����+! �*����$�� -�

(���������� 22$B� <$!/�"��" '����� ξ# �&� ��)0
*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ����'�-�)(
�����������# �)$ +��B�)�'� '��+�B��C ���/�� "
)$!/�"��&� '������ ξ ����/��  $ )/�����

9/�' ���# ����� ���� )$!/�"��&� � )������&� '��0
���� ('$(-�)( � )������+ )$!/�"��+ '�$ / ��+ �

E���� ��)*����$�� ( � )������&� )$!/�"��&� '������
!��6�� ����'��% ' ' �� )���'��)�' ( +�B�! '��+�B��+ 
���/�� (+ �&� ����� ��� x1, x2, . . . , xn  )�'+�)���+ 
'���(���)�(+ K� C ���/�� " P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . ξn =
xn}� R�� 8 ����� ��)*����$�� (# ��� ��� �$( $-6�&� n0
+����&� 6���$�')��&� +��B�)�'� B

P{ξ ∈ B} =
∑

(x1,x2,... ,xn)∈B

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . ξn = xn}.

�$(  $$-)����  ��))+��� + �'!+����" � )����0
��" )$!/�"��" '����� ξ = (ξ1, ξ2)� D!)�% x1, x2, . . . 8 '��0
+�B��� ���/�� ( *��'�" �&� ����� ���� ξ1, y1, y2, . . .
8 '��+�B��� ���/�� ( '����" ����� ���� ξ2� 96�0
���/ + /���� pij = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj} 8 '���(���)� 
'��+�B��C ���/�� " )$!/�"��&� '�������

��L



S ��� <$!/�"��" '������ <�'+�)���� ��)*����$�� �
)$!/�"��C '�$ / �

(���������� 22$C� <���'��)�' � +�B�! ���/�� (0
+ )$!/�"��&� '������   C '���(���)�(+ # �������� )
*�+�.%- ��6$ ��

1�
2�

2x

1x

3x

.... .... .... .... ....

....

....

....

....3y2y1y

11p 12p 13p

21p 22p 23p

31p 32p 33p

,

����'���)( ��	�  $ ����� �� ������������
�'!+����&� � )������&� '�������

D�)��$%�!

{ξ1 = xi} =
∑

j

{ξ1 = xi ξ2 = yj},

��
pi. = P{ξ1 = xi} =

∑
j

pij. (11.3)

G��$�& /��#

p.j = P{ξ2 = yj} =
∑

i

pij. (11.4)

���
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9/�' ���# /�� ∑
i, j

pij =
∑

i

pi. = 1.

< *�+�.%- 	����  	���= *� �(�! ��)*����$�� ( �'!0
+����&� '������ �*����$(-�)( �(�� ��)*����$�� " �&�
����� ���� R�� �6)��(��$%)�'� !��6�� !/�)�% ' +��� ��
��)*����$�� ( '������# )!++ �!( '���(���)� ' ��
)�����C# � ����+ ' )��$6��C#  ��6�'$(( *�$!/����"
)��$6��  )����! � K��" +��� ��� ��)3 �����( +��� ��
)����B � ���  ����+�� - � ��)*����$��  '������# ���
  ����+�� - � ��)*����$��  �&� ����� ����

1�
2�

2x

1x

3x

.... .... .... .... .... ....

....

....

....

....

....3y2y1y

11p 12p 13p .1p

21p 22p 23p .2p

31p 32p 33p .3p

1.p 2.p 3.p

(���������� 22$D� <$!/�"��" '����� ξ# �&� ��)0
*����$�� � Pξ  �!��� ( ��)*����$�� ( Fξ ����'�-�)(

���



S ��� <$!/�"��" '������ <�'+�)���� ��)*����$�� �
)$!/�"��C '�$ / �

�
�	�<��	 ������������# �)$ )!.�)�'!�� ����� 0
����$%��( 6���$�')��( �!��� (

p(x) = pξ(x) = p(x1, x2, . . . , xn) = pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn)

����(# /�� �$( $-6�&� n0+����&� 6���$�')��&� +��B�)�'�
B

Pξ(B) = P{ξ ∈ B} =

=
∫

· · ·
∫

B

p(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn. (11.5)

D� K��+ �!��� ( p(x)# �*����$����( ) *�+�.%- 	���� )
��/��)�%- �� ���/�� " �� +��B�)�'� n0+����" $�6�&�'�"
+��� ��$%# ����'���)( ��	��	���< ������������
���	��	����# $ 6� ��	��	���< ���	��	��� ���8
����	�	 ����	�� ξ# $ 6� ��	��	���< �	������	�	
������������ ��������: ������� ξ1, ξ2, . . . , ξn�

D$����)�% ��)*����$�� ( �6$����� )$��!-. + 
)'�")�'�+ �

� pξ(x) ≥ 0 �$( $-6�&� x ∈ RnQ
�

∫
. . .

∫
Rn

pξ(x)dx1dx2 . . . dxn = 1�

<'�")�'� � )$��!��  � 	����# �)$ *�$�B �% B = Rn�
���( ' 	����# ' /�)���)� # B = (−∞, x1) × (−∞, x2) ×
. . . (−∞, xn)# *�$!/ +�

Fξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn) =

=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

pξ1,ξ2,... ,ξn(t1, t2, . . . , tn)dtn . . . dt2dt1.

(11.6)

���
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H� 	����  $  � 	���L )$��!��# /�� *$����)�% ��)0
*����$�� ( ('$(��)( ������+ ��)*����$�� ( �6)�$-���
��*����'��&� )$!/�"��&� '������� ���+� ��&�#  � 	���L
) *�+�.%- *�)$���'���$%��&� � ������� ��'�� ( *�
x1, x2, . . . , xn '�������# /�� *�/� ')-�! 	����) ��$%��
n0+����" +��� J�6�&�

p(x1, x2, . . . , xn) =
∂nF (x1, x2, . . . , xn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
.

��B�� 6��% �������� )$��!-.�(

&�	���� 	 ��=����	����� �
�	�<��	 ��������8
�	�	 �������	�	 ����	�� � ������	� ��	��	���<
������������ ���	��	�����

-�
�� *����	� p : Rn → R �������� 
��
���	

1B� %B# <���� 
���
���� �������
���� ���
����
��

(Ω,F , P ) 	 ��
�� ��� ������!�!� 
������!� �����
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)� ����������!� �� ��� ������ ��� ���

������
�� ��
��������	� �������
��� 
������� 
 ��,

������ *����	���

pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn) = p(x1, x2, . . . , xn).

N)$ *$����)�% ��)*����$�� ( ��*����'��# ��# *� 0
+��(( �����+! � )�����+ �$(  ���&��$� 	���� ) B =
[x1, x1 + Δx1) × [x2, x2 + Δx2) × . . . × [xn, xn + Δxn)# *�0
$!/ + ) ��/��)�%- �� 6�)����/�� +�$�C 6�$�� '�)���&�
*��(��� +�$�)� # /�+ Δx1Δx2 . . . Δxn# /��

P{x1 ≤ ξ1 < x1 + Δx1, x2 ≤ ξ2 < x2 + Δx2, . . . xn ≤ ξn <

< xn + Δxn} = p(x1, x2, . . . , xn)Δx1Δx2 . . . Δxn.

�





S ��� 1���' ) +�)�% )$!/�"��C '�$ / �

D!)�% ξ = (ξ1, ξ2) 8 �'!+����" �6)�$-��� ��*����'0
��" )$!/�"��" '������ D�)��$%�!

P{ξ1 ∈ B} = P{ξ1 ∈ B, ξ2 ∈ R} = P{ξ ∈ B × R} =

=
∫∫

B×R

pξ1,ξ2(x1, x2)dx1dx2 =
∫
B

[ ∫
R

pξ1,ξ2(x1, x2)dx2

]
dx1,

�� *� �*����$�� - �6)�$-��� ��*����'��" )$!/�"��" '�0
$ / �� K�� ����/���# /�� ξ1 �6)�$-��� ��*����'��   +�0
�� *$����)�% ��)*����$�� ( '���(���)��"

pξ1(x1) =

+∞∫
−∞

pξ1,ξ2(x1, x2)dx2.

G��$�& /��# '����( ����� ���� �6)�$-��� ��*����'��0
&� )$!/�"��&� '������ ('$(��)( �6)�$-��� ��*����'��"
)$!/�"��" '�$ / ��" ) *$����)�%- ��)*����$�� ( '���0
(���)��"

pξ2(x2) =

+∞∫
−∞

pξ1,ξ2(x1, x2)dx1.

D�)$��� � �'� ���+!$� ('$(-�)( ��*����'��+ ���0
$�&�+ ���+!$ 	����  	���=�

9�+�� +# /�� *�  ��!��  ��)-�� )$��!��# /�� $-0
6�( *��&�!**� ����� ��� �6)�$-��� ��*����'��&� '��0
���� �6���!�� �6)�$-��� ��*����'��" '�����# *$����)�%
��)*����$�� ( ������&� *�$!/���)( ) *�+�.%-  ���&� 0
��'�� ( *$����)� ��)*����$�� ( '������ ξ *� *��*��0
)����)�'! *���+����C# )���'��)�'!-. C '�6��3����+
����� ����+ )$!/�"��&� '������� 1�*� +��# �$( n < m

pξ1,... ,ξm(x1, . . . , xm) =
∫

· · ·
∫

Rn−m

pξ(x)dxm+1dxm+2 . . . dxn.

�
�
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� ��� '�(	��������� �*�	$
�� �����


9/��% '�B��� ���/�� � ' ����  '���(���)��" *� ����)(
*��(� - ����' ) +�)� )$!/�"��C '�$ / ��

(���������� 24$2� <$!/�"��� '�$ / ��
ξ1, ξ2, . . . , ξn ����'�-�)( ������������# �)$ 
�$( $-6�C ��")�' ��$%��C x1, x2, . . . , xn

Fξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn) =

= Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn(xn). (12.1)

D�$�B + ' 	���� xn = k# &�� k 8 ���!��$%��� / )$��
2�&��

Fξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn−1, k) = Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . .

. . . Fξn−1(xn−1)Fξn(k). (12.2)

��))+��� + *�)$���'���$%��)�% )�6�� " ' �� Ak = {ω :
ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn−1(ω) < xn−1, ξn(ω) < k}�
9/�' ���# Ak ⊂ Ak+1  

⋂
k

Ak = A = {ω : ξ1(ω) <

x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn−1(ω) < xn−1}# ���� Ak ↑
A� D� )'�")�'! ��*����'��)� '���(���)� P (Ak) →
P (A)� D�K��+! $�'�( /�)�% 	���� )C�� �)( � P (A) =
Fξ1,ξ2,... ,ξn−1(x1, x2, . . . , xn−1)� D� )'�")�'! �!���  ��)0
*����$�� ( Fξn(k) → 1 *� k → ∞� D���C��( ' 	���� �
*����$!# *�$!/ +�

Fξ1,ξ2,... ,ξn−1(x1, x2, . . . , xn−1) =

= Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn−1(xn−1).

�
�



S ��� 1���' ) +�)�% )$!/�"��C '�$ / �

R�� ����/���# /�� )$!/�"��� '�$ / �� ξ1, ξ2, . . . , ξn−1

����' ) +�� J�&�� *��(�%# /�� ��)-�� )$��!��

0��
�� 1# 9
�	 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn

����	
	�!� �� ��� � ���� �����
�� �� ����� ���

	����
� 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n 
������!� ��	�	�!

ξi1 , ξi2, . . . , ξik ����	
	�!�

5 K��+ )!.�)�'����� ���$ / � �� ����' ) +�)� 
n )�6�� "# *� �*����$��  ������" ���+� ��'��)�'�
P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2) . . . P (An) ���6�'�$ )% ���0
$�& /��� ��'��)�'� �$( $-6�C *��&�!** )�6�� "� E��)%
B� ��'��)�'� �$( *��&�!** �'��+�� /�)� '�����-�  �
����&� K��&� ��'��)�'��

1�3� �*����$�� � ����' ) +�)� )$!/�"��C '�$ / �
����/���# /�� �$( $-6�C ��")�' ��$%��C x1, x2, . . . , xn

)�6�� ( {ξ1 < x1}, {ξ2 < x2}, {ξn < xn} ����' ) +��
N)$ )$!/�"��( '�$ / �� ��� �!��� ( �� ω ∈ Ω

*�)��(���# ���� ξ(ω) ≡ C# �� +� 6!��+ ����'��% ��
���������	�  $ �	��	��	� '�$ / ��"�

0��
�� %# = ��� 
�������� 	 ��
�������� ��	�	,

�! ����	
	�! ����� 
�����
� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% ξ = ξ(ω) 8 )$!/�"��(

'�$ / ��# η(ω) ≡ C 8 ��)$!/�"��( '�$ / ��� 9/�' ���#

FC(y) = P{ω : C < y} =

{
P (∅) = 0, �)$ y ≤ C,

P (Ω) = 1, �)$ y > C.

D�K��+! )�'+�)���( �!��� ( ��)*����$�� ( ξ  C ��'��

Fξ, C(x, y) = P{ξ < x, C < y} =

�
�
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=

{
P{{ξ < x} ∩ ∅} = 0, �)$ y ≤ C,

P{{ξ < x} ∩ Ω} = P{ξ < x}, �)$ y > C
=

= P{ξ < x}
{

0, �)$ y ≤ C,

1, �)$ y > C
= Fξ(x)FC (y).

<�&$�)�� �*����$�� - ���� K��  ����/���# /�� ξ  C
����' ) +��

�
1�3� �*����$�� � ����' ) +�)� ����/���# /��

P{ω : ξ1(ω) ∈ B1, ξ2(ω) ∈ B2, . . . , ξn(ω) ∈ Bn} =

= P{ω : ξ1(ω) ∈ B1}P{ω : ξ2(ω) ∈ B2} . . .

. . . P{ω : ξn(ω) ∈ Bn} (12.3)

�$( $-6�C 6���$�')� C +��B�)�' ' �� B1 =
(−∞, x1), B2 = (−∞, x2), Bn = (−∞, xn)� 9����0
'���)(# /�� ���������" ' � 6���$�')� C +��B�)�' '
�*����$��  ���� +�B�� �� !/ ��'��%# �  +����#  +���
+�)�� )$��!-. "

/������� ���������	��� ��������: ��������
��� ����� ����! 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn �!,

�	 ����	
	�!�	� �������	�� 	 ��
�������� ����! ���

� �!� ������
�	� �����
� B1, B2, . . . , Bn !�����,

��
� 	�����
� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��
�������
��� H� 	����

)$��!�� 	����# �)$ ' 	���� '�(�% B1 = (−∞, x1), B2 =
(−∞, x2), . . . Bn = (−∞, xn)�

;������	��
��� �$( *��)���� 6!��+ )/ ���%# /��
n = 2� 96. " )$!/�" *�$!/���)( ) *�+�.%- +���+�� 0
/�)��"  ��!��  *� n� D!)�% '�*�$���� 	�����

Fξ1,ξ2(x1, x2) = Fξ1(x1)Fξ2(x2). (12.4)

�
=



S ��� 1���' ) +�)�% )$!/�"��C '�$ / �

2��6!��)( �������%# /�� �$( $-6�C 6���$�')� C +��0
B�)�' B1, B2

P{ξ1 ∈ B1, ξ2 ∈ B2} = P{ξ1 ∈ B1}P{ξ2 ∈ B2} (12.5)

9/�' ���#

P{a1 ≤ ξ1 < b1, a2 ≤ ξ2 < b2} = Fξ1, ξ2(b1, b2)−

−Fξ1, ξ2(a1, b2) − Fξ1, ξ2(b1, a2) + Fξ1, ξ2(a1, a2) =

= Fξ1(b1)Fξ2(b2) − Fξ1(a1)Fξ2(b2) − Fξ1(b1)Fξ2(a2)+

+Fξ1(a1)Fξ2(a2) = [Fξ1(b1) − Fξ1(a1)]Fξ2(b2)−
−[Fξ1(b1) − Fξ1(a1)]Fξ2(a2) = [Fξ1(b1) − Fξ1(a1)]·

·[Fξ2(b2) − Fξ2(a2)] = P{a1 ≤ ξ1 < b1}P{a2 ≤ ξ2 < b2}.
H���# 	���� �������� �$( $-6�C 6���$�')� C +��B�)�'
' �� B1 = [a1, b1), B2 = [a2, b2)� ����B�+ ��*��%# /��
	���� '�*�$�(��)( �$( $-6�C 6���$�')� C +��B�)�' B1

' �� B1 = [a1, b1)  $-6�C 6���$�')� C +��B�)�' B2�
D� � �) ��'����+ B1 = [a1, b1) ��� �!���  +��B�0
)�'� B2 �6� /�)� ('$(-�)( +���+ �� σ0�$&�6�� 6���$�'0
)� C +��B�)�' B� D� ���������+! K� +��� )�'*���-�

�� *�$! ����'�$�C [a2, b2)� �$( $-6�&� A =
n∑

i=1
[ai, bi)

 � �$&�6�� A *�� �'�$%��( +��� μ �*����$(��)( )'� + 
���/�� (+ �� *�$! ����'�$�C [ai, bi) ) *�+�.%- ���0
+!$�

μ(A) =
n∑

i=1

μ([ai, bi)).

D�K��+! +���# )��(. � ' $�'�"  *��'�" /�)�(C 	����#
)�'*���-� �� �$&�6�� A� D� �����+� � *����$B��  +���

�
�
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�� )�'*��!� �� σ(A) = B# ���� �� σ0�$&�6�� 6���$�')� C
+��B�)�'� 2�+ )�+�+ 	���� �������� �$( ')�C B1 ' ��
B1 = [a1, b1)  $-6�C 6���$�')� C B2�

2�*��% � �) �!�+ B2 ∈ B� ��� �!���  +��B�0
)�'� B1 �6� /�)� 	���� ('$(-�)( +���+ �� B# *� /�+
!B� ��������# /�� �� )�'*���-� �� +��B�)�'�C ' ��
B1 = [a1, b1)� D�K��+! �� )�'*���-� �� �$&�6�� A� D�
�����+� � *����$B��  +��� �� )�'*��!�  �� B = σ(A)�
E��/ �# 	���� 6!��� '�*�$�(�%)( �$( $-6�C 6���$�')� C
+��B�)�' B1  B2�

�
�$( !)����'$�� ( ����' ) +�)� )$!/�"��C '�$ / �

�� *���� �� *�$%�!-�)( )$��!-. + *� �� *�+� �)$ 
)$!/�"��� '�$ / �� �� )'(���� *� / ���# �� �� ����0
' ) +�� R��� *� �� * *���'��B����)( +��&�$��� +
!)*�3��+ *� +���� �+  � ���! �� *� '�� $ � *��� 0
'���/ (+� 1� �� �� ('$(��)( +���+�� /�)� +# ��� ���
+� �� +�B�+ ���% ���+�$%��&� +���+�� /�)��&� �*��0
��$�� ( *� / ���" ��)'(�����)� )$!/�"��C '�$ / ��
1� )�+�+ ��$� �*����$�� � ����' ) +�)� )$!/�"��C
'�$ / � ���/ ��$%�� 3 ��  C *� / ���" ��)'(�����)� #
/�� *�����'��� )$��!-.�(

>����� 1� ����B ��# /�� �)$ ξ ��'��+���� ��)*��0
��$��� �� ������� [0, 1]# �� ' �� ���$�B��  ' �'� /�!-
���6%

ξ =
ξ1

2
+

ξ2

22
+

ξ3

23
+ . . .

)$!/�"��� '�$ / �� ξ1, ξ2, . . . , ξn ����' ) +� *� 
$-6�+ ���!��$%��+ n� 1� K� )$!/�"��� '�$ / ��
*� / ��� )'(���� *� )'��+! *�� )C�B��� -�

�
L



S ��� 1���' ) +�)�% )$!/�"��C '�$ / �

N)$ ξ1, ξ2, . . . , ξn *� / ��� �� )'(����# ��
*� +���� � !�������&� *� �� *� '���� � ��+!# /��
)$!/�"��� '�$ / �� f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn)# &��
f1, f2, . . . , fn : R → R# ����' ) +�� ��")�' ��$%��#
 +��� +�)��

&�	���� 24$4� 9
�	 
������!� ��	�	�!
ξ1, ξ2, . . . , ξn ����	
	�!� f1, f2, . . . , fn : R → R

: ������
�	� *����		� �� 
������!� ��	�	�!

η1 = f1(ξ1), η2 = f2(ξ2), . . . , ηn = fn(ξn) ����	
	,
�!�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ����$�'�)�% �!��� " 8 / 0
)�� ��C� /�)��� ���6�'�� �# ������� �6�)*�/ '��� ��# /��
�!���  η1(ω), η2(ω), . . . , ηn(ω) ('$(-�)( )$!/�"��0
+ '�$ / ��+ # ����  �+�� +� ����) ��$%�� σ0�$&�6��
F � H)*�$%�!( �� ��� " ����' ) +�)� 	���6C�� +�)�%
 �*����$�� � 6���$�')��" �!���  # *�$!/ +# /�� �$(
$-6�C 6���$�')� C +��B�)�' B1, B2, . . . , Bn

P{ω : η1(ω) ∈ B1, η2(ω) ∈ B2, . . . , ηn(ω) ∈ Bn} =

= P{ω : f1(ξ1(ω)) ∈ B1, . . . , fn(ξn(ω)) ∈ Bn} =

= P{ω : ξ1(ω) ∈ f−1
1 (B1), . . . , ξn(ω) ∈ f−1

n (Bn)} =

= P{ω : ξ1(ω) ∈ f−1
1 (B1)} . . . P{ω : ξn(ω) ∈ f−1

n (Bn)} =

= P{ω : f1(ξ1(ω)) ∈ B1} . . . P{ω : fn(ξn(ω)) ∈ Bn} =

= P{ω : η1(ω) ∈ B1}P{ω : η2(ω) ∈ B2} . . .

. . . P{ω : ηn(ω) ∈ Bn}.
D� �� ��� - ����' ) +�)� 	��)����/��)�% K��

����/���# /�� )$!/�"��� '�$ / �� η1, η2, . . . , ηn

����' ) +�� �

�
�
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�$( �6)�$-��� ��*����'��&� )$!/�( )�+�+ !��6��+
������+ ��)*����$�� ( ('$(��)( *$����)�% ��)*��0
��$�� ( '���(���)��"� D�K��+! B�$���$%��  +��%
�*����$�� � ����' ) +�)� # '���B����� ) *�+�.%-
*$����)��" ��)*����$�� (� N)$ ��)*����$�� � )$!/�"0
��&� '������ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) �6)�$-��� ��*����'��#
�� �������� ���������	��� )$!/�"��C '�$ / �
ξ1, ξ2, . . . , ξn '�&$(� � )$��!-. + �6����+�

&�	���� 24$>$ 9
�	 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn ��
�� ��� ������!�! 	 ����	
	�!�

�� 
������!� ����� ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ��
�� ���
������!��� ��	��� ����	 
 ��

pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn) = pξ1(x1)pξ2(x2) . . . pξn(xn).
(12.6)

?������� �
�	 
������!� ����� ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
��
�� ��� ������!��� �� 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn ��
�� ��� ������!�!� � �
�	 � ����

�� ����	 
 �� !������� A1%#4B� �� ��	 ����	
	�!�

2�� + �6����+ ��'��)�'� 	���L +�B�� )$!B �% �*��0
��$�� �+ ����' ) +�)� �6)�$-��� ��*����'��C )$!0
/�"��C '�$ / ��

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% )$!/�"��� '�$ / ��
ξ1, ξ2, . . . , ξn �6)�$-��� ��*����'��  ����' ) +�� 5
) $!  C �6)�$-���" ��*����'��)� 

Fξi
(xi) =

xi∫
−∞

pξi
(ti)dti, i = 1, n,

� ' ) $! ����' ) +�)� �!��� (  C )�'+�)���&� ��)*��0

�
�



S ��� 1���' ) +�)�% )$!/�"��C '�$ / �

��$�� (  +��� ' �

Fξ1, ξ2, ... , ξn(x1, x2, . . . , xn) = Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn(xn) =

=

x1∫
−∞

pξ1(t1)dt1

x2∫
−∞

pξ2(t2)dt2 . . .

xn∫
−∞

pξn(tn)dtn =

=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

pξ1(t1)pξ2(t2) . . . pξn(tn)dtn . . . dt2 dt1.

R�� ����/���# /�� )$!/�"��" '����� ξ �6)�$-���
��*����'��# � �!��� ( pξ1(x1)pξ2(x2) . . . pξn(xn) ('$(��)(
*$����)�%- �&� ��)*����$�� ( '���(���)��"# ���� '�*�$0
���� 	���L�

96�����# *!)�% )$!/�"��" '����� ξ �6)�$-��� ��*��0
��'��� ��� *������� ' ����� *�����!.�" ��+�# ��)-��
)$��!��# /�� �&� ����� ���� �6)�$-��� ��*����'��� N)0
$ '�*�$���� 	���L# ��

Fξ1, ξ2, ... , ξn(x1, x2, . . . , xn) =

=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

pξ1,ξ2,... ,ξn(t1, t2, . . . , tn)dtn . . . dt2 dt1 =

=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

pξ1(t1)pξ2(t2) . . . pξn(tn)dtn . . . dt2 dt1 =

=

x1∫
−∞

pξ1(t1)dt1

x2∫
−∞

pξ2(t2)dt2 . . .

xn∫
−∞

pξn(tn)dtn =

= Fξ1(x1)Fξ2(x2) . . . Fξn(xn),

�
�
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���� ξ1, ξ2, . . . , ξn ����' ) +�� �
5 *� $�B�� (C /�)�� 6�'��� !��6��+ )$��!-.��

!�������� 24$6$ 9
�	 
������!� ��	�	�!
ξ1, ξ2, . . . , ξn ��
�� ��� ������!�!� �� 
����!

����� 
���� *����	�������� ��	
	��
�� 	 ����	


 ��

pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn) = f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn),

��� ������ *����	� fi(xi) ��	
	� ������ �� xi, i =
1, n� �� 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn ����	
	�!�

� f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn) 
����� � 
 �����
�� 
�� ��
�����!� ����	����� 
 ������
���	 ��
�����,

���	� pξ1(x1), pξ2(x2), . . . , pξn(xn) 
�����
������
� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��")�' ��$%��# ��*� +��#

' !)$�' (C )$��)�' (

pξ1(x1) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn)dx2 dx3 . . .

. . . dxn =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn)dx2 dx3 . . .

. . . dxn = C1f1(x1),

&��

C1 =

∞∫
−∞

f2(x2)dx2 . . .

∞∫
−∞

fn(xn)dxn.

G��$�& /�� ������'���)(# /�� pξi
(xi) = Cifi(xi),

i = 2, n� D�K��+!

pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn) = Cpξ1(x1)pξ2(x2) . . . pξn(xn),

��




S ��� 1���' ) +�)�% )$!/�"��C '�$ / �

&�� C−1 = C1C2 . . . Cn� H���&� �!( �6� /�)� *� Rn# ��0
C�� +# /�� C = 1� D� �����+� ���� )$!/�"��� '�$ / ��
('$(-�)( ����' ) +�+ � �

�$( � )������C )$!/�"��C '�$ / � �� ��� " ����0
' ) +�)� '�&$(� � )$��!-. + �6����+�

&�	���� 24$@$ 9
�	 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn �	
�����! 	 ����	
	�!� �� 
��,
����!� ����� ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ����� �����
�
�	
�����!�� ��	��� ��� � �!� ���
�	�����!�

x1, x2, . . . , xn

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} =

= P{ξ1 = x1}P{ξ2 = x2} . . . P{ξn = xn}. (12.7)

?������� �
�	 
������!� ����� ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
�����
� �	
�����!�� �� 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn ����� �	
�����!� � �
�	 � ����
�� !������� A1%#5B� �� ��	 ����	
	�!�

� � � � � � � � $ % ) � ' � ���$�& /�� ��������$%)�'!
�����+� ���� ) ��+���"  ���&��$�' �� )���'��)�'!-. �
)!++��

>����� %� ����B �� �����+! �����

>������	� 1� N)$ �����0� 6!�% xi �� ('$(��)( '��0
+�B��+ ���/�� �+ )$!/�"��" '�$ / �� ξi# �� ��'��)�'�
	���� '�*�$�(��)( �'��+�� /�)� # *�)��$%�! ' $�'�"
/�)� 6!��� )��(�% '���(���)�% ��'��+�B��&� )�6�� (#
� ' *��'�" /�)� i0" +��B ��$% 6!��� '���B��% '���(�0
��)�% ��'��+�B��&� )�6�� (� D�K��+! ' �����+� ���� �$(
����' ) +�)� ��)����/�� ���6�'��% '�*�$��� ( 	����

���
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��$%�� �$( '��+�B��C ���/�� " )$!/�"��C '�$ / �# �
�� �$( ')�C ��")�' ��$%��C ���/�� "�

!�������� 24$A$ 9
�	 
������!� ��	�	�!
ξ1, ξ2, . . . , ξn �	
�����!� �� 
����! ����� 
����

*����	�������� ��	
	��
�� 	 ��� � �!� �����,

�	� x1, x2, . . . , xn 
������!� ��	�	� ξ1, ξ2, . . . , ξn


�����
�����

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} = f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn),

��� ������ *����	� fi(xi) ��	
	� ������ �� xi, i =
1, n� �� 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn ����	
	�!�

� f1(x1), f2(x2), . . . , fn(xn) 
����� � 
 �����
�� 

�� ��
�����!� ����	����� 
 �������
���	 P{ξ1 =
x1}, P{ξ2 = x2}, . . . , P{ξn = xn} 
�����
������

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��")�' ��$%��# ��*� +��#

P{ξn = xn} =
∑
x1

∑
x2

. . .
∑
xn−1

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . .

. . . , ξn = xn} = Cnfn(xn),

&�� Cn =
∑
x1

f1(x1)
∑
x2

f2(x2) . . .
∑

xn−1

fn−1(xn−1)� G��$�& /0

��# P{ξi = xi} = Cifi(xi), i = 1, n − 1� D�K��+!

P{ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn} =

= CP{ξ1 = x1}P{ξ2 = x2} . . . P{ξn = xn},
&�� C−1 = C1C2 . . . Cn� <!++ �!( �6� /�)� *� ')�+
'��+�B��+ ���/�� (+ x1, x2, . . . , xn )$!/�"��C '�$ / �
ξ1, ξ2, . . . , ξn )���'��)�'����# !6�B���+)(# /�� C = 1�
�

���



S ��� 1���' ) +�)�% )$!/�"��C '�$ / �

E�+�� +# /�� ' )$��)�' (C ���=  ���L !)$�' �# /��6�
)$!/�"��� '�$ / �� �� 6�$ )'(���� �!��� ���$%��"
��' ) +�)�%-# ('$(��)( '�)%+� )!.�)�'����+� ��")�' 0
��$%��# *!)�% X = {0, 1, . . . ,K}# � )������� )$!/�"���
'�$ / �� ξ1, ξ2, . . . , ξN *� � +�-� '��+�B��� ���/�0
� ( ' +��B�)�'� X# *� /�+ �$( $-6�&� k ∈ X  $-6�&�
i = 1, N '���(���)�% P{ξi = k} > 0� D!)�% ���B� K� 
)$!/�"��� '�$ / �� )'(���� $ ��"��" �!��� ���$%��"
��' ) +�)�%- ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = K   �'�)���# /�� �$(
')�C i1, i2, . . . , iN ∈ X ��� C# /�� i1 + i2 = . . . + iN = K#

P{ξ1 = i1, ξ2 = i2, . . . , ξN = iN} =

= f1(i1) f2(i2) . . . fN (iN ), (12.8)

&�� �!��� ( fk ��' ) � ��$%�� �� ik� 2�� ��� ξ1 + ξ2 +
. . . + ξN = K# �� )$!/�"��� '�$ / �� ξ1, ξ2, . . . , ξN ��
('$(-�)( ����' ) +�+ � ��")�' ��$%��#

P{ξ1 = K} = P{ξ1 = K, ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = K} =

= P{ξ1 = K, ξ2 + . . . + ξN = 0} =

= P{ξ1 = K, ξ2 = 0, . . . , ξN = 0}.
N)$ 6� )$!/�"��� '�$ / �� 6�$ 6� ����' ) +�+ # ��
 � *�)$����&� ��'��)�'� )$���'�$� 6�# /��

P{ξ1 = K} = P{ξ1 = K}P{ξ2 = 0} . . . P{ξN = 0}.

D� !)$�' - P{ξ1 = K} > 0# *�K��+!

P{ξ2 = 0} . . . P{ξN = 0} = 0,

���!�� *� ��������+ i '�*�$� �)( P{ξi = 0} = 0# /��
*��� '���/ � ��3 + *���*�$�B�� (+�

���
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5 /�+ B� *� / �� ��&�# /�� ' )$!/�� ��*�$� ��$%��"
�!��� ���$%��" ��' ) +�)� +�B�! )$!/�"��+ '�$ 0
/ ��+ # ��'��)�'� 	���� �� *� '�� � � ����' ) +�)� Y
N)$ 6� �!��� ���$%��" ��' ) +�)� ξ1 +ξ2 + . . .+ξN =
K �� )!.�)�'�'�$�# �� ��� ' ��������$%)�'� )$��)�' ( �
)!++ ��'�� �+ 	��� *� ')�+ i1, . . . , ik−1, ik+1, . . . , iN ∈ X
+� 6� *�$!/ $ # /�� P{ξk = ik} = Ckfk(ik)� D� ��$ /  
!�������" �!��� ���$%��" ��' ) +�)� # ��*� +��#

P{ξ1 = i1} =
∑

i2,... ,iN∈X: i1+i2+...+iN=K

f1(i1) f2(i2) . . .

. . . fN (iN ) = C1(i1)f1(i1),

&��

C1(i1) =
∑

i2,... ,iN∈X: i2+...+iN=K−i1

f2(i2) . . . fN (iN )

!B� ��' ) � �� i1 	��*� +��# C1(i1) = 0 *� i1 >
K, C1(K) = f2(0) . . . fN (0)  �����

H���# *� ��$ /  !�������" ��' ) +�)� +��B ��0
$ ' 	���� )!.�)�'���� ��$ /�-�)( �� P{ξk = ik}# � ��
*��)�� *�)��(���+ +��B ��$�+# ��� K�� 6�$� *� ��)!�0
)�'  �!��� ���$%��" ��' ) +�)� �

5 ���$-/�� � ��� + �*����$�� � ����' ) +�)� )$!0
/�"��C '�$ / � /���� *��(� � ����' ) +�)� σ0�$&�6��

(���������� 24$B� σ0�$&�6�� F1,F2, . . . ,Fn

����'�-�)( ������������# �)$ �$( $-6�C
A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, . . . , An ∈ Fn )�6�� ( A1, A2, . . . , An

����' ) +��

��=



S ��� D���6����'�� � )$!/�"��C '�$ / �� <'�����
��)*����$�� "

D� '���+ 6�� ��������$%)�'� �.� �� � �� ��� " ����0
' ) +�)� )$!/�"��C '�$ / �� ��� ����� ����! 
�����,
�!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn �!�	 ����	
	�!�	� ����,

���	�� 	 ��
�������� ����! �!�	 ����	
	�! ����,
�����!� 	�	 σ0�$&�6�� Fξ1 = {ξ−1

1 (B), B ∈ B} =
ξ−1
1 (B), Fξ2 = {ξ−1

2 (B), B ∈ B} = ξ−1
2 (B), . . . , Fξn =

{ξ−1
n (B), B ∈ B} = ξ−1

n (B)�

� ��� ������	(��	
�� �*�	$
�� �����
�

������	 �	�������
�$

5� +��& C '�*��)�C '��� ���� ���6C�� +�)�% *� ����0
�! )�'+�)���&� ��)*����$�� ( ��� C0�� )$!/�"��C '�$ 0
/ � ��C�� �% ����� )�'+�)���&� ��)*����$�� ( ������0
��C �!��� " �� � C�

D!)�% n &$��� C �!��� " 	����  +�-. C ��*����'0
��� /�)���� *�� �'����� *��'�&� *��(��� *� ')�+ *���0
+����+

y1 = f1(x1, x2, . . . , xn),

y2 = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = fn(x1, x2, . . . , xn)

����-� '�� +��0�������/��� ���6��B�� � f : Rn → Rn

) (��6 ���+

I = Df(x) = det
( ∂fi

∂xj

)n

i,j=1
=

D(y1, y2, . . . , yn)
D(x1, x2, . . . , xn)

�= 0.

���  �'�)���  � +���+�� /�)��&� ���$ ��# ' K��+ )$!0
/�� )!.�)�'!�� �6������ ���6��B�� � f−1 ) (��6 ���+
Df−1(y)# !��'$��'��(-. + ��'��)�'!

Df−1(f(x))Df(x) = 1.

���



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

D!)�% ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) 8 �6)�$-��� ��*����'��"
)$!/�"��" '�����  *!)�% η = f(ξ)# ����

η1 = f1(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

η2 = f2(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ηn = fn(ξ1, ξ2, . . . , ξn).

D!)�% B 8 n0+����� 6���$�')��� +��B�)�'�# ��&��

P{η ∈ B} = P{f(ξ) ∈ B} = P{ξ ∈ f−1(B)} =

=
∫

· · ·
∫

f−1(B)

pξ(x)dx1 dx2 . . . , dxn.

D�� �'��( ' K��+ ������+  ���&��$� ��+��! *���+����C
y = f(x)  $ # /�� �� B� )�+��# x = f−1(y)# *�$!/ +�

P{η ∈ B} =
∫

· · ·
∫

B

pξ(f−1(y))|Df−1(y)|dy1 dy2 . . . dyn.

D� �*����$�� - �6)�$-��� ��*����'��&� '������ K��
����/���# /�� )$!/�"��" '����� η �6)�$-��� ��*����'��#
*� /�+ pξ(f−1(y))|Df−1(y)| ('$(��)( �&� *$����)�%-
��)*����$�� ( '���(���)��"� 2�� + �6����+# ��+ ����0
���� )$��!-.�(

&�	���� 2>$2� 9
�	 ξ : ��
�� ��� ������!,

�!� ����� 
 ������
�� ��
��������	� �������
���

pξ(x)� f : �����������	� Rn 
 ������ �����	� *���,

�	� 
 ����	���� Df(x) �= 0� �� 
������!� ����� η =

��L



S ��� D���6����'�� � )$!/�"��C '�$ / �� <'�����
��)*����$�� "

f(ξ) ����� ��
�� ��� ������!��� � ������
�� ���

��
��������	� �������
��� ����

pη(x) = pξ(f−1(x))|Df−1(x)|. (13.1)

9�+�� +# /�� �����+� � *$����)� '���(���)� �!��0
�  �� )$!/�"��" '�$ / �� 	)+� 	�
��� ('$(��)( /�)�0
��+ )$!/��+ �����" *� n = 1�

D!)�%  �'�)��� *$����)�% pξ,η(x, y) )�'+�)���&� ��)0
*����$�� ( '���(���)��" )$!/�"��C '�$ / � ξ  η� 1�"0
��+ *$����)�% ��)*����$�� ( '���(���)��" )$!/�"��" '�0
$ / �� ζ = ξ + η� ;!��� ( �� ��)*����$�� (

Fζ(x) = P{ζ < x} = P{ξ + η < x} =
∫∫

y+z<x

pξ,η(y, z)dydz.

D�� �'��( ' K��+  ���&��$� ��+��! *���+����C u =
y, v = z + y# *�$!/ +�

Fζ(x) =
∫∫
v<x

pξ,η(u, v−u)dudv =

x∫
−∞

[ +∞∫
−∞

pξ,η(u, v−u)du
]
dv.

D� �*����$�� - �6)�$-��� ��*����'��" '�$ / �� K��
���/ �# /�� ζ �6)�$-��� ��*����'�� ) *$����)�%- ��)0
*����$�� ( '���(���)��"

pζ(x) =

+∞∫
−∞

pξ,η(u, x − u)du. (13.2)

���(( ��$ ξ  η# ���$�& /�� *�$!/ +�

pζ(x) =

+∞∫
−∞

pξ,η(x − v, v)dv. (13.3)

���
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J-6�(  � ���+!$ 	����# 	���� ����'���)( F	����	�
�������� 9�+�� +# /�� �� +�B�� *�$!/ �% ) *�+�.%-
	����# *� +������" � *���6����'�� - ζ = ξ + η, γ = ξ#
 ���+!$�# '���B�-.�" *$����)�% ��)*����$�� (
����� ��� )$!/�"��&� '������ /���� *$����)�% ��)*��0
��$�� ( K��&� '�������

>����� 1� D�$!/ �� ���+!$! )'���� K� + )*�)�6�+�

9�+�� +# /�� �$( ��C�B��� ( ������ ��)*����$�� (
)!++� �'!C )$!/�"��C '�$ / � *� ���+!$� )'���� ' �60
.�+ )$!/�� ���� ( ������' ��)*����$�� ( K� C '�$ / �
����)����/��� 2��6!��)( ����� )�'+�)���&� ��)*����$�0
� ( K� C '�$ / �� 1� ' '�B��+ /�)���+ )$!/��# ��&��
)$!/�"��� '�$ / �� ����' ) +�# �����  C )�'+�)���&�
��)*����$�� ( *�$��)�%- �*����$(��)( ������+ ��)*��0
��$�� ( K� C '�$ / �� 2��# ��*� +��# �$( ��))+��� '�0
�+�&� �6)�$-��� ��*����'��&� )$!/�( *� !)$�'  ����0
' ) +�)� '�*�$�(��)(

pξ,η(x, y) = pξ(x)pη(y),

��� /�� �$( ����' ) +�C )$!/�"��C '�$ / � ���+!$�
)'���� *� � +��� )$��!-. " ' ��

pζ(x) =

+∞∫
−∞

pξ(u)pη(x−u)du =

+∞∫
−∞

pξ(x−v)pη(v)dv. (13.4)

D� K��+ ��)*����$�� � )$!/�"��" '�$ / �� ζ ����'�-�
������	� ������������� ��������: ������� ξ  η�

-�	��� 1� D!)�% ξ1, ξ2, . . . , ξn ����' ) +�   +�-�

���
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��)*����$�� "

*�������$%��� ��)*����$�� � ) *���+����+ λ# ����

pξi
(x) =

{
λe−λx, �)$ x > 0,
0, �)$ x ≤ 0.

D� ���+!$� )'���� 	���= �$( x > 0

pξ1+ξ2(x) =

x∫
0

pξ1(u)pξ2(x− u)du =

x∫
0

λe−λuλe−λ(x−u)du =

= λ2e−λx

x∫
0

du = λ2xe−λx,

� �$( x ≤ 0# �/�' ���# pξ1+ξ2(x) = 0� 5 ) $! ����' ) 0
+�)� ξ1, ξ2, ξ3 )$!/�"��� '�$ / �� ξ1 + ξ2  ξ3 ���B�
6!�!� ����' ) +�+ 	*�/�+!Y� D�K��+! �$( x > 0 *�
���+!$� )'���� 	���=

pξ1+ξ2+ξ3(x) = p(ξ1+ξ2)+ξ3(x) =

=

x∫
0

pξ1+ξ2(u)pξ3(x − u)du =

x∫
0

λ2ue−λuλe−λ(x−u)du =

= λ3e−λx

x∫
0

udu =
λ3x2

2
e−λx,

�$( x ≤ 0# �/�' ���# pξ1+ξ2+ξ3(x) = 0� D�  ��!��  

pξ1+ξ2+...+ξn(x) =

{
λnxn−1

(n−1)! e−λx, �)$ x > 0,

0, �)$ x ≤ 0.

���
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(���������� 2>$4� ��)*����$�� � ) *$����)�%- ��0
��&� ' ��# ���� )'����� n *�������$%��C ��)*����$�� "
) *���+����+ λ# ����'���)( �������������� K������
n8�	 �	���� � ��������	� λ�

D� ��))+�����  �����&� *� +���  )*�$%��'��� )$�0
�!-.��

����������� 2>$>� -�
�� ξ1, ξ2, . . . , ξn :

����	
	�!� 
������!� ��	�	�!� 1 ≤ k < n� f, g :

������
�	� *����		 
�����
�� ���� �	
�� ����,

����!�# <���� 
������!� ��	�	�! f(ξ1, ξ2, . . . , ξk) 	

g(ξk+1, ξk+2, . . . , ξn) ����	
	�!�

>����� %� ����B �� K�� !�'��B��� � �$( �6)�$-���
��*����'��C )$!/�"��C '�$ / ��

>����� 2� ����B ��# /�� )'����� ���+�$%��C ��)*��0
��$�� " ) *���+����+ (a, σ2)  (b, τ2) )���'��)�'����
('$(��)( ���+�$%��+ ��)*����$�� �+ ) *���+����+ 
(a + b, σ2 + τ2)�

��� +� !6�� +)( ' ��$%��"3�+# !�'��B��� � ����0
/ � *��.� *�$!/ �% ) *�+�.%- C������� )� /�)� C
�!��� "# ���� ( ������C 6!���  �$�B��� /!�% *��B�
 ������( 6�$�� *� )*�)�6$��� �$( ��3�� ( *���6��C
����/�

(���������� 2>$6� ,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / ��
����� �����8������������� � ����������� (α, p)#
�)$ ��� �6)�$-��� ��*����'��   +��� *$����)�% ��)0

��




S ��� D���6����'�� � )$!/�"��C '�$ / �� <'�����
��)*����$�� "

*����$�� ( '���(���)��" ' ��

p(x) =

{
αp

Γ(p)e
−αxxp−1, �)$ x > 0,

0, �)$ x ≤ 0.,

&�� Γ(p) =
+∞∫
0

tp−1e−tdt 8 &�++�0�!��� ( R"$����

>����� '� ����B ��# /�� )'����� &�++�0
��)*����$�� " ) *���+����+ (α, p)  (α, q) )���0
'��)�'���� �)�% &�++�0��)*����$�� � ) *���+����+ 
(α, p + q)�

D!)�% ξ ∼ N(0, 1)# ��&�� �$( x > 0

F ξ2

2

(x) = P
{ξ2

2
< x

}
= P{−

√
2x < ξ <

√
2x} =

= N(
√

2x) − N(−
√

2x) = Φ(
√

2x) − Φ(−
√

2x) =

= 2Φ(
√

2x) = 2

√
2x∫

0

ϕ(t)dt.

D�K��+! *$����)�% ��)*����$�� ( '���(���)��" )$!/�"0
��" '�$ / �� ξ2

2 # *�$!/�-.�()(  � �!���  ��)*����0
$�� ( ) *�+�.%- � ������� ��'�� (# �$( *�$�B ��$%0
��C ���/�� " x ��'��

p ξ2

2

(x) = 2ϕ(
√

2x)
√

2
1

2
√

x
=

1√
πx

e−x =
1

Γ(1)
x

1
2
−1e−x.

�$( ��� ����$%��C x ��� ��'�� �!$-� 2�� + �6����+#
)$!/�"��( '�$ / �� ξ2

2  +��� &�++�0��)*����$�� � )
*���+����+ (1, 1/2)�

���
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(���������� 2>$@� ,�'��(�# /�� )$!/�"��( '�$ / ��

χ2 = ξ2
1 + ξ2

2 + . . . + ξ2
n,

&�� ξ1, ξ2, . . . , ξn 8 ����' ) +�� )$!/�"��� '�$ / ��#
��B��(  � ������C  +��� )���������� ���+�$%���
��)*����$�� �#  +��� ������������� :�8������� � n
�������� ��	
	���

D�K��+! ��)*����$�� � χ2

2 *���)��'$(�� n0�����!-
)'����! ) )�6�" &�++�0��)*����$�� ( ) *���+����+ 
(1, 1/2)� 5 ) $! ����/ = χ2

2  +��� &�++�0��)*����$�� � )
*���+����+ (1, n/2)# ���� �$( x > 0

pχ2

2

(x) =
1

Γ(n
2 )

x
n
2
−1e−x.

<$���'���$%��# *$����)�% ��)*����$�� ( C 0�'����� ) n
)��*��(+ )'�6���  +��� ' �

kn(x) = pχ2(x) =
1
2
pχ2

2

(x

2

)
=

=

⎧⎨⎩
1

2
n
2 Γ(n

2
)
x

n
2
−1e−

x
2 , �)$ x > 0,

0, �)$ x ≤ 0.

;��+!$! )'���� +�B�� '�'�)� �$( ��)*����$�0
� ( )!++� ����' ) +�C � )������C )$!/�"��C '�$ 0
/ �� �$( *��)���� '�'���+ ���+!$! )'���� �$( )$!0
/�( ��$�/ )$����C ����� ����$%��C )$!/�"��C '�$ 0
/ �� D!)�% ξ  η 8 ��$�/ )$����� ����� ����$%��� ����0
' ) +�� )$!/�"��� '�$ / ��# ����  C '��+�B��� ���/�0
� ( $�B�� ' +��B�)�'� {0, 1, . . . }� 9/�' ���# '��+�B���

���
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��)*����$�� "

���/�� ( ζ = ξ + η ���B� *� ���$�B�� K��+! +��B�)�'!#
*� /�+

P{ζ = n} = P{ξ + η = n} =
n∑

k=0

P{ξ + η = n, ξ = k} =

=
n∑

k=0

P{ξ = k, η = n − k} =
n∑

k=0

P{ξ = k}P{η = n − k}.
(13.5)

R��  �)�% ���+!$� )'���� �$( ��$�/ )$����C '�$ / �#
������( +�B�� 6��% ��* )��� ���B� ' ' ��

P{ζ = n} =
n∑

l=0

P{ξ = n − l}P{η = l}. (13.6)

-�	��� %� ;��+!$� )'���� 3 ���� *� +��(-�)( '
� ���)�'�" +���+�� ��# ��*� +��# ' ����  )���C�'�0
� (� D��)��"3�( +���$% �!��� �� ��'�� ( )���C�'�"
��+*��  8 +���$%  �� ' �!�$%��&� � )�� 8 6�� �!��0
)( �� )$��!-. C *���*�$�B�� (C�

� ���$ � �!��)( ������ " *��+�B!��� '��+�� # ��0
*� +��# �� � &�� 	���� +�B�� �� !/ ��'��%  ��$(� -  
��C�� ��  �'�)� ��'�� (Q

� / )$� ��&�'���' )���C�'�� ( N � �) ��'���  
��)$!/�"��Q

� *$��� �� )���C�'�! '��) �)( ' ��/�$� ���$ � �!�0
+�&� *�� ���Q � ��� C *�)�!*$�� " ' ��/�� � K��&� *�0
� ��� ���Q

= ��6$-��-�)( ����$%��� ��&�'��� )���C�'�� ( )  �0
'�)���+ ������+ ��)*����$�� ( )'(�����C ) � +  �� 0
' �!�$%��C  )��' ξi, i = 1, N �

���
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D�)��$%�!  )�  �+��(��)( ' ����B��C# ���� ��$�C
�� � ��C# �� ξi 8 ����� ����$%��( ��$�/ )$����( )$!0
/�"��( '�$ / ��# ��*� +��# �� ����� ��)*����$�� ( +�0
B�� 6��% ����"�

ξi 0 b1 b2

P p q1 q2
. (13.7)

p + q1 + q2 = 1, b1 > b2,

&�� ξi = 0# �)$ i0� $ �� �� !+��� ' ��/�� � &���# ξi = b1

�!6�# �)$ $ �� !+��� ' ���!$%���� ��)/�)���&� )$!/�(#  
ξi = b2 �!6�# �)$ $ �� !+��� �� :�)��)�'����C: *� / ��

D���*�$�B +# /��  )� �� N ��&�'���' ξ1, ξ2, . . . , ξN

8 ����' ) +�� )$!/�"��� '�$ / �� 	 )�$-/�-�)( ����0
)���� /�)� � ��)/�)���� )$!/� # '$��!. �  )� )���! *�
��)��$%� + ��&�'���+Q ' *��� '��+ )$!/�� ���������  �
ξi 6!�!� )'(���� *� / ���# *�K��+! '�(� $ 6!�!� ����0
' ) +�+ �

;!���+����$%��"  �����) �$( ��+*��  *���)��'$(0
�� '���(���)�% �� ������� (� ������� � )���C�'�" ��+*�0
�  �*����$(��)( )!++����+  )��+ S = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξN

� ��"� D!)�% u 8 ��* ��$ ��+*��  � ��+*�� ( ����� �0
)(# �)$ )!++����"  )� S � ��" *��'��"��� �� �����'� u�
D�K��+! '���(���)�% ������� ( ��+*��  ��'��

R = P{ξ1 + ξ2 + . . . + ξN > u} =
∞∑

n=u+1

P{ξ1 + ξ2 + . . . +

+ξN = n} = 1 −
u∑

n=0

P{ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = n},

&�� P{ξ1 + ξ2 + . . . + ξN = n} +�B�� ��"� ) *�+�.%-
N 0������" )'���� ��)*����$�� ( )$!/�"��" '�$ / ��

��=



S ��� D���6����'�� � )$!/�"��C '�$ / �� <'�����
��)*����$�� "

ξi 	��*� +��# ��)*����$�� ( 	���� ) )�6�" ) *�+�.%-
	����  $ 	���L�

-�	��� 2� N)$ (ξ, η) 8 �6)�$-��� ��*����'��" )$!0
/�"��" '�����# �� ξ  η 8 �6)�$-��� ��*����'��� )$!0
/�"��� '�$ / ��# )$���'���$%��# P{η = 0} = 0� 2��
��� ξ  η �*����$��� �� ����+  ��+ B� '���(���)���+
*��)����)�'�# �� +� +�B�+ �*����$ �% �� ��+ )$!/�"0
�!- '�$ / �! ζ = ξ

η # ����'�( �� ���/�� ( �� +��B�)�'�
{ω : η(ω) = 0} '���(���)� �!$% *�� �'�$%��+ �6��0
��+# $ 3% 6� )�C���($�)%  �+�� +�)�% ����) ��$%�� σ0
�$&�-�� F � 1�*� +��# +�B�� )/ ���%# /�� �� K��+ +��0
B�)�'� ��� *� � +��� ��)�6)�'����� ���/�� � ∞�

1�"��+ ��)*����$�� � /�)���&� ζ�

Fζ(x) = P
{ ξ

η
< x

}
=

∫∫
u
v
<x

pξ,η(u, v)dudv.

D�� �'��( ��+��! *���+����C u
v = t, v = s ' K��+  ���0

&��$�# *�$!/ +�

Fζ(x) =

x∫
−∞

[ +∞∫
−∞

pξ,η(st, s)|s|ds
]
dt.

D� �*����$�� - �6)�$-��� ��*����'��" )$!/�"��" '�0
$ / �� K�� ����/���# /�� ζ �6)�$-��� ��*����'��# �
*$����)�% �� ��)*����$�� ( '���B���)( /���� *$����)�%
)�'+�)���&� ��)*����$�� ( ξ  η )$��!-. + �6����+�

pζ(x) =

+∞∫
−∞

pξ,η(st, s)|s|ds.

���
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5 /�)���)� # �)$ ξ  η ����' ) +�# ��

pζ(x) =

+∞∫
−∞

pξ(st)pη(s)|s|ds. (13.8)

(���������� 2>$A� 9���3�� �

tn =
ζ√
χ2

n

,

' ������+ / )$ ��$%  ���+�����$% 8 ����' ) +��
)$!/�"��� '�$ / ��# ζ ∼ N(0, 1)# � χ2 8 )$!/�"��(
'�$ / �� C 0�'����� ) n )��*��(+ )'�6���# ����'���)(
	��	E����� !��<����� � n �������� ��	
	��#
� ��)*����$�� � K��&� ����3�� ( 8 ��������������
!��<����� � n �������� ��	
	���

D�$%�!()% �� ��� �+ ����' ) +�)� �6)�$-���
��*����'��C '�$ / �  ���+!$�" 	����# ����!���
'�'�)� # /�� *$����)�% ��)*����$�� ( <�%-����� ) n
)��*��(+ )'�6���  +��� ' �

sn(x) = ptn(x) =
Γ
(

n+1
2

)
√

πΓ
(

n
2

)(
1 + x2

)−n+1
2

. (13.9)

>����� 3� 5�'�� �� ���+!$! 	�����

2�� ��� sn(x) 8 /����( �!��� (# �� )���'��)�'!-.�(
�!��� ( ��)*����$�� (

Sn(x) =

x∫
−∞

sn(t)dt

��L



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

�6$����� )$��!-. + )'�")�'�+�

Sn(x) + Sn(−x) = 1.

� �!� 8������ �	�	���������� �*�	$
��

�����


D�$��" '���(���)���" C������� )� ��" )$!/�"��" '�$ 0
/ ��# *��'�$(-.�" ��C�� �% '���(���)� �� *�*���� (
' *�� �'�$%��� 6���$�')� � +��B�)�'�# ('$(��)( �����
��)*����$�� (� �)����' �% ����" ����� �� *���� �� ��/�0
)�!- )$�B��# ��  �� ')�&�� ' *� $�B�� (C �� ���6C�� +�
5� +��& C )$!/�(C ��)����/��  +��% �*����$����� / 0
)$�'�� C������� )� � # ������� C������� �!-� )$!/�"0
�!- '�$ / �!  �� ����� ��)*����$�� ( $ 3% /�)� /���
5'���+ �� 6�$�� '�B���  � � C�

D��B�� ')�&� *�*����+)( �*����$ �% *��(� � )�����0
&� ���/�� ( )$!/�"��" '�$ / ��� D!)�% ξ 8 � )������(
)$!/�"��( '�$ / �� ) �(��+ ��)*����$�� (

ξ x1 x2 . . . . . . xk

P p1 p2 . . . . . . pk
. (14.1)

D���*�$�B +# /�� *��'����� N ����' ) +�C  �+���0
� " '�$ / �� ξ# ' ������C ���/�� � x1 *�(' $�)% N1 ���#
���/�� � x2 *�(' $�)% N2 ���  ����# �������# ���/�� �
xk *�(' $�)% Nk ���� 9/�' ���# N1 + N2 + . . . + Nk = N �
<������ �� �+�� /�)��� ���!$%����'  �+���� " ��'��

ξ =
N1x1 + N2x2 + . . . + Nkxk

N
.

E�+��/ '� *� �(�% �&� �� )������ ���/�� � )$!/�"��"
'�$ / ��# �� K��&� )��$��% ��$%�(� ��")�' ��$%��# K��

���
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���/�� � ��' ) � ��� �� / )$� *��'������C  �+���� " N #
���  �� / )$� *�('$�� " Ni ��B��&�  � ���/�� " xi� ��
B� C�� +# /��6� )������ ���/�� � )$!/�"��" '�$ / ��
�*����$($�)% ��$%�� ������+ ��)*����$�� (  �� +��(0
$�)% *� �����C )�� (C K�)*�� +����'� N)$ N '�$ ��#
��# ' ) $! !)��"/ '�)� ����) ��$%��" /�)����# ����) 0
��$%��( /�)���� )�6�� ( {ξ = xi} )��6 $ � �!��)( ���$�
�&� '���(���)� �

Ni

N
∼ pi.

<$���'���$%��#

ξ =
N1

N
x1 +

N2

N
x2 + . . . +

Nk

N
xk ∼ p1x1 + p2x2 + . . . + pkxk.

H���# )������ �� �+�� /�)��� )��6 $ � �!��)( ���0

$� / )$�
k∑

i=1
pixi# ������� �� ��' ) � �� *��'�� +�C

 �+���� "# � ��' ) � ��$%�� �� ������ ��)*����$�� (
ξ� <�������� �6�)��'�'��� �)��)�'����)�% )$��!-.�&�
�*����$�� (�

(���������� 26$2� �������������� 	������8
��  $ ������� ��������� � )������" )$!/�"��" '�0
$ / �� ) �(��+ ��)*����$�� ( 	�=�� ����'���)( / )$�

Mξ =
k∑

i=1

pixi.

H� +�C�� �  �'�)���# /�� �)$ ' ��/��C ) ����� ��0
��+ x1, x2, . . . , xk �� / )$�'�" �) Ox *�+�.��� )���0
'��)�'���� +�))� m1,m2, . . . ,mk# �� ����� ���� ������

���



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

�(B�)� K��" ) )��+� +���� �$%��C ��/�� �)�%

xc =

k∑
i=1

mixi

k∑
i=1

mi

.

E���� ��)*����$�� ( 	�=�� ������ ��)*����$�� � :'���0

(���)���" +�))�:# ��'��" � 	'��%
k∑

i=1
pi = 1# *� ��/��+

) ����� ����+ x1, x2, . . . , xk� D� K��+ +���+�� /�)���
�B ��� � )�'*����� ) ����� ����" ������ �(B�)� K��"
) )��+� ��/���

5 )$!/��# ��&�� '�$ / �� *� � +��� )/����� / )$�
���/�� "# �*����$�� � �=�� +�� � � �!�+ )$��!-. +
�6����+�

(���������� 26$4� �������������� 	������8
��  $ ������� ��������� � )������" )$!/�"��" '�0
$ / �� ) �(��+ ��)*����$�� (

ξ x1 x2 x3 . . . . . .

P p1 p2 p3 . . . . . .

����'���)( / )$�

Mξ =
∞∑
i=1

pixi,

*� !)$�'  # /�� *�)$��� " �(� )C�� �)( �6)�$-����
N)$ B� �(� ��)C�� �)(  $ )C�� �)( !)$�'��# �� &�'�0
�(�# /�� �������� �������� ξ �� ����� �	����	�	
������������	�	 	�������

���
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D�/�+! ' �*����$��  �=�� ���6!��)( �6)�$-���(
)C�� +�)�%Y ��$� ' ��+# /�� �)$ ���!+���'��% ���/�� (
)$!/�"��" '�$ / �� *� ��!&�+!# �� K�� 6!��� )���'��0
)�'�'��% *���)����'�� /$���' �(��# � &!� �!-.�&� '
K��+ �*����$��  � D� �����+� � +��� /$��� !)$�'��
)C��(.�&�)( �(�� +�B�� ��� *�+��(�% +�)��+ # /��
)!++� *�$!/����&� �(�� 6!��� ��'�� $-6�+! �������+!
/ )$!# ' ��+ / )$� ��)�6)�'����+! 	���� ∞� N)$ '
�*����$��  �=�� ���6�'��% ��$%�� )C�� +�)�%# �� '
��' ) +�)� �� )*�)�6� �!+����  ���/�� " )$!/�"��"
'�$ / �� +� 6� *�$!/�$ ������ ���/�� ( +���+�� /�0
)��&� �B ��� ( 	' ��+ / )$�  6�)����/��� ����"  ��"
B� )$!/�"��" '�$ / ��� N)$ B� �(� )C�� �)( �6)�$-�0
��# �� *� �����+� ��3 *� *���)����'�� /$���' �(��
�&� )!++� )�C���(��)(� 2�� + �6����+# �*����$�� � �=��
���������# *�)��$%�! �� ��' ) � �� )*�)�6� �!+����  
���/�� " )$!/�"��" '�$ / ���

D���*�$�B +# /�� ν = ν(ω) 8 ����� ����$%��( ��$�0
/ )$����( )$!/�"��( '�$ / �� 	���� '��+�B��� �� ���/�0
� ( *� ���$�B�� +��B�)�'! {0, 1, . . . }� 2�&��

Mν =
∞∑

n=1

P{μ ≥ n}.

��")�' ��$%��#

Mν =
∞∑

k=0

kP{μ = k} =
∞∑

k=1

kP{μ = k} =

=
∞∑

k=1

k∑
n=1

P{μ = k} =
∞∑

n=1

∞∑
k=n

P{μ = k} =
∞∑

n=1

P{μ ≥ n}.
(14.2)

��




S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

H�+���� � *��(��� )!++ ��'�� ( ������� ' ) $!
����� ����$%��)� )$�&��+�C# 'C��(. C ' )!++� ��)0
)+�������C '�3� �(��'�

>����� 1� D���B ��# /�� �)$ μ 8 ��$�/ )$����( )$!0
/�"��( '�$ / ��# *� � +�-.�( ���/�� ( ' +��B�)�'�
{. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }# ��

Mν =
∞∑

n=1

P{|μ| ≥ n}. (14.3)

D!)�% ��*��% ξ 8 �6)�$-��� ��*����'��( )$!/�"��(
'�$ / �� ) *$����)�%- ��)*����$�� ( p(x)� 2�*��%
:'���(���)���( +�))�: ���+����� *� / )$�'�" *�(+�"
	'���(���)�% *�*���� ( ' ��B�!- ��/�! ��'�� �!$-# �
'���(���)�% *�*���� ( ' *��+�B!��� [x, x + dx) *� 0
6$ B���� ��'�� p(x)dx� D�K��+! ' �*����$��  �=��
���/�� � xi ���� ��+�� �% �� *�� �'�$%��� ���/�� �
x ∈ R# '���(���)�% pi = P{ξ = xi} 8 �� K$�+��� '���(�0
��)� p(x)dx# � �*���� - )!++ ��'�� ( 8 �� �*���� -
 ���&� ��'�� (� R�� �6�)��'�'��� ���!+��)�% )$��!-0
.�&� �*����$�� (�

(���������� 26$>� �������������� 	������8
��  $ ������� ��������� �6)�$-��� ��*����'��"
)$!/�"��" '�$ / �� ) *$����)�%- ��)*����$�� ( p(x)
����'���)( / )$�

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx,

���
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*� !)$�'  # /�� *�)$��� "  ���&��$ �6)�$-��� )C�0
� �)(� N)$  ���&��$ ��)C�� �)(  $ !)$�'�� )C�� �)(#
�� &�'��(�# /�� �������� �������� ξ �� �����
�	����	�	 ������������	�	 	�������

>����� %� D���B ��# /�� �$( ����� ����$%��" �6)�0
$-��� ��*����'��" '�$ / ��

Mξ =

∞∫
0

[1 − F (x)]dx, (14.4)

� �$( �6)�$-��� ��*����'��" '�$ / ��

Mξ = −
0∫

−∞
F (x)dx +

∞∫
0

[1 − F (x)]dx. (14.5)

<��'� �� 	�=��# 	�=�� ) 	�=�=# 	�=���

D��B� +� '�'���+ 	�=�= �$( *�� �'�$%��" )$!/�"0
��" '�$ / ���

5 ����  ����B��)� ��))+��� '�-� '��+( B �� 
��������&� K$�+���� 	��*� +��# K$�����$�+*�/� # ' ���0
�  )���C�'�� ( 8 '��+( B �� /�$�'���� R�� 8 ����� 0
����$%��( )$!/�"��( '�$ / �� ξ ) �!��� �" ��)*����$�0
� ( F (x)� 5 ��/�)�'� �)��'��" C������� )� � ' K� C ��0
�� (C 6����)( �� �!��� ( ��)*����$�� (# � ��*�$� ��$%0
��( �!��� ( Q(x) = 1 − F (x) = P{ξ ≥ x}# ����'��+�(
' ����  ����B��)� �!��� �" ����B��)� # � ' ����  
)���C�'�� ( 8 �!��� �" '�B '�� (� 5 ) $! 	�=�=

Mξ =

∞∫
0

Q(x)dx.

���



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

-�	���!�
�� 1�)$!/�"��( '�$ / �� C +�B�� ��))+��� '��%)(

��� )$!/�"��( ) �(��+ ��)*����$�� (

ξ C

P 1
.

D�K��+! �� +���+�� /�)��� �B ��� � MC = C�
�� �$( )$!/�"��" '�$ / �� ) ��)*����$�� �+ ����!$0

$ 
ξ 1 0
P p q

+���+�� /�)��� �B ��� � ��'�� Mξ = p · 1 + q · 0 = p�
�� D!)�% μ  +��� 6 ��+ �$%��� ��)*����$�� � ) *���0

+����+ n, p� <�&$�)�� �*����$�� - �=��

Mμ =
n∑

k=1

kCk
npkqn−k.

H)*�$%�!( )$��!-.�� )'�")�'� )�/���� "�

kCk
n = k

n!
k!(n − k)!

= n
(n − 1)!

(k − 1)!(n − k)!
= nCk−1

n−1

 ���+!$! 6 ��+� 1%-����# *�$!/ +

Mμ = n

n∑
k=1

Ck−1
n−1p

kqn−k = np

n−1∑
l=0

C l
n−1p

lqn−1−l =

= np(p + q)n−1 = np.

���
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=� D!)�% ξ  +��� ��)*����$�� � D!�))��� ) *���+��0
��+ λ� 2�&��

Mξ =
∞∑

k=0

k
λk

k!
e−λ =

∞∑
k=1

k
λk

k!
e−λ = λe−λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
=

= λe−λeλ = λ.

2�� + �6����+# *���+��� λ ' ��)*����$��  D!�))���
 &���� ��$% +���+�� /�)��&� �B ��� (�

�� �$( ��'��+���� ��)*����$����" �� ������� [a, b]
)$!/�"��" '�$ / ��# ������( ��'��'���(��� *� � +���
���/�� ( �� *��+�B!���C �� ����'�" �$ ��# &�� 6� �� 
� ��C�� $ )% '�!�� [a, b]#  ��! � ( *��)����'���# /��
)������ ���/�� � ��$B�� ��C�� �%)( ' )���� �� �������
[a, b]� ��")�' ��$%��#

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx =

b∫
a

x
1

b − a
dx =

a + b

2
.

L� N)$ ξ  +��� *�������$%��� ��)*����$�� � ) *���0
+����+ λ# ��

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx = λ

+∞∫
0

xe−λxdx =
1
λ

.

�� N)$ ξ ∼ N(0, 1)# �� ' ) $! /����)� *$����0
)� )���������&� ���+�$%��&� ��)*����$�� ( ϕ(x) =

1√
2π

e−
x2

2  ���&��$ �� ��/����" �!���  ' ) ++��� /��C
*����$�C

Mξ =

+∞∫
−∞

xϕ(x)dx = 0.

��=



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

�� D���B�+# /�� *� �+# *� +������" ' *�����!.�+
*� +���# ���6!�� �)����B��)� � D!)�% ξ ��)*����$��� *�
�����! ��3 # ���� p(x) = 1

π(1+x2) � N)$ ��))!B���% ���
B�# ��# ' ) $! /����)� p(x)#

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx = 0.

R�� ��))!B��� � ��'����# *�)��$%�! ��))+��� '��+�"
 ���&��$ ��)C�� �)( 	*��'��%�� K��� 9�� '���� ��$%��
*� ����3�� - � &$�'��+! ���/�� -  ���&��$�# ����

V.p.

+∞∫
−∞

xp(x)dx = lim
A→+∞

A∫
−A

xp(x)dx = 0.

<�&$�)�� �*����$�� - �=�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ
��  +��� +���+�� /�)��&� �B ��� (� ��))!B��� (
*�����!.�&� *� +��� *��'�+�/��# *�)��$%�! ��))+�0
�� '��+�" ' ��+  ���&��$ )C�� �)( �6)�$-����

>����� 2� 1�"� �� +���+�� /�)��� �B ��� � )$!/�"0
��" '�$ / ��#  +�-.�"

� &��+��� /�)��� ��)*����$�� �Q
6 & *��&��+��� /�)��� ��)*����$�� �Q
' ���+�$%��� ��)*����$�� � ) *���+����+ (a, σ2)Q
& &�++�0��)*����$�� ��

D���"��+ � �6.�+! �*����$�� - +���+�� /�)��&�
�B ��� (� D!)�% ξ = ξ(ω) 8 )$!/�"��( '�$ / ��# �*��0
��$����( �� '���(���)���+ *��)����)�'� (Ω,F , P )�

���
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(���������� 26$6� �������������� 	������8
��  $ ������� ��������� )$!/�"��" '�$ / �� ξ ��0
��'���)( / )$�

Mξ =
∫
Ω

ξ(ω)dP =
∫
Ω

ξ(ω)dP (ω) =
∫
Ω

ξ(ω)P (dω).

E��)%  )*�$%��'��� �� ���$ /��C �6����/�� ( �$(
 ���&��$� J�6�&� ��  �+�� +�" ����) ��$%�� σ0�$&�6��
F �!���  ξ(ω) *� +��� P �

>������	� 1� 1�*�+� + �*����$�� �  ���&��$� J�6�0
&�� D!)�% ξ 8 � )������( )$!/�"��( '�$ / �� ) ����/��+
+��B�)�'�+ '��+�B��C ���/�� " {x1, x2, . . . , xk}, Al =
{ω : ξ(ω) = xl}� 9/�' ���# A1 + A2 + . . . + Ak = Ω� N)$ 

IA = IA(ω) =

{
1, �)$ ω ∈ A,

0, �)$ ω /∈ A

8  �� ����� +��B�)�'� A 	)�6�� ( A# �� )$!/�"��( '�0
$ / �� ξ +�B�� 6��% ��* )��� ' ' ��

ξ(ω) =
k∑

l=1

xlIAl
(ω)

 *� ���+ ��$�&  ����  +��� ����'���)( *��)��"
�!��� �"� H���&��$ J�6�&� �� *��)��" �!���  �*��0
��$(��)( ���

∫
Ω

ξ(ω)dP =
k∑

l=1

xlP (Al).

��L



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

D� K��+ ������'���)(# /�� K�� �*����$�� � ���������#
���� �� ��' ) � �� )*�)�6� *���)��'$�� ( *��)��" �!��0
�  ' ' �� $ ��"��" ��+6 ���   �� �������C �!��0
� "� 2�� + �6����+# �*����$�� �  ���&��$� �� *��)��"
�!���  )�'*����� ) �*����$�� �+ �=�� +���+�� /�)��0
&� �B ��� ( �� � )������" )$!/�"��" '�$ / �� ) ����/0
��+ +��B�)�'�+ '��+�B��C ���/�� "�

��$��  ���&��$ J�6�&� �*����$(��)( �$( ����� ��0
��$%��C �!��� " ξ = ξ(ω)#  �+�� +�C ����) ��$%�� F
	����� ����$%��C )$!/�"��C '�$ / � ' ��3�" ���+ ��0
$�&  � �$( $-6�" ����" �!���  )!.�)�'!�� ��!6�0
'�-.�( *�)$���'���$%��)�% ����� ����$%��C *��)��C
�!��� " (ξn) ����(# /�� ξn → ξ *� n → ∞# ��*� +��#
+�B�� '�(�%

ξn(ω) = fn(ξ(ω)) =
n2n∑
l=1

l − 1
2n

I{ω: l−1
2n ≤ξ(ω)< l

2n }+nI{ω: ξ(ω)≥n}.

(14.6)
2�� ��� ∫

Ω

ξn(ω)dP ≤
∫
Ω

ξn+1(ω)dP,

�� )!.�)�'!�� ����/��"  $ 6�)����/��" *����$ ����"
*�)$���'���$%��)�  ���&��$�'� D� �*����$�� -  ���0
&��$�+ J�6�&� �� ����� ����$%��"  �+�� +�" ����) 0
��$%�� F �!���  ����'���)(∫

Ω

ξ(ω)dP = lim
n→∞

∫
Ω

ξn(ω)dP,

*� /�+ ������'���)(# /�� K��� *����$ �� ��' ) � �� )*�0
)�6� '�6��� ��!6�'�-.�" *�)$���'���$%��)� *��)��C
�!��� "# )C��(. C)( � ξ� 5 )$!/��# ��&�� K��� *����$

���
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6�)����/��# ' ��' ) +�)� �� !��6)�'� )/ ��-�# /��  �0
��&��$ J�6�&� �� )!.�)�'!��  $ /�� �� ��'�� +∞�

9�+�� +# /�� �����+! �*����$�� -  ���&��$� J�6�0
&� �� ����� ����$%��"  �+�� +�" �!���  K�' '�$�����
)$��!-.�� �*����$�� ��∫

Ω

ξ(ω)dP = sup
{η≤ξ}

∫
Ω

η(ω)dP,

&�� ��/��( '��C�(( &���% 6����)( *� +��B�)�'! *��)��C
����� ����$%��C  �+�� +�C �!��� "# �� *��'�)C��(0
. C ξ�

1������# �)$ ξ(ω) 8 *�� �'�$%��( �!��� (#  �+�� 0
+�( ����) ��$%�� F 	*�� �'�$%��( )$!/�"��( '�$ / ��
' ��3�" ���+ ��$�&  # �� *� �*����$�� -∫

Ω

ξ(ω)dP =
∫
Ω

ξ+(ω)dP −
∫
Ω

ξ−(ω)dP,

&�� ξ+ = max (ξ, 0), ξ− = −min (ξ, 0)� 5 ��' ) +�)� ��
!��6)�'� )/ ��-�# /�� $ 6� � �)$ C��( 6� �� �  �  ���0
&��$�' �� ξ+  $ �� ξ− 6�)����/��# ��  ���&��$ J�6�&� ��
ξ �� )!.�)�'!��# $ 6� 6 �)$ �6�  ���&��$� 6�)����/��#
��  ���&��$ J�6�&� �� ξ �� )!.�)�'!��Q �)$ *��'�"  �0
��&��$ 6�)����/��# � '����" ����/��# ��  ���&��$ J�6�&�
�� ξ ��'�� +∞Q �)$ *��'�"  ���&��$ ����/��# � '����"
6�)����/��# ��  ���&��$ J�6�&� �� ξ ��'�� −∞�

9�+�� +# /�� ����/��"  ���&��$ J�6�&� ��  �+�0
� +�" �!���  ξ(ω) )!.�)�'!�� ��&��  ��$%�� ��&��#
��&�� )!.�)�'!�� ����/��"  ���&��$ J�6�&� �� |ξ(ω)|�
D� +�� ��$%�� � ��3�+! )$!/�- ����/��� +���+�� 0
/�)��� �B ��� � Mξ )!.�)�'!�� ��&��  ��$%�� ��&��#
��&�� )!.�)�'!�� ����/��� +���+�� /�)��� �B ��� �

���



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

M |ξ|� G ��# /�� )$!/�"��( '�$ / �� ξ  +��� ����/��� +�0
��+�� /�)��� �B ��� �# ����/���# /�� ξ(ω) ∈ L1(Ω,F , P )�

1�*�+� + �� )'�")�'�  ���&��$�# ������� *�����0
6(�)( ' ��$%��"3�+� �$( )����.�� ( ��* )  )*�$%�!�+
�6����/�� � Mξ� 5 ) $! �6.�&� �*����$�� ( +���0
+�� /�)��&� �B ��� ( )'�")�'�  ���&��$� J�6�&� ��
)$!/�"��" '�$ / �� *� '���(���)���" +��� P 8 )'�"0
)�'� +���+�� /�)��&� �B ��� (�

0��
�� �������	��
���� ��	���	��

���������	��
��� ��	���	� ��
�������� ��	�	�!
���� +��� ��
�������� ��	�	��� MC = C�

�� =	�����
��C M(aξ + bη) = aMξ + bMη� ��� a, b :
��
�����!�# . ��
���
�	� ��
������ A��
������� B

��	�	�� ����� !��
	�� �� ���� �������	��
����

��	���	��
�� ���������
��C �
�	 ξ ≥ 0� �� Mξ ≥ 0�
9/�' ���+ )$��)�' (+ )'�")�' �#� ('$(-�)(� � �)0

$ ξ ≤ η# �� Mξ ≤ MηQ 6 |Mξ| ≤ M |ξ|�
9)��$%��� )'�")�'� �� '�����-� ��*�)���)�'����  �

K$�+�������C )'�")�'  ���&��$� J�6�&�  ���6!-� ��0
*�$� ��$%��C ��))!B��� "�

=� +���������	 .�
�E��� 0�� ������������	8
�	 	������3� 9
�	 
�������� ��	�	�� ξ 	���� ��,

�����	��
��� ��	���	�� �� ��� � ���� ε > 0

P{|ξ| ≥ ε} ≤ M |ξ|
ε

.

���
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� � � � � � � � $ % ) � ' �� ����6%�+ *��)����)�'� Ω
�� �'� ��*���)���-. �)( /�)� �

Ω = {ω : |ξ(ω)| ≥ ε} + {ω : |ξ(ω)| < ε}.

5 ) $! )'�")�' ����/��" ��� � '��)� ��� �!���  +��0
B�)�'�  ���&� ��'�� (# +��������)�  )'�")�'�∫

A

dP = P (A)

 ���&��$� J�6�&� *�$!/ +�

M |ξ| =
∫
Ω

|ξ(ω)|dP =
∫

{ω: |ξ(ω)|≥ε}

|ξ(ω)|dP+

+
∫

{ω: |ξ(ω)|<ε}
|ξ(ω)|dP ≥

∫
{ω: |ξ(ω)|≥ε}

|ξ(ω)|dP ≥

≥ ε

∫
{ω: |ξ(ω)|≥ε}

dP = εP{ω : |ξ(ω)| ≥ ε}.

2�� ��� ε > 0# �� ����'��)�'� P�6�3�'� )$��!��  � *�0
)$����&� ����'��)�'�� �

�� 9
�	 M |ξ| = 0� �� ξ = 0 
 �������
�� ��
� � � � � � � � $ % ) � ' �� H� ����'��)�'� P�0

6�3�'� )$��!��# /�� �$( $-6�&� ε > 0 '�*�$�(��)(
P{|ξ| ≥ ε} = 0� D�K��+! P{|ξ| < ε} = 1� <$���'���$%��#
P{|ξ| ≤ 0} = 1� E��/ �# |ξ| = 0 ) '���(���)�%- ��
�

>������	� %� 5� +���$%��" / ����$% �6��� $ '� 0
+�� � �� ��# /�� *���C�� :�$( $-6�&� ε > 0 '�*�$�(��)(

�=




S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

P{|ξ| < ε} = 1: '$�/�� :P{|ξ| ≤ 0} = 1: )��$�� ��
 ��! � '��+ !��'��  ���6!�� ��������$%)�'�� 2�� ���
P{|ξ| < ε} = 1 �$( $-6�&� ε > 0# ��# ' /�)���)� #
�$( $-6�&� ���!��$%��&� n 6!��� P{|ξ| < 1

n} = 1� 1�
{ω : |ξ(ω)| < 1

n} ↓ {ω : |ξ(ω)| = 0} 	*��'��%��_� D�
)'�")�'! ��*����'��)� '���(���)� ��)-�� )$��!��#
/�� P{ω : |ξ(ω)| < 1

n} → P{ω : |ξ(ω)| = 0}� < ��!&�"
)������# *����$ *�)$���'���$%��)� �� � � ��'�� �� 0
� ��# *�K��+! P{ω : |ξ(ω)| = 0} = 1. �

!�������� 26$@� 9
�	 ξ ≥ 0 	 Mξ = 0� �� ξ = 0 

�������
�� 1�

L� +���������	 )������� -�
�� g(x) : !������

�	� ������
��� *����	� 	 M |ξ| < ∞# <����

g(Mξ) ≤ Mg(ξ). (14.7)

� � � � � � � � $ % ) � ' �� H�'�)���# /�� �)$ g(x) 8
'�*!�$�( '� � �!��� (# �� �$( $-6�&� x0 ∈ R ��"���)(
c = c(x0) �����# /�� �$( $-6�&� x ∈ R

g(x) ≥ g(x0) + c(x − x0),

���� /���� $-6!- ��/�! (x0, g(x0)) �� &��� �� g(x) +�B0
�� *��'�)� *�(+!- ���# /��6� &��� � g(x) $�B�$ '�0
3� K��" *�(+�"� D� K��+ � ��� C �&��� /�� " �� &$��0
��)�% g(x) �� ���� ���$���'��%� 1� �)$ �!��� ( � �0
������ �!�+�# �� ' ��/�)�'� !�������" *�(+�" +�B0
�� '�(�% ��)���$%�!-� D�$�&�( ' *�)$����+ ����'��)�'�
x = ξ  x0 = Mξ# *�$!/ +

g(ξ) ≥ g(Mξ) + c(ξ − Mξ).

�=�
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D� )$��)�' - � )'�")�'� � Mg(ξ) ≥ g(Mξ)�

�

�� +���������	 7���	��� 9
�	 0 < s < t� ��

(M |ξ|s) 1
s ≤ (M |ξ|t) 1

t .

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D�$�&�( r = t/s, η = |ξ|s
 *� +��(( ����'��)�'� H��)��� � �!���  g(x) = |x|r#
*�$!/ + |Mη|r ≤ M |η|r# ����

(M |ξ|s)r/s ≤ M |ξ|t,
/�� ������'��� ����'��)�'� J(*!��'�� �

>������	� 2� 5 �!��� ���$%��+ ���$ �� /����
Lt(Ω,F , P ) �6����/���)( $ ��"��� ���+ ��'����� *��0
)����)�'� �!��� " f(ω)# ��� C# /�� f t(ω)  ���&� �!�+�
*� J�6�&! *� +��� P � 1��+� �!���  ' ��+ �*����$(��)(
���

||f || =
[ ∫

Ω

|f(ω)|tdP
] 1

t
.

5 K� C �6����/�� (C ����'��)�'� J(*!��'� *� � +���
' �

||ξ||Ls ≤ ||ξ||Lt *� s ≤ t.

H� ����'��)�'� J(*!��'� )$��!��# /�� �)$ s < t# ��
Ls ⊂ Lt�

�� 9
�	 ξ 	 η : ����	
	�!� 
������!� ��	�	�! 


������!�	 �������	��
�	�	 ��	���	��	� �� 
�����,

��� ��	�	�� ξη 	���� �������� �������	��
��� ��	,

���	�� ��	���

M(ξη) = Mξ · Mη.

�=�



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ����B�+ K�� )'�")�'� �$(
*��)��C ����' ) +�C )$!/�"��C '�$ / �

ξ(ω) =
k∑

i=1

xiI{ω: ξ(ω)=xi}(ω), η(ω) =
l∑

j=1

yjI{ω: η(ω)=yj}(ω).

2�&�� ξη 8 ���B� *��)��( )$!/�"��( '�$ / ���

ξη =
k∑

i=1

l∑
j=1

xiyjI{ω: ξ(ω)=xi, η(ω)=yj}.

D� �*����$�� -  ���&��$� J�6�&� �� *��)��" �!���  

M(ξη) =
k∑

i=1

l∑
j=1

xiyjP{ω : ξ(ω) = xi, η(ω) = yj}.

D� �� ��� - ����' ) +�)� � )������C )$!/�"��C '�0
$ / � *� $-6�C xi, yj

P{ω : ξ(ω) = xi, η(ω) = yj} =

= P{ω : ξ(ω) = xi}P{ω : η(ω) = yj}.
D�K��+!

M(ξη) =
k∑

i=1

l∑
j=1

xiyjP{ω : ξ(ω) = xi}P{ω : η(ω) = yj} =

=
k∑

i=1

xiP{ω : ξ(ω) = xi}
l∑

j=1

yjP{ω : η(ω) = yj} = Mξ·Mη.

D!)�% ��*��% ξ  η 8 ����� ����$%��� ����' ) +��
)$!/�"��� '�$ / ��� �$( � C )!.�)�'!-� ��!6�'�-. �

�=�
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*�)$���'���$%��)� *��)��C )$!/�"��C '�$ / � ξn =
fn(ξ)  ηn = fn(η) ��� �# /�� ξn → ξ  ηn → η *� n → ∞#
&�� 6���$�')� � �!���  fn(x) �*����$��� ) *�+�.%-
	�=�L� 2�� ��� ξ  η ����' ) +�# �� *� $-6�C n  m
)$!/�"��� '�$ / �� ξn = fn(ξ)  ηm = fm(η) ����' ) +�
��� 6���$�')� � �!���  �� ����' ) +�C )$!/�"��C '�0
$ / �� D�)��$%�! (ξnηn) 8 ��!6�'�-.�( *�)$���'���$%0
��)�% *��)��C )$!/�"��C '�$ / �# *� /�+ ξnηn → ξη#
�� *� �*����$�� -  ���&��$� J�6�&� �� ����� ����$%��C
 �+�� +�C �!��� "

M(ξη) = lim
n→∞M(ξnηn) = lim

n→∞Mξn · Mηn = Mξ · Mη.

1������# �)$ ξ  η 8 $-6�� ����' ) +�� )$!/�"0
��� '�$ / ��# �� ξ+ = f(ξ), ξ− = g(ξ), η+ =
f(η), η− = g(η)# &�� 6���$�')� � �!���  f  g
�*����$��� ��'��)�'�+ f(x) = max (x, 0), g(x) =
−min (x, 0)� D�K��+! 6!�!� ����' ) +�+ +�B�! )�6�"
����� ����$%��� )$!/�"��� '�$ / �� ' ��B��"  � *��
(ξ+, η+), (ξ+, η−), (ξ−, η+), (ξ−, η−)� <$���'���$%��#

M(ξη) = M((ξ+ − ξ−)(η+ − η−)) = M(ξ+η+)−M(ξ+η−)−

−M(ξ−η+) + M(ξ−η−) = Mξ+ · Mη+ − Mξ+ · Mη−−
−Mξ− ·Mη+ + Mξ− ·Mη− = M(ξ+ − ξ−) ·M(η+ − η−) =

= Mξ · Mη.

�

5 �!�)� �!��� ���$%��&� ���$ �� ������'���)( )$�0
�!-.�(

�==



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

&�	���� 	 ������ ��������	� � ��������� 7�8

����

-�
�� ξ = ξ(ω) : F/B,	����	��� ���������	� �,
������
����� ���
����
�� (Ω,F , P )  	����	��� ���,

����
�� (X,B)� Pξ : �������
���� ���� �� (X,B)�
	����	������ ξ = ξ(ω)� �#�#

Pξ(B) = P{ξ−1(B)} = P{ω : ξ(ω) ∈ B}, B ∈ B.

<���� ��� � ��� B,	����	��� *����		 f = f(x), x ∈ X∫
B

f(x)dPξ =
∫

ξ−1(B)

f(ξ(ω))dP, B ∈ B, (14.8)

 �����������		� ��� �����,�� ��	� 	� +�	� ���

	�������� 
���
�����

�� 5 /�)���)� # �)$ ξ 8 )$!/�"��( '�$ / ��# �*��0
��$����( �� '���(���)���+ *��)����)�'� (Ω,F , P )# ��
��� ������ !�������� ' �����+� ���6��B�� � '  �+�� 0
+�� *��)����)�'� (R,B)# &�� B 8 σ0�$&�6�� 6���$�')� C
+��B�)�' R# �  ��!� ��'����( �� ��+ +��� )�'*�����
) ��)*����$�� �+ Pξ K��" )$!/�"��" '�$ / ��� D�K��+!
�$( $-6�" 6���$�')��" �!���  f(x)  $-6�&� 6���$�'0
)��&� +��B�)�'� B '�*�$�(��)( 	�=��� ���( B = R  
!/ ��'�(# /�� ξ−1(R) = Ω# *�$!/ +∫

Ω

f(ξ(ω))dP =
∫
R

f(x)dPξ .

D�)��$%�! ��)*����$�� � Pξ 8 K�� +���# ������( *���0
B����)( �!��� �" ��)*����$�� ( F (x) )$!/�"��" '�$ 0
/ �� ξ# �� ' �6����/��  K��&�  ���&��$� *� �(�� '+�0
)�� +��� * )��% K�! �!��� -  ����'��% �&�  ���&��$�+

�=�
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J�6�&�0<� $�%�)�� 2�� + �6����+#

∫
Ω

f(ξ(ω))dP =

+∞∫
−∞

f(x)dF (x). (14.9)

�� 6!��+ &�'�� �%# /�� 	�=�� ������ ��+��! *���+����"
ξ(ω) = x�

N)$  ���&��$ ' *��'�" /�)� 	�=�� �6)�$-��� )C�0
� �)( ��� ��)�6)�'����"  ���&��$ � +���0<� $�%�)�#
��# ���  �'�)���  � ����  +���# �� )!.�)�'!�� ���  �0
��&��$ J�6�&�0<� $�%�)�# *� /�+ ���/�� ( K� C  ���&��0
$�' )�'*���-��

�� 5 ��!&�+ /�)���+ )$!/��# �)$ ξ 8 )$!/�"��"
n0+����" '�����# �*����$����" �� '���(���)���+ *��0
)����)�'� (Ω,F , P )# �� �� ������ !�������� ' �����+� ���0
6��B�� � '  �+�� +�� *��)����)�'� (Rn,Bn)# &�� Bn 8
σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�' Rn# �  ��!� ��'����(
�� ��+ +��� )�'*����� ) ��)*����$�� �+ Pξ = Pξ1,ξ2,... ,ξn

K��&� )$!/�"��&� '������� D�K��+! �$( $-6�" 6���$�'0
)��" �!���  f(x1, x2, . . . , xn)  $-6�&� n0+����&� 6���0
$�')��&� +��B�)�'� B '�*�$�(��)( 	�=��� ���( B = Rn

 !/ ��'�(# /�� ξ−1(Rn) = Ω# *�$!/ +∫
Ω

f(ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))dP =

=
∫

Rn

f(x1, x2, . . . , xn)dPξ1,ξ2,... ,ξn . (14.10)

�� 6!��+ &�'�� �%# /�� 	�=��
 ������ ��+��! *���+��0
��C ξ1(ω) = x1, ξ2(ω) = x2, . . . , ξn(ω) = xn�

�=L



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

��� )�����) �)( �6.�� �*����$�� � +���+�� /�)��&�
�B ��� ( ���  ���&��$� J�6�&� ) ��+ /�)���+ �*����0
$�� (+ # ) ������C ��/ ��$�)% ��3�  �$�B�� �Y 5�3�
+� !B� ' ��$ # /�� �$( � )������" )$!/�"��" '�$ / ��
) ����/��+ +��B�)�'�+ ���/�� " �*����$�� � +���+�� 0
/�)��&� �B ��� ( ���  ���&��$� J�6�&� )�'*�$� ) �*��0
��$�� �+ �=��� N)$ ξ 8 � )������( )$!/�"��( '�$ / ��
)� )/����+ +��B�)�'�+ ���/�� "# �� �� +�B�� ��* )��%
' ' ��

ξ =
∞∑
i=1

xiI{ω: ξ(ω)=xi}(ω).

D� K��+

|ξ| =
∞∑
i=1

|xi|I{ω: ξ(ω)=xi}(ω).

����+�� /�)��� �B ��� � ���  ���&��$ J�6�&� )!.�0
)�'!�� ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� )!.�)�'!��  ���&��$
�� +��!$( ξ� 1� *�)$��� "  ���&��$ )!.�)�'!�� ��&��  
��$%�� ��&��# ��&�� )C�� �)( �(�

∞∑
i=1

|xi|P{ω : ξ(ω) = xi}.

D� )'�")�'�+  ���&��$� J�6�&�

Mξ =
∫
Ω

∞∑
i=1

xiI{ω: ξ(ω)=xi}(ω)dP =

=
∞∑
i=1

xiP{ω : ξ(ω) = xi} =
∞∑
i=1

xipi,

�)$ *�)$��� " �(� �6)�$-��� )C�� �)(� R�� )�'*����� )
�*����$�� �+ �=���

�=�
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N)$ B� ξ �6)�$-��� ��*����'�� ) *$����)�%- ��)0
*����$�� ( p(x)# ��# *�� �'��( '  ���&��$� J�6�&� Mξ
��+��! ξ(ω) = x# *�$!/ + 	)+� 	�=��

∫
Ω

ξ(ω)dP =

+∞∫
−∞

xdF (x). (14.11)

2�� ��� *�/� ')-�! dF (x) = p(x)dx# ��

Mξ =

+∞∫
−∞

xdF (x) =

+∞∫
−∞

xp(x)dx.

D���*�$�B +# /�� '�*�$���� !)$�' ( )!.�)�'�'�� (
+���+�� /�)��&� �B ��� ( ' �*����$��  �=��# ���� *�0
)$��� "  ���&��$ *���*�$�&�$)( )!.�)�'!-. + ��� �60
)�$-��� )C��(. ")( ��)�6)�'����"  ���&��$ � +����
2�&�� 	�=��� )!.�)�'!�� ��� �6)�$-��� )C��(. ")(  �0
��&��$ � +���0<� $�%�)�# ���/�� � ������&� )�'*�����
)� ���/�� �+  ���&��$� J�6�&�0<� $�%�)�� H���# ' *���0
*�$�B��  �6)�$-���" )C�� +�)� *�$!/ $�)% �*����$�0
� � �=��� E�+�� +# /�� �6.�� �*����$�� � ��B� ' �6)�0
$-��� ��*����'��+ )$!/�� *��'�$(�� ��)��$%�� ��)3 0
� �% �*����$�� � �=��# �)$  ���&��$ ' K��+ �*����$�0
�  ��))+��� '��% ���  ���&��$ J�6�&� *� +��� J�6�&�
�� *�(+�"� ��")�' ��$%��# ��))+��� + *$����)�% '���0
(���)� )$��!-.�&� ' ���

p(x) =

{
1, �)$ x ∈ [0, 1]  x 8  ���� ���$%��,

0, ' *��� '��+ )$!/��.

9/�' ���# p(x) ≥ 0#  *�)��$%�! p(x) *�/� ')-�! )�'0
*����� ) *$����)�%- ��'��+����&� ��)*����$�� ( �� ��0

�=�



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

����� [0, 1]# ��
+∞∫

−∞
p(x)dx = 1,

���� p(x) ��")�' ��$%�� ('$(��)( *$����)�%- ��)*����$�0
� ( ��������" �6)�$-��� ��*����'��" )$!/�"��" '�$ 0
/ �� ξ� D� K��+

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx =

1∫
0

xp(x)dx =

1∫
0

xdx = 1/2,

�)$ ��))+��� '��% K���  ���&��$ ���  ���&��$ J�6�0
&�# *�)��$%�! *�/� ')-�! xp(x) = x �� [0, 1]� 5 �� B�
'��+( *�)$��� "  ���&��$ ('$(��)( ��)C��(. +)( ���
��)�6)�'����"  ���&��$ � +��� 	��*� +��# *� �� ��� -
J�6�&�  ���&� �!�+�)� *� � +��!� 2�� + �6����+# *�
�*����$�� - �=�� +���+�� /�)��� �B ��� � �� )!.�)�'!0
��# � *� �6.�+! �*����$�� - +���+�� /�)��&� �B ��� (
��� ��'�� 1/2# /�� 6�$%3� )�&$�)!��)( )  ��! � �" 	*�0
)��$%�! *$����)�% '���(���)� *�/� ')-�! )�'*�����
) *$����)�%- ��'��+����&� ��)*����$�� (# �� +���+�0
� /�)��� �B ��� � ��))+��� '��+�" '�$ / �� ��$B��
)�'*����% ) +���+�� /�)� + �B ��� �+ ��'��+���� ��)0
*����$����" '�$ / ���

H���# /�)���� �*����$�� ( +���+�� /�)��&� �B ��0
� ( ('$(-�)( /�)���+ )$!/�(++ �6.�&� �*����$�� (
+���+�� /�)��&� �B ��� (�

H� 	�=�� )$��!��# /�� +���+�� /�)��� �B ��� � +�0
B�� 6��% �*����$��� ���  ���&��$ <� $�%�)�

Mξ =

+∞∫
−∞

xdFξ(x).

�=�
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D!)�% ξ 8 ����� ����$%��( )$!/�"��( '�$ / ��� 2�� ���
Fξ(x) = 0 �$( x ≤ 0# ��

Mξ =

+∞∫
0

xdFξ(x). (14.12)

D�)��$%�! K���  ���&��$ )C�� �)(# �� �)�����
∞∫
A

xdFξ(x) → 0 *� A → +∞� 2�� ���

∞∫
A

xdFξ(x) ≥ A

∞∫
A

dFξ(x) = A(1 − Fξ(A)) ≥ 0,

�� A(1−Fξ(A)) → 0 *� A → +∞� H���&� �!( 	�=��� *�
/�)�(+# *�$!/ +

Mξ = −
+∞∫
0

xd[1−Fξ(x)] = −x[1−Fξ(x)]
∣∣∣∞
0

+

+∞∫
0

[1−Fξ(x)]dx.

<$���'���$%��#

Mξ =

+∞∫
0

[1 − Fξ(x)]dx.

>����� '� D���B ��# /�� �$( $-6�" )$!/�"��" '�$ 0
/ ��#  +�-.�" +���+�� /�)��� �B ��� �#

Mξ = −
0∫

−∞
Fξ(x)dx +

∞∫
0

[1 − Fξ(x)]dx.

<���+!$ �!�+ ���!$%���� 	�=��  	�=��
 ' ' �� ��0
���+�

��




S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

&�	���� 	 ������������	� 	������� F��� ��
	� �������	� ���������

9
�	 f(x) : ������
��� *����	�� �� ��� 
��������

��	�	�! η = f(ξ)

Mη = Mf(ξ) =

+∞∫
−∞

f(x)dF (x),

��� F (x) : *����	� ��
��������	� ξ# . ��
���
�	� �
,

�	 ξ : �	
������� 
�������� ��	�	��� ��	�	�� ���

������	� xi 
 �������
���	 pi� ��

Mf(ξ) =
∑
xi

f(xi)pi,

� �
�	 ξ : ��
�� ��� ������!�� 
�������� ��	�	��


 ������
�� �������
�	 p(x)� ��

Mf(ξ) =

∞∫
−∞

f(x)p(x)dx.

9�+�� +# /�� ���+!$� ��+��� *���+����" '  �0
��&��$� J�6�&� *��'�$ $� ��+ '�'�)� ���+!$�#
*�K'�$(-. � *��)/ ��'��% +���+�� /�)��� �B ��� �
f(ξ) *� �����! ��)*����$�� ( ξ 6�� *���'�� ��$%��&�
��C�B��� ( ������ ��)*����$�� ( f(ξ)�

&�	���� 	 ������������	� 	������� F��� ��
	� ����	����: ��������: ��������

9
�	 f(x1, x2, . . . , xn) : ������
��� *����	�� �� ���


�������� ��	�	�! η = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

Mη = Mf(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
∫

Rn

f(x1, x2, . . . , xn)dPξ1,ξ2,... ,ξn

���
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��� Pξ1,ξ2,... ,ξn : ��
��������	� 
��������� ������ ξ# .
��
���
�	� �
�	 ξ : �	
�����!� 
������!� ������ ��

Mf(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

=
∑

x1,x2,... ,xn

f(x1, x2, . . . , xn)P{ξ1 = x1, ξ2 = x2 . . . , ξn = xn},

��� 
���� �����
� �� 
�� ������!� ������	,

�� x1, x2, . . . , xn 
������!� ��	�	� ξ1, ξ2, . . . , ξn 
�,

����
������ � �
�	 ξ : ��
�� ��� ������!,

�!� 
������!� ����� 
 ������
�� �������
�	

pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn)� ��

Mf(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

=
∫

· · ·
∫

Rn

f(x1, x2, . . . , xn)pξ1,ξ2,... ,ξn(x1, x2, . . . , xn)dx,

��� dx = dx1dx2 . . . dxn�
9�+�� +# /�� ���+!$� ��+��� *���+����" '  �0

��&��$� J�6�&� *��'�$ $� ��+ '�'�)� ���+!$�#
*�K'�$(-. � *��)/ ��'��% +���+�� /�)��� �B ��� �
f(ξ1, ξ2, . . . , ξn) *� �����! )�'+�)���&� ��)*����$�� (
)$!/�"��C '�$ / � ξ1, ξ2, . . . , ξn 6�� *���'�� ��$%��&�
��C�B��� ( ������ ��)*����$�� ( )$!/�"��" '�$ / ��
f(ξ1, ξ2, . . . , ξn)�

(���������� 26$A�H��������� )$!/�"��" '�$ / 0
�� ξ = ξ(ω) ����'���)( / )$�

Dξ = M(ξ − Mξ)2. (14.13)

P )$� σξ = σ =
√

Dξ ����'���)( ������� ��������8
������ 	���	������ )$!/�"��" '�$ / �� ξ�

���



S �=� P )$�'�� C������� )� � )$!/�"��C '�$ / �

� )*��) (  )������ �'���� /�)��� ���$���� � ('$(0
-�)( +���+ ���6��)� ���/�� " )$!/�"��" '�$ / �� '�0
��!& +���+�� /�)��&� �B ��� (� P�+ �� 6�$%3�# ��+
6�$%3� ���6��) ���/�� " )$!/�"��" '�$ / �� '���!&
)�����&� ���/�� (� H# ��� 6!��� ' ���  � ��$%��"3�&�#
�� ��'�� �!$-# ��&�� ���6��)� ���/�� " ���# ���� '�$ 0
/ �� *�)��(��� ) '���(���)�%- �� 5 *���� /�)� C '�*��0
)�C !��6���  )*�$%��'��% )������ �'����� /�)��� ���$�0
��� �# *�)��$%�! �&� ���+����)�% )�'*����� ) ���+����0
)�%- )$!/�"��" '�$ / ��# ' �� '��+( ��� � )*��) (  +�0
�� ���+����)�% �'������ )$!/�"��" '�$ / ���

H� �*����$�� ( ' ���# /�� �$( )!.�)�'�'�� ( � )0
*��)  ���6C�� +�# ��� + � +!+# )!.�)�'�'�� � +���0
+�� /�)��&� �B ��� (�

5 ) $! )'�")�' +���+�� /�)��&� �B ��� (

Dξ = M(ξ2 +(−2ξMξ)+(Mξ)2) = Mξ2−2(Mξ)2 +(Mξ)2.

2�� + �6����+#

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2. (14.14)

0��
�� �	
���
		�

�� ��� � ��� 
�������� ��	�	�! Dξ ≥ 0�
�� Dξ = 0 ����� 	 ������ ������ ����� ξ ��
������


 �������
�� ��
� � � � � � � � $ % ) � ' �� N)$ ξ = C ) '���(���)�%-

�# �� ξ2 = C2 ) '���(���)�%- �� <$���'���$%��# Mξ =
C, Mξ2 = C2� 5 ) $! 	�=��= Dξ = 0� 96�����# �)$ 
Dξ = M(ξ − Mξ)2 = 0# �� *� )$��)�' - � )'�")�'� �
+���+�� /�)��&� �B ��� ( (ξ−Mξ)2 = 0 ) '���(���)�%-
�# ���� ξ = Mξ = C ) '���(���)�%- �� �

���
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5*��/�+ K�� )'�")�'� +�B�� �������%#  )*�$%�!( )$�0
�!-.�� )'�")�'��

�� +���������	 .�
�E��� 0�� ���������3� ���
� ��� 
�������� ��	�	�!� 	�� ��� ������� �	
���,


	 ��	 � ��� ε > 0

P{ω : |ξ(ω) − Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2
.

H� ����'��)�'� P�6�3�'� )$��!��# /�� /�+ +��%3�
� )*��) (# ��+ +��%3� '���(���)�% 6�$%3 C ���$���� "
ξ �� Mξ�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� +��(( ����'��)�'�
P�6�3�'� �$( +���+�� /�)��&� �B ��� ( � )$!/�"��"
'�$ / �� η = (ξ − Mξ)2# *�$!/ +�

P{|ξ − Mξ| ≥ ε} = P{η ≥ ε2} ≤ Mη

ε2
=

Dξ

ε2
.

�

=� 9
�	 C : ��
�������� ��	�	��� �� D(Cξ) =
C2Dξ�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5 ) $! )'�")�' +���+�� 0
/�)��&� �B ��� (

D(Cξ) = M(Cξ − M(Cξ))2 = M [C(ξ − Mξ)]2 =

= M [C2(ξ − Mξ)2] = C2M(ξ − Mξ)2 = C2Dξ.

�

D��B��# /�+ ���+!$ ��'��% )$��!-.�� )'�")�'�#
��� + ���6C�� +�� �$( K��&� �*����$�� (�

��=
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(���������� 26$B�/	����� ���  $ �	9FF� �8
���	� �	����� �� +�B�! )$!/�"��+ '�$ / ��+ ξ  
η ����'���)( / )$�

cov(ξ, η) = M [(ξ − Mξ)(η − Mη)] = M(ξη) − Mξ · Mη.
(14.15)

E��)% '����� ��'��)�'� *�$!/���)(  � *��'�&�# �)$ 
*���+��B �% '���B�� ( ' ��!&$�C )��6��C  *� +�0
� �% )'�")�'� $ ��"��)� +���+�� /�)��&� �B ��� (�
H� �*����$�� " � )*��)   ��'�� ��  ' ���# /��
Dξ = cov(ξ, ξ)�

(���������� 26$C� <$!/�"��� '�$ / �� ξ  η
����'�-�)( ���	������	�������# �)$ cov(ξ, η) = 0�

9
�	 
������!� ��	�	�! ����	
	�! 	 	�� � ��,

����!� �������	��
�	� ��	���	�� �� ��	 ��������	,

�����!�
R�� )$��!��  � 	�=���  )'�")�'� +���+�� /�)��&�

�B ��� ( �� 96������# '��6.� &�'��(# ��'����# /��
*�����'��� ��3�� � )$��!-.�" ����/ �

>����� 3� D� '�� �� *� +�� �������$ ��'����C )$!0
/�"��C '�$ / �# ������� �� ('$(-�)( ����' ) +�+ �

�� 9
�	 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn 	�� � ��,

����!� �	
���
		� c1, c2, . . . , cn : ��
������!� ��	�	�!�

��

D

n∑
i=1

ciξi =
n∑

i=1

n∑
j=1

cicjcov(ξi, ξj) =

���
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=
n∑

i=1

c2
i Dξi +

n∑
i=1

∑
j 
=i

cicjcov(ξi, ξj) =

=
n∑

i=1

c2
i Dξi + 2

n∑
i=1

∑
j<i

cicjcov(ξi, ξj).

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5 ) $! ����'��)�'� ��3 0
�!�(��')��&�0I'����

|cov(ξi, ξj)| = |M [(ξi − Mξi)(ξj − Mξj)]| ≤

≤ M(ξi − Mξi)2M(ξj − Mξj)2 = DξiDξj

 � )!.�)�'�'�� ( ����/��C � )*��) " )$��!�� )!.�)�'�0
'�� � *�*����C ��'�� �� "� D� K��+

D

n∑
i=1

ciξi = M
[ n∑

i=1

ciξi−M

n∑
i=1

ciξi

]2
= M

[ n∑
i=1

ci(ξi−Mξi)
]2

=

= M
[ n∑

i=1

ci(ξi − Mξi)
n∑

j=1

cj(ξj − Mξj)
]

=

= M

n∑
i=1

n∑
j=1

cicj(ξi−Mξi)(ξj−Mξj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

cicjcov(ξi, ξj),

/��  ���6!��)(�

�

N)$ *�$�B �% c1 = c2 = . . . = cn = 1  )/ ���%# /��
cov(ξi, ξj) = 0 *� i �= j# �� *�$!/ +

��L
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!�������� 26$D� 9
�	 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn ������� ��������	����!� ��

D

n∑
i=1

ξi =
n∑

i=1

Dξi.

5 /�)���)� # )*��'��$ '�

!�������� 26$25� 9
�	 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn ������� ����	
	�!� ��

D
n∑

i=1

ξi =
n∑

i=1

Dξi.

D� +��(( �����+! � +���+�� /�)��+ �B ���  
�!���  �� )$!/�"��" '�$ / �� � �!���  f(x) = (x −
Mξ)2# *�$!/��+ )$��!-. � ���+!$� �$( *��)/��� � )0
*��)  �

Dξ =
∑

i

(xi − Mξ)2pi,

�)$ ξ 8 � )������( )$!/�"��( '�$ / ��#  

Dξ =

+∞∫
−∞

(x − Mξ)2pξ(x)dx,

�)$ ξ 8 �6)�$-��� ��*����'��( )$!/�"��( '�$ / ���
��B�� ���B� '�/ )$(�% � )*��) - *� ���+!$�

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2,

&�� �$( � )������" )$!/�"��" '�$ / ��

Mξ2 =
∑

i

x2
i pi,

���
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� �$( �6)�$-��� ��*����'��" )$!/�"��" '�$ / ��

Mξ2 =

+∞∫
−∞

x2pξ(x)dx.

-�	���!�
�� �$( )$!/�"��" '�$ / �� ) ��)*����$�� �+ ����!$0

$ Mξ = p� 2�� ��� ξ2 = ξ# �� Mξ2 = Mξ = p� D�K��+!
Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = p − p2 = pq�

�� D!)�% μ  +��� 6 ��+ �$%��� ��)*����$�� � ) *���0
+����+ (n, p)� 2�� ��� ��)*����$�� � μ )�'*����� ) ��)0
*����$�� �+ / )$� !)*�C�' ' )C�+� ����!$$ # � / )$�'��
C������� )� � )$!/�"��" '�$ / �� �������/�� �*����0
$(-�)( �� ������+ ��)*����$�� (# �� 6!��+ )/ ���%# /��
μ 8 / )$� !)*�C�' ' )C�+� n ����' ) +�C  )*���� " )
'���(���)�%- !)*�C� ' ����+  )*����  p� �����# *�$%0
�!()% �*����$�� �+# +� *��)/ ��$ Mμ� 2�� + B� )*�0
)�6�+ +�B�� 6��% *��)/ ����  � )*��) (� 9����� K� 
/ )$�'�� C������� )� � !��6��� )/ ���% �� *� �*����0
$�� -# � ) *�+�.%- )'�")�' +���+�� /�)��&� �B ��� (
 � )*��)  � D� +�� + *� �+# ������" /�)��  )*�$%�!0
��)( �� *���� ���

D!)�% μk 8 / )$� !)*�C�' ' k0+  )*����  # �/�' ���

μk 1 0
P p q

,

���� μ  +��� ��)*����$�� � ����!$$ � D�K��+! Mμ =
p, Dμ = pq� D�)��$%�! / )$� !)*�C�' ' n  )*���� (C
)�$���'���)(  � / )�$ !)*�C�' ' ��B��+  � K� C  )*�0
��� "# �� μ = μ1 + μ2 + . . . + μn� 5 ) $! )'�")�'� $ ��"0
��)� +���+�� /�)��&� �B ��� ( Mμ = Mμ1 + Mμ2 +

���
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. . . + Mμn = p + p + . . . + p = np� 2�� ��� ��B��( μk

)'(���� ��$%�� ) k0+  )*���� �+# �  )*���� ( ����' 0
) +�# �� )$!/�"��� '�$ / �� μ1, μ2, . . . , μn ����' ) +��
D� )$��)�' - �=��


Dμ = Dμ1 + Dμ2 + . . . + Dμn = pq + pq + . . . + pq = npq.

H���#
Mμ = np, Dμ = npq.

�� D!)�% ξ  +��� ��)*����$�� � D!�))��� ) *���+��0
��+ λ� ����� +� ��3$ # /�� Mξ = λ� ��$��#

Mξ2 =
∞∑

k=0

k2 λk

k!
e−λ =

∞∑
k=1

k2 λk

k!
e−λ = λe−λ

∞∑
k=1

k
λk−1

(k − 1)!
=

= λe−λ
∞∑

k=1

[(k − 1) + 1]
λk−1

(k − 1)!
=

= λe−λ
[
λ

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
+

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

]
=

= λe−λ(λeλ + eλ) = λ(λ + 1) = λ2 + λ.

D�K��+! Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = λ2 + λ− λ2 = λ� H���# �$(
)$!/�"��" '�$ / �� ) ��)*����$�� �+ D!�))���

Mξ = Dξ = λ,

���� *���+��� ' ��)*����$��  D!�))���  &���� ����'��0
+���� ��� ��$% +���+�� /�)��&� �B ��� (# ���  ��$%
� )*��)  �

=� N)$ ξ ��'��+���� ��)*����$��� �� ������� [a, b]#
��

Mξ2 =

b∫
a

x2 · 1
b − a

dx =
a2 + ab + b2

3
,

���
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)$���'���$%��#

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
a2 + ab + b2

3
−

[a + b

2

]2
=

(b − a)2

12
.

H� K��" ���+!$� )$��!��# /�� /�+ 6�$%3� ���6��)���
���/�� ( ��'��+����" '�$ / �� '���!& )�����&� ���/�0
� (# ���� /�+ 6�$%3� �$ �� ������� [a, b]# ��+ 6�$%3� � )0
*��) (�

�� N)$ ξ  +��� *�������$%��� ��)*����$�� � ) *���0
+����+ λ# ��

Mξ2 =

∞∫
0

x2λe−λxdx = −
∞∫
0

x2d(e−λx) = −x2e−λx
∣∣∣∞
0

+

+2

∞∫
0

xe−λxdx =
2
λ

∞∫
0

xλe−λxdx.

1�
∞∫
0

λxe−λxdx =
+∞∫
−∞

xpξ(x)dx = Mξ = 1
λ � E��/ �#

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
2
λ2

− 1
λ2

=
1
λ2

.

L� D!)�% ξ ∼ N(a, σ2)� D� $�++� � ���+�$%��+ ��)0
*����$��  ��� +�B�� 6��% *���)��'$��� ' ' ��

ξ = σξ0 + a, (14.16)

&�� ξ0 ∼ N(0, 1)� ����� +� !6�� $ )% ' ��+# /�� Mξ0 = 0�
D�K��+!

Dξ0 = Mξ2
0 =

+∞∫
−∞

x2 1√
2π

e−
x2

2 dx = −
+∞∫

−∞
x

1√
2π

d(e−
x2

2 ) =

�L
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= −x
1√
2π

e−
x2

2

∣∣∣+∞
−∞

+

+∞∫
−∞

ϕ(x)dx = 1.

5 ) $! $ ��"��)� +���+�� /�)��&� �B ��� (  � 	�=��L
)$��!��# /�� Mξ = σMξ0 + a = a� 2�� ��� ��)$!/�"��(
'�$ / �� a �� ��' ) � �� $-6�" )$!/�"��" '�$ / ��# '
/�)���)� # �� σξ0# ��  � 	�=��L# )$��)�' ( � )'�")�'� �  
)'�")�'� = '�������# /�� Dξ = σ2Dξ0+Da = σ2·1+0 = σ2�
2�� + �6����+# *���+���� ���+�$%��&� ��)*����$�� (
N(a, σ2)  +�-� )$��!-. " )+�)$� a 8 K�� +���+�� /�0
)��� �B ��� �# � σ2 8 K�� � )*��) (� D�K��+! σ  +���
)+�)$ )�����&� �'����� /�)��&� ���$���� (�

�� 2�� ��� )$!/�"��( '�$ / ��# ��)*����$����( *�
�����! ��3 # ��  +��� +���+�� /�)��&� �B ��� (# ��
��� ��  +���  � )*��)  �

>����� 4� 1�"� �� � )*��) - )$!/�"��" '�$ / ��#
 +�-.�"

� &��+��� /�)��� ��)*����$�� �Q
6 & *��&��+��� /�)��� ��)*����$�� �Q
' &�++�0��)*����$�� ��

(���������� 26$22� +�������� � �
�	�<����
��������� �	������� k8�	 �	���� ����'�-�)(
/ )$�

bk = Mξk, μk = M |ξ|k.
L���������� � �
�	�<����  ���������� �	8

������� k8�	 �	���� ����'�-�)( / )$�

ck = M(ξ − Mξ)k, νk = M |ξ − Mξ|k.

�L�
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5 /�)���)� # +���+�� /�)��� �B ��� � 8 ��� ��/�$%0
��" +�+��� *��'�&� *��(���# � � )*��) ( 8 K�� ���0
���$%��" +�+��� '����&� *��(���� D� +��� !'�$ /�� (
*��(��� +�+���� K��� +�+��� ��/ ����  &���% ')� +����
'�B�!- ��$% �$( C������� )� � ������ ��)*����$�� (�
`�����$%��� +�+���� ��/ ��-�)( ) +�+���� '����&� *�0
�(��� 	������$%��" +�+��� *��'�&� *��(��� ')�&�� ��0
'�� 
  �� ('$(��)( / )$�'�" C������� )� ��" ��)*��0
��$�� (� J�&�� '�* )��% ���+!$�# '���B�-. � ���0
���$%��� +�+���� /���� ��/�$%����

c2 = Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = b2 − b2
1,

c3 = M(ξ − b1)3 = Mξ3 − 3b1Mξ2 + 3b2
1Mξ − b3

1 =

= b3 − 3b1b2 + 3b2
1b1 − b3

1 = b3 − 3b1b2 + 2b3
1

 ����

(���������� 26$24� �������������� 	����8
���� )$!/�"��&� '������ ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ����'���)(
��)$!/�"��" '����� Mξ = (Mξ1,Mξ2, . . . ,Mξn)� ���� 0
�� ||cov(ξi, ξj)||i,j=1,n ����'���)( ����� �� �	����� ��
 $ �	����� �	��	� ����� �� )$!/�"��&� '������ ξ�

9�+�� +# /�� �� � �&���$ ��'�� �� ����" +��� ��
)��(� Dξ1,Dξ2, . . . ,Dξn� ��� +� !6�� +)( *��B�# K��
+��� �� ) ++��� /�)��(  ����� ����$%�� �*����$��0
��(�

>����� 5� D���B ��# /�� ��'�� �� ����( +��� ��
('$(��)( ) ++��� /�)��" ����� ����$%�� �*����$����"
+��� ��"�

�L�
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(���������� 26$2>� /	9FF� ����	� �	����8
 �� ����� ���������� ���������� ξ � η ����'�0
��)( / )$�

r = rξ,η =
cov(ξ, η)
σξ · ση

=
M [(ξ − Mξ)(η − Mη)]√

Dξ · Dη
.

9�+�� +# /�� ��K�� � ��� �����$(�  �*����$��#
��&�� )$!/�"��� '�$ / �� ξ  η  +�-� ��$ /��� �� �!$(
� )*��)  	' /�)���)� # ) '���(���)�%- � �� �� ��$B��
6��% *�)��(���+ �

5�'���+ ���+!$!# *�$���!- �$( !)����'$�� (
)'�")�' ��K�� � ���� �����$(�  � 5 ) $! )'�")�'� �
� )*��)  #

D
( ξ

σξ
± η

ση

)
=

1
σ2

ξ

Dξ +
1
σ2

η

Dη± 2
σξση

· cov(ξ, η) = 2(1± r).

(14.17)
0��
�� ��+**	�	���� ��������		�
�� |r| ≤ 1�
��")�' ��$%��# ��� ��� � )*��) ( $-6�" )$!/�"��"

'�$ / �� ����� ����$%��# ��  � 	�=��� )$��!��# /�� 1 ±
r ≥ 0# ���� −1 ≤ r ≤ 1�

�� |r| = 1 ����� 	 ������ ������ ����� η 	 ξ 
 ���,
����
�� 1 
����! �	������ *����	�������� ��	
	,

��
�� C η = aξ + b, a �= 0# -�	 +��� r = 1 �����
	 ������ ������ ����� a > 0� 	 r = −1 ����� 	 ������
������ ����� a < 0�

D!)�% F '���(���)�%- � η = aξ+b, a �= 0� 2�&�� Dη =
a2Dξ# )$���'���$%��# ση = |a|σξ , η − Mη = a(ξ − Mξ)#
���!�� cov(ξ, η) = M [(ξ−Mξ)(η−Mη)] = aM(ξ−Mξ)2 =

�L�
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aσ2
ξ � <$���'���$%��#

r =
aσ2

ξ

σξ · |a|σξ
=

a

|a| =

{
1, �)$ a > 0,

−1, �)$ a < 0.

96�����# *!)�% |r| = 1� N)$ r = 1# �� '�6 ��( '
	�=��� ���� :+ �!):# *�$!/ +�

D
( ξ

σξ
− η

ση

)
= 0.

D� )'�")�'! � � )*��)  K�� ����/���# /�� ) '���(���)�%-
� *� ��������+ C

ξ

σξ
− η

ση
= C,

���!��

η =
ση

σξ
· ξ − C · ση,

*� /�+ a = ση/σξ > 0�
N)$ B� r = −1# �� '�6 ��( ' 	�=��� ���� :*$-):#

*�$!/ +�

D
( ξ

σξ
+

η

ση

)
= 0.

���!�� ) '���(���)�%- � *� ��������+ C

η = −ση

σξ
· ξ + C · ση,

*� /�+ a = −ση/σξ < 0�
�� 9
�	 ��+**	�	��� ��������		 ����� ����	
	,

�!�	 
������!�	 ��	�	���	 ���������� �� �� ����

��� �
R�� )$��!��  � ���������&� ��+ �����# /�� ����' ) 0

+�� )$!/�"��� '�$ / �� ) ����/��+ +���+�� /�)� + 
�B ��� (+ ('$(-�)( �������$ ��'����+ �

�L=
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x0 x0 x0

r 1,

r -1,

y r 0 y y

r<0

x0

y

x0

y
r=1

r=-1

x0

y

>r 0

� )��

��K�� � ��� �����$(�  C������� �!�� ������� - �
$ ��"��" �!��� ���$%��" ��' ) +�)� +�B�! )$!/�"0
��+ '�$ / ��+ � P�+ 6$ B� |r| � �# ��+ 6�$%3� K��
������� (Q *� ���/�� (C |r|# 6$ �� C � 
# ����( ������0
� ( *��*������ 5 ) $! )'�")�'� � *� |r| = 1 K�� ���0
���� ( *���C�� � ' )���&!- $ ��"�!- �!��� ���$%�!-
��' ) +�)�% +�B�! )$!/�"��+ '�$ / ��+ � ��/�)�'��0
��� *���)��'$�� � � '�$ / �� ��K�� � ���� �����$(�  
+�B�� *�$!/ �% �� �)��'��  )��� )� /�)� C �����C 8
���!$%����C  �+���� " (xi, yi) ���/�� " )$!/�"��&� '��0
���� (ξ1, ξ2)#  ��6��B����C �� � )���

�L�



,JG5G �� 2N9�H� 5N�9�219<2NO

� �%� ���� ���������� �*�	$
�� �����


D!)�% ξ, ξ1, ξ2, . . . 8 )$!/�"��� '�$ / ��# �*����$�����
�� '���(���)���+ *��)����)�'� (Ω, F, P )�

(���������� 2@$2� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�%
)$!/�"��C '�$ / � (ξn) �:	���� �	 ���	��	��� �

)$!/�"��" '�$ / �� ξ 	�6����/�� � ξn
P→ ξ# �)$ �$(

$-6�&� ε > 0 P{ω : |ξn(ω)−ξ(ω)| ≥ ε} → 0 *� n → ∞�

R�� �*����$�� � )�'*����� ) �*����$�� �+ )C�� +�0
)� *� '���(���)���" +��� *�)$���'���$%��)�  �+�� 0
+�C ����) ��$%�� σ0�$&�6�� F �!��� " (ξn(ω)) �  �+�0
� +�" �!���  ξ(ω)�

E�+�� +# /�� � &!� �!-.�� ' �*����$��  ���� ���0
6�'�� � K�' '�$����� ��+!# /�� P{ω : |ξn(ω) − ξ(ω)| <
ε} → 1 *� n → ∞� 2�� + �6����+# )C�� +�)�% *� '�0
��(���)� ����/���# /�� *� 6�$%3 C n ) '���(���)�%-#
)��$% !&���� 6$ ���" � �# ξn  ξ 6!�!� )��$% !&���� +�$�
��$ /��%)( ��!& �� ��!&��

&�	���� 2@$4� -�
�� ξn
P→ a, ηn

P→ b� � ������,

��� *����	� ��� ���
�	�����!� ��������!� f(x, y)
������!��  ����� (a, b)# <���� f(ξn, ηn) P→ f(a, b)�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 2�� ��� f ��*����'�� '
��/�� (a, b)# �� �$( $-6�&� ε > 0 ��"���)( δ > 0 �����#
/�� �)$ |x − a| < δ, |y − b| < δ# �� |f(x, y) − f(a, b)| < ε�
<$���'���$%��# �)$ |f(ξn, ηn)−f(a, b)| ≥ ε# �� ���!3 �)(
C��( 6� ����  � ����'��)�' |ξn − a| < δ, |ηn − b| < δ#
���� '�*�$� �)( C��( 6� ����  � ����'��)�' |ξn − a| ≥
δ, |ηn − b| ≥ δ� D�K��+!

{ω : |f(ξn(ω), ηn(ω)) − f(a, b)| ≥ ε} ⊂

�LL
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⊂ {ω : |ξn(ω) − a| ≥ δ} ∪ {ω : |ηn(ω) − b| ≥ δ}.
D� )'�")�'�+ '���(���)� 

P{ω : |f(ξn(ω), ηn(ω)) − f(a, b)| ≥ ε} ≤

≤ P{{ω : |ξn(ω) − a| ≥ δ} ∪ {ω : |ηn(ω) − b| ≥ δ}} ≤
≤ P{ω : |ξn(ω) − a| ≥ δ} + P{ω : |ηn(ω) − b| ≥ δ}.

2�� ��� ξn
P→ a, ηn

P→ b# �� *� �*����$�� - )C�� +�)� 
*� '���(���)� ��B��� )$�&��+�� ' *��'�" /�)� *�)$��0
��&� ����'��)�'� )���+ �)( � �!$-� <$���'���$%��# *� 
��B��+ ε > 0

P{ω : |f(ξn(ω), ηn(ω)) − f(a, b)| ≥ ε} → 0.

D� �*����$�� - )C�� +�)� *� '���(���)� K�� ����/���#

/�� f(ξn, ηn) P→ f(a, b). �
D�$�&�( f(x, y) = x + y, x − y, xy, x/y# *�$!/��+

)'�")�'� *����$� *� '���(���)� # ���$�& /��� )'�"0
)�'�+ �6�/��C *����$�'�

!�������� 2@$>� 9
�	 ξn
P→ a, ηn

P→ b� ��

1) ξn + ηn
P→ a + b; 2) ξn − ηn

P→ a− b; 3) ξn · ηn
P→ a · b;

4)
ξn

ηn

P→ a

b
, �)$ b �= 0.

>����� 1� D���B ��# /�� �)$ ξn
P→ ξ, ηn

P→ η# ��

ξn + ηn
P→ ξ + η, ξn − ηn

P→ ξ − η, ξn · ηn
P→ ξ · η# �

�)$ ��*�$� ��$%�� P{ω : η(ω) �= 0} = 1# �� ξn/ηn
P→ ξ/η�

�L�
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(���������� 2@$6� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�%
)$!/�"��C '�$ / � (ξn) �:	���� �	��� ������	�
� )$!/�"��" '�$ / �� ξ 	�6����/�� � ξn

����→ ξ# �)$ 
P{ω : lim

n→∞ ξn(ω) �= ξ(ω)} = 0�

R�� �*����$�� � )�'*����� ) �*����$�� �+ )C�� +�0
)� *�/� ')-�! ����) ��$%�� '���(���)���" +��� P *�0
)$���'���$%��)�  �+�� +�C ����) ��$%�� σ0�$&�6�� F
�!��� " (ξn(ω)) �  �+�� +�" �!���  ξ(ω)�

H� ����  +���  �'�)���# /��  � )C�� +�)� *�/� 
')-�! )$��!�� )C�� +�)�% *� +���� D�K��+!  � )C�� +�0
)� *�/� ��'����� '������� )C�� +�)�% *� '���(���)� �

E�+�� +# /�� � &!� �!-.�� ' �*����$��  ���=
���6�'�� � K�' '�$����� ��+!# /�� P{ω : lim

n→∞ ξn(ω) =

ξ(ω)} = 1� 2�� + �6����+# )C�� +�)�% *�/� ��'�����
����/���# /�� ) '���(���)�%- � *�)$���'���$%��)�% ξn

)C�� �)( � ξ�

>����� %� D���B ��# /�� �)$ ξn
����→ ξ, ηn

����→ η# ��
ξn + ηn

����→ ξ + η, ξn − ηn
����→ ξ − η, ξn · ηn

����→ ξ · η# � �)$ 
��*�$� ��$%�� P{ω : η(ω) �= 0} = 1# �� ξn/ηn

����→ ξ/η�

(���������� 2@$@� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�%
)$!/�"��C '�$ / � (ξn) �:	���� � ������� �	����

p (p ≥ 1) � )$!/�"��" '�$ / �� ξ 	�6����/�� � ξn
Lp→ ξ#

�)$ M |ξn − ξ|p → 0 *� n → ∞�

N)$ Lp = Lp(Ω, F, P ) 8 $ ��"��� ���+ ��'�����
*��)����)�'� �!��� " ξ(ω)# �$( ������C ξp  ���&� �!0

�+� *� J�6�&! *� +��� P # ) ���+�" ||ξ|| = (M |ξ|p) 1
p # ��

)C�� +�)�% ' )�����+ *��(��� p ('$(��)( )C�� +�)�%-

�L�
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*� K��" ���+�� H�'�)��� ���B�# /��  � )C�� +�)� *�0
/� ')-�! �� )$��!�� )C�� +�)�% ' )�����+ *��(��� p# �
 � )C�� +�)� ' )�����+ *��(��� p �� )$��!�� )C�� +�)�%
*�/� ')-�!� <$���'���$%��# � ����  � )C�� +�)��" 	*�0
/� ��'�����  ' )�����+ *��(��� p �� ('$(��)( 6�$��
) $%��"# /�+ ��!&�(�

D� p = 2 )C�� +�)�% ' )�����+ *��(��� p ����'�-�
)C�� +�)�%- ' )�����+ �'����� /�)��+# � ��� ����# /��

ξn
L2→ ξ# ��* )�'�-� ���B� ' ' �� ξ = a� b� c�

n→∞ ξn 	abcbd be

cf\e�

>����� 2� D���B ��# /�� �)$ ξn
Lp→ ξ, ηn

Lp→ η# ��

ξn + ηn
Lp→ ξ + η, ξn − ηn

Lp→ ξ − η, ξn · ηn
Lp→ ξ · η# � �)$ 

��*�$� ��$%�� P{ω : η(ω) �= 0} = 1# �� ξn/ηn
Lp→ ξ/η�

D�����	�� H)*�$%��'��% ��� ����# /�� )C�� +�)�%
' )�����+ *��(��� p, p ≥ 1# ('$(��)( )C�� +�)�%- *�
���+� Lp�

����������� 2@$A� 9
�	 ξn
Lp→ ξ� �� ξn

P→ ξ�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5 ) $! ����'��)�'� P�6�3�'�

�$( +���+�� /�)� C �B ��� "

0 ≤ P{|ξn − ξ| ≥ ε} = P{|ξn − ξ|p ≥ εp} ≤ M |ξn − ξ|p
εp

→ 0

*� n → ∞# /��  ���6!��)(� �

(���������� 2@$B� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%0
��)�% �!��� " ��)*����$�� ( (Fn(x)) ���
	 �:	����
 $ �:	���� � 	��	��	� � ��!6�'�-.�" �!���  
F (x) 	�6����/�� � Fn(x) ⇒ F (x)# �)$ Fn(x) → F (x)

�L�
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' ��B��" ��/�� x ∈ R# ' ������" *����$%��( �!��� (
F (x) ��*����'���

E�+�� +# /�� ' !)$�' (C �*����$�� ( ���� *����$%��(
�!��� ( F (x) �� �6(����$%�� ('$(��)( �!��� �" ��)*��0
��$�� (� 1�*� +��# �)$ ξn ≡ n, Fn(x) = P{ξn < x}# ��
Fn(x) ⇒ 0# � �!��� ( F (x) ≡ 0 �� ('$(��)( �!��� �"
��)*����$�� ( 	��� ��� F (+∞) = 0 �= 1� 5 ��������C
!/�6� ��C ' �*����$��  ���� '�6��)�'���)( ���6�'�� �
+��������)� *����$%��" �!���  F # /�� +�B�� *� '�0
)� � �������!+�� (+� 5 /�)���)� # 6�� K��&� ���6�'�� (
$-6�( *�)$���'���$%��)�% �!��� " ��)*����$�� ( )$�6�
)C�� �)( � �!���  � � C$�

F (x) =

{
1, �)$ x ��� ���$%��,

0, �)$ x  ���� ���$%��,

*�)��$%�! ')� �� ��/� ('$(-�)( ��/��+ �����'�# �
+��B�)�'� ��/�� ��*����'��)� *!)��� 5 *� �(��+ ��+ 
�*����$��  +��B�)�'� ��/�� �����'� *����$%��" �!��0
�  �� 6�$�� /�+ )/����Q )$���'���$%��# +��B�)�'� ��/��
��*����'��)� ')-�! *$���� �� / )$�'�" *�(+�"� D!)�%

F ∗(x) = sup
y<x, y∈C(F )

F (y),

&�� C(F ) 8 +��B�)�'� ��/�� ��*����'��)� F (x)� ;!��0
� ( F ∗ 8 ��!6�'�-3�(  ��*����'�� )$�'�# *� /�+
�� +��B�)�'� ��/�� �����'� )�'*����� ) +��B�)�'�+
��/�� �����'� F � E��/ �# Fn(x) ⇒ F (x) ' ��+  ��$%��
��+ )$!/��# ��&�� Fn(x) ⇒ F ∗(x) 	6�$�� )���&�� ����0
����$%)�'� '�3�)�������&� *� '�� �)( ' *� $�B��  �
D�K��+!# �� �&��� / '�( �6.��)� # +�B�� )/ ���%# /��
' �*����$��  )$�6�" )C�� +�)� *����$%��( �!��� (

��
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8 ��!6�'�-.�(  ��*����'�� )$�'�� 9�� +�B��# )$���0
'���$%��# ������%)( �� �!��� �" ��)*����$�� ( ��$%��
�� )/�� ���!3�� ( )'�")�'� F (−∞) = 0, F (+∞) = 1�

(���������� 2@$C� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%0
��)�% )$!/�"��C '�$ / � (ξn) ���
	 �:	����  $ 
�:	���� �	 ������������< � )$!/�"��" '�$ / �� ξ
	�6����/�� � ξn ⇒ ξ# �)$ Fξn(x) ⇒ Fξ(x)�

&�	���� 2@$D� 9
�	 ξn
P→ ξ� �� ξn ⇒ ξ�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5'���+ �6����/�� ( Fn(x) =
Fξn(x), F (x) = Fξ(x)� D!)�% x′ < x < x′′� D���B�+# /��

F (x′) ≤ lim inf
n→∞ Fn(x) ≤ lim sup

n→∞
Fn(x) ≤ F (x′′). (15.1)

<��/�$� *���B�+# /�� F (x′) ≤ lim inf
n→∞ Fn(x)� H+��+�

F (x′) = P{ξ < x′} = P{ξ < x′, ξn < x}+
+P{ξ < x′, ξn ≥ x} ≤ P{ξn < x} + P{|ξn − ξ| ≥ x − x′} =

= Fn(x) + P{|ξn − ξ| ≥ x − x′},
���� F (x′) − P{|ξn − ξ| ≥ x − x′} ≤ Fn(x)� 2�� ��� ξn

P→ ξ#
�� P{|ξn − ξ| ≥ x − x′} → 0 *� n → ∞� <$���'���$%��#

F (x′) = lim
n→∞[F (x′) − P{|ξn − ξ| ≥ x − x′}] =

= lim inf
n→∞ [F (x′) − P{|ξn − ξ| ≥ x − x′}] ≤

≤ lim inf
n→∞ Fn(x).

2�*��% *���B�+# /�� F (x′′) ≥ lim sup
n→∞

Fn(x)� H+��+�

1 − F (x′′) = P{ξ ≥ x′′} = P{ξ ≥ x′′, ξn < x}+

���
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+P{ξ ≥ x′′, ξn ≥ x} ≤ P{ξn ≥ x}+P{|ξn − ξ| ≥ x′′−x} =

= 1 − Fn(x) + P{|ξn − ξ| ≥ x′′ − x},
���!�� F (x′′) + P{|ξn − ξ| ≥ x′′ − x} ≥ Fn(x)� D�K��0
+! F (x′′) ≥ lim sup

n→∞
Fn(x)� 2�� ��� � B� " *����$ ')�&��

+��%3� '��C��&�# �� 	���� ���������
D���C��( ' 	���� � *����$! *� x′ ↑ x, x′′ ↓ x#

*�$!/ +�

F (x) ≤ lim inf
n→∞ Fn(x) ≤ lim sup

n→∞
Fn(x) ≤ F (x + 0).

N)$ x 8 ��/�� ��*����'��)� F # �� F (x) = F (x + 0)�
<$���'���$%��# )!.�)�'!�� lim

n→∞Fn(x) = F (x)� R��

����/���# /�� Fn(x) ⇒ F (x)# ���� ξn ⇒ ξ. �

<�6 ��( '+�)�� *�$!/����� '�3� ���!$%����# *�$!0
/��+ )$��!-.!- � �&��++!# C������� �!-.!- )�����0
3�� ( +�B�! ''������+ /����%+( ' ��+ )C�� +�)� 
)$!/�"��C '�$ / ��

ï. í.

Lp

p>0

P
n

n

n n

>����� '� D� '�� �� *� +��# *�����'�-. "# /��  �
)$�6�" )C�� +�)� �� )$��!�� )C�� +�)�% *� '���(���)� �

9����� ' ��+ /�)���+ )$!/��# ��&�� *����$%��( '�0
$ / �� �� )$!/�"��# K� ' �� )C�� +�)� K�' '�$������

���
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7���� 	 ���
	� �:	���	��� � �	�������� 9
�	
ξn ⇒ C� �� ξn

P→ C�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 2�� ��� ξn ⇒ C# ��

Fn(x) = Fξn(x) →
{

1, �)$ x > C,

0, �)$ x < C.

<$���'���$%��# �$( $-6�&� ε > 0

P{|ξn − C| ≥ ε} = 1 − P{C − ε < ξn < C + ε} =

= 1 − (Fn(C + ε) − Fn(C − ε + 0)) → 1 − (1 − 0) = 0.

R�� ����/���# /�� ξn
P→ C. ��

7���� 	 ���
	� �:	���	��� F��� �� ������8
������ � ���������	� F��� ��� 9
�	 ��
����,

�������
�� *����	� ��
��������	� 
���� 
���	�
� �

������!��� *����		� �� ��� ��������� 
���	�
� ��

R � +��� *����		�

��������$%)�'� '���) �)( ' *� $�B�� �� E�+�� +#
/�� ���)% !B� *����$%��( �!��� ( ('$(��)( �!��� �"
��)*����$�� (� ��")�' ��$%��#  � +��������)� Fn(x)
)$��!�� +��������)�% F (x)� 5 ) $! $�++� ∀ε > 0 ∃N
�����# /�� ∀x ∈ R  ∀n > N '�*�$�(��)( |Fn(x) −
F (x)| < ε� D���C��( ' *�)$����+ ����'��)�'� � *����0
$! *� x → −∞  x → +∞# *�$!/ +# /�� | −F (−∞)| < ε
 |1 − F (+∞)| < ε� 5 ) $! *�� �'�$%��)� ε > 0 ��)-��
)$��!��# /�� F (−∞) = 0, F (+∞) = 1�

� �-� 5	��
� ���9�� ����

D���*�$�B +# /�� ' �� ����'�C !)$�' (C *��'�� �0
)( n ����' ) +�C  )*���� "# ' ������C  �+��(��)(

���
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��������( � � /�)��( *�)��(���( a� 96�/��  �+���� (
*��'��B��� )$!/�"��+ �3 6��+# ��� /�� ���!$%���
k0&�  �+���� ( ξk = a + δk ��$ /���)( ��  �+��(�+�"
'�$ / �� �� )$!/�"�!- �3 6�! δk, k = 1, n� D!)�%
���!$%����  �+���� " $ 3��� ) )��+�� /�)��" �3 6� #
���� )$!/�"��� '�$ / �� δk  +�-� �!$�'�� +���+�� /�0
)��� �B ��� � 	�)$ ��/%  ��� � '�'�3 '��  *����'��+
��'���# �� ���!$%���� /�)���&� *����'�� $ 3��� ) 0
)��+�� /�)��" �3 6� 8 ����+! ����'�) $# ��!&�+!
*���'�) $# �� ' )�����+ �� �6+���'���� 9/�' ���#
Mξk = a� D!��+ +��&�'���'�" *���� � *� �(�� ' ��0
/�)�'� )�����&� ���/�� (  �+��(�+�" '�$ / �� a 6���%

)������ �� �+�� /�)��� ���!$%����'  �+���� " 1
n

n∑
k=1

ξk�

5��� ���� �������" '�*��)# ��)��$%�� +�&!� ��$ /��%)(
K� '�$ / ��� X���$�)% 6�# /��6� ���� �� +�B�! � + 
6�$� +�$�# ���� /��6� ��� *� n → ∞ )���+ $�)% '
��������+ )+�)$� � �!$-� 5 6�$�� �6. C )$!/�(C#
/�+ ' ��))+�������+ *� +���# )$!/�"��� '�$ / �� ξk

+�&!�  +��% ������ +���+�� /�)� � �B ��� (� D�K��+!
''���+ )$��!-.�� �*����$�� ��

(���������� 2A$2� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�%
)$!/�"��C '�$ / � ξ1, ξ2, . . . # �*����$����C �� ����+  
��+ B� '���(���)���+ *��)����)�'� (Ω,F , P )# ��	���8
��	��� ���	�� 
	��E�: �����# �)$ 

1
n

n∑
k=1

ξk − 1
n

n∑
k=1

Mξk
P→ 0,

 �������	�� ���	�� 
	��E�: �����# �)$ 

1
n

n∑
k=1

ξk − 1
n

n∑
k=1

Mξk
����→ 0.

��=
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2�� ���  � )C�� +�)� *�/� ��'����� )$��!�� )C�� 0
+�)�% *� '���(���)� # �� �)$ *�)$���'���$%��)�% )$!0
/�"��C '�$ / � !��'$��'��(�� !) $����+! �����! 6�$%0
3 C / )�$# �� ��� !��'$��'��(�� �����! 6�$%3 C / )�$�

D� +�� ��$%�� � ��))+�������+! *� +��! *��' $�
6���% ' ��/�)�'� ���/�� (  �+��(�+�" '�$ / �� )���0
��� �� �+�� /�)���  �+���� " 6!��� �6�)��'���# �)$ 
!��)�)( �������%# /�� *�)$���'���$%��)�%  �+���� "
!��'$��'��(�� �����! 6�$%3 C / )�$� D�K��+! '��� ����
'�*��) � ��+# ��� � !)$�' ( ���� ��$�B �% �� )$!/�"���
'�$ / ��# /��6�  C *�)$���'���$%��)�% !��'$��'��($�
�����! 6�$%3 C / )�$�

&�	���� 2A$4 0���	� 
	��E�: ����� � F	���
.�
�E���3� 9
�	 (ξn) : ��
�����������
�� �����,

�� ����	
	�!� 
������!� ��	�	�� 	�� �	� �����,

�!� ��������� �� n �����	����!� �	
���
		 A�#�# 
�,

��
���� ��
������� C� ����� ��� Dξn ≤ C ��� 
��

nB� �� ��� ����������� ������ ����"	� �	
���
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 5 ) $! ����'��)�'� P�6�3�'�

 )'�")�' � )*��)   �$( ��B��&� ε > 0

0 ≤ P
{∣∣∣ 1

n

n∑
k=1

ξk − 1
n

n∑
k=1

Mξk

∣∣∣ ≥ ε
}
≤

≤
D

(
1
n

n∑
k=1

ξk

)
ε2

≤ C

nε2
→ 0.

D� �����+� :� �'!C + $ � �����C:

P
{∣∣∣ 1

n

n∑
k=1

ξk − 1
n

n∑
k=1

Mξk

∣∣∣ ≥ ε
}
→ 0.

���
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<�&$�)�� �*����$�� - )C�� +�)� *� '���(���)� K��
����/���# /�� *�)$���'���$%��)�% (ξn) !��'$��'��(��
�����! 6�$%3 C / )�$� �

&�	���� 2A$> 0���	� 
	��E�: ����� � F	���
��������3� -�
�� μ : �	
�� �
����  
���� �������	�

n : �	
�� 	
�!���	�� p : �������
�� �
����  �����

	
�!���		# <����
μ

n
P→ p.

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 96����/ + /���� μk / )$�
!)*�C�' ' k0�+  )*����  � R�� '�$ / ��  +��� ��)*����0
$�� � ����!$$ # )$���'���$%��# Dμk = pq = C� <$!/�"0
��� '�$ / �� μ1, μ2, . . . ����' ) +�   +�-� ��'��+��0
�� �&��� /����� � )*��)  � D� �����! 6�$%3 C / )�$ '
���+� P�6�3�'�

μ

n
=

1
n

n∑
k=1

μk
P→ Mμk = p.

�
�/ ��'�(# /�� pq = p(1 − p) = −(p − 1/2)2 + 1/4 ≤

1/4# ' ) $! ����'��)�'� P�6�3�'� *�$!/��+ )$��!-.!-
�����!�

P
{∣∣∣μ

n
− p

∣∣∣ ≥ δ
}
≤

D
(

μ
n

)
δ2

=
pq

nδ2
≤ 1

4nδ2
, (16.1)

������( ��+ *�����6 �)( /!�% *��B��
H� K��" �����  �����+� :� �'!C + $ � �����C:

)���! '������� ����� 6�$%3 C / )�$ ' ���+� ����!$$ �
H+���� )��� )� /�)��( !)��"/ '�)�% ����) ��$%��"

/�)���� )�6�� ( )$!B $� ��+ ��*��'��" ��/��" *� 

��L
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��) �+�� ���  '���(���)� � 5�*�$��� � ������ 6�$%0
3 C / )�$ ' ���+� ����!$$ *�����'��� ���!+��)�%
''������" ��) �+�� � #  6� ' �� ��+��C *�������# /��
' �*����$����+ )+�)$� ����) ��$%��( /�)���� )�6�� (
)��6 $ � �!��)( '���!& �&� '���(���)� # �  +����# )
'���(���)�%-# )��$% !&���� 6$ ���" � �� � ��# ���
)��$% !&���� +�$� ���$��(��)( �� K��" '���(���)� �

(���������� 2A$6� %��:��� ������	� �	����	8
�������	��� �	
���� An ����'���)( )�6�� �

lim supAn =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak.

N)$ K�� )�6�� � *�� )C�� �# �� *�� )C�� � 6�)����/0
��� / )$� )�6�� " Ak 	' *��� '��+ )$!/�� �$( ����&�0��

n �� *�� ��"���
∞⋃

k=n

Ak� 96�����# �)$ *�� )C�� �

6�)����/��� / )$� Ak# �� �$( ��B��&� n *�� )C�� �
C��( 6� ����  � )�6�� " An, An+1, . . . � 2�� + �6����+#
lim supAn 8 )�6�� �# )�)��(3�� ' ��+# /�� *�� ��"���
6�)����/�� +��&� )�6�� "  � A1, A2, . . . �

7���� �	���8/��������

1# 9
�	
∞∑

n=1
P (An) < ∞� �� P (lim supAn) = 0#

%# 9
�	
∞∑

n=1
P (An) = ∞ 	 
��!�	� A1, A2, . . . ����	,


	�!� �� P (lim supAn) = 1�
<�6�� ( A1, A2, . . . ����'�-�)( ����' ) +�+ # �)$ 

�$( $-6�&� n )�6�� ( A1, A2, . . . , An ����' ) +��

���
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� � � � � � � � $ % ) � ' �� �� 2�� ���
∞⋃

k=n

Ak ↓
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak#

��

P (lim supAn) = P
( ∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak

)
= lim

n→∞P
( ∞⋃

k=n

Ak

)
≤

≤ lim
n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0.

�� ��))+��� + �!��� - ϕ(x) = ln (1 − x) + x, 0 ≤
x < 1� 2�� ��� ϕ′(x) = x

x−1 ≤ 0# �� ϕ(x) �� '����)����#
ϕ(0) = 0# )$���'���$%��# ϕ(x) ≤ 0� H���#

ln (1 − x) ≤ −x, �)$ 0 ≤ x < 1. (16.2)

2�� ��� )�6�� ( A1, A2, . . . ����' ) +�# �� �$( $-6�0
&� N ≥ n

P
( N⋂

k=n

Ak

)
=

N∏
k=n

P (Ak).

1�
N⋂

k=n

Ak ↓
∞⋂

k=n

Ak *� N → ∞� <$���'���$%��#

P
( ∞⋂

k=n

Ak

)
= lim

N→∞
P

( N⋂
k=n

Ak

)
=

∞∏
k=n

P (Ak).

2�� ��� Ak, k ≥ 1, ����' ) +�# �� P (Ak) �= 1� H)*�$%�!(
	�L��# *�$!/ +

ln P
( ∞⋂

k=n

Ak

)
=

∞∑
k=n

ln [1 − P (Ak)] ≤ −
∞∑

k=n

P (Ak) = −∞.

���
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D�K��+! P
( ∞⋂

k=n

Ak

)
= 0� D���C��( � *��� '�*�$�B��+!

)�6�� -   )*�$%�!( )�����3�� � �'�")�'����)� # *�$!0

/ + P
( ∞⋃

k=n

Ak

)
= 1� E��/ �#

P (lim sup An) = lim
n→∞P

( ∞⋃
k=n

Ak

)
= 1.

�

5�'���+ ���� *�$����� ��)����/��� !)$�' � )C�� +�0
)� *�/� ��'������ H+��+#

ξn(ω) → ξ(ω) ��&��  ��$%�� ��&��# ��&��

∀ ε > 0 ∃ n ∈ N �����# /�� ∀ k ≥ n '�*�$�(��)(

|ξk(ω) − ξ(ω)| < ε.

D�K��+!

ξn(ω) → ξ(ω) ��&��  ��$%�� ��&��# ��&��

∀ m ∈ N ∃ n ∈ N �����# /�� ∀ k ≥ n '�*�$�(��)(

|ξk(ω) − ξ(ω)| <
1
m

.

��")�' ��$%��# �)$ !�'��B��� � '�*�$���� ∀ε > 0#
�� ��� '�*�$���� �$( ε = 1

m # � �)$ ��� '�*�$���� ∀m#
�� *�)��$%�! ∀ε > 0 ∃m �����# /�� 1

m < ε# �� |ξk − ξ| <
1
m < ε# ���� ��� '�*�$���� ∀ε > 0� E��/ �#

ξn(ω) � ξ(ω) ��&��  ��$%�� ��&��# ��&�� ∃ m ∈ N

�����# /�� ∀ n ∈ N ∃ k ≥ n, �$( ������&� '�*�$�(��)(

���
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|ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1
n

.

<$���'���$%��#

{ω : ξn(ω) � ξ(ω)} =
∞⋃

m=1

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{
ω : |ξk(ω)−ξ(ω)| ≥ 1

m

}
.

H	����	��	� ���	��� �:	���	��� �	��� �����8

�	�� 9
�	 ��� � ���� ε > 0 
���	�
� ���
∞∑

n=1
P{ω :

|ξn(ω) − ξ(ω)| ≥ ε}� �� ξn
����→ ξ�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% Aε
n = {ω : |ξn(ω) −

ξ(ω)| ≥ ε}� D� !)$�' -
∞∑

n=1
P (Aε

n) < ∞� D� $�++� ����$(0

�����$$ P (lim sup Aε
n) = 0# ���� P

( ∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Aε
k

)
= 0� <$�0

��'���$%��# ∀m ∈ N '�*�$�(��)( P
( ∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

A
1
m
k

)
= 0,

�� �� P
{
ω :

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{
ω : |ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1

m

}}
= 0 ∀m ∈

N� 9�)-�� )$��!��# /��

P{ω : ξn(ω) � ξ(ω)} =

= P
( ∞⋃

m=1

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{
ω : |ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1

m

})
≤

≤
∞∑

m=1

P
( ∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

{
ω : |ξk(ω) − ξ(ω)| ≥ 1

m

})
= 0.

�

��




S �L� E����� 6�$%3 C / )�$

��������� ���	� 
	��E�: ����� � F	��� �	8
���� 9
�	 μ : �	
�� �
����  
���� n ����	
	�!�

	
�!���	� �������	 
 �������
�� �
���� p� ��

μ

n

����→ p.

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�%

μ∗
n =

μ

n
=

1
n

n∑
k=1

μk,

&�� μk 8 / )$� !)*�C�' ' k0+  )*����  � 2�&�� Mμ∗
n =

1
nMμ = p, Dμ∗

n = 1
n2 Dμ = pq

n � 5 ) $! ����'��)�'�
P�6�3�'�

∞∑
k=1

P{|μ∗
k2 − p| ≥ ε} ≤

∞∑
k=1

Dμ∗
k2

ε2
=

pq

ε2

∞∑
k=1

1
k2

< ∞;

*� ��)����/��+! !)$�' - )C�� +�)� *�/� ��'�����
μ∗

k2

����→ p�
��$��# ∀n ∃k = k(n) �����# /�� k2 ≤ n < (k+1)2� D� 

K��+ 0 ≤ n−k2 ≤ 2k  k → ∞ *� n → ∞� <$���'���$%��#

|μ∗
n−μ∗

k2| =
∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

μj− 1
k2

k2∑
j=1

μj

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
n

k2∑
j=1

μj+
1
n

n∑
j=k2+1

μj−

− 1
k2

k2∑
j=1

μj

∣∣∣ =
n − k2

nk2

k2∑
j=1

μj +
1
n

n∑
j=k2+1

μj ≤ 2
nk

k2∑
j=1

μj+

+
1
n

n∑
j=k2+1

μj ≤ 2k
n

+
n − k2

n
≤ 4k

n
≤ 4

k
.

���
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D!)�% N = {ω : μk2(ω) → p}� 2�� ��� μk2
����→ p# ��

P (N) = 1� D�)��$%�!

0 ≤ |μ∗
n − p| ≤ |μ∗

n − μ∗
k2| + |μ∗

k2 − p| ≤ 4
k

+ |μ∗
k2 − p|

 �� +��B�)�'� N '�*�$�(��)( μk2 → p# �� *� �����+� �
�'!C + $ � �����C �� +��B�)�'� N 6!��� μ∗

n → p� R��  
����/���# /�� μ∗

n
����→ p�

�

D� '���+ 6�� ��������$%)�'� 6�$�� �6. " !) $����"
����� 6�$%3 C / )�$# /�)���+ )$!/��+ ������&� ('$(��0
)( ����� ' ���+� ����$(# � ���B� ����'��)�'�# �������
 )*�$%�!��)( *� �&� ��������$%)�'��

+���������	 /	��	�	�	��� -�
�� ξ1, ξ2, . . . , ξn :

����	
	�!� 
������!� ��	�	�!� Mξk = 0, Mξ2
k <

∞, Sk =
k∑

l=1

ξl, k = 1, n# <���� ��� � ���� ε > 0

P
{

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ ε
}
≤ MS2

n

ε2
.

��������� ���	� 
	��E�: ����� � F	��� /	�8
�	�	�	��� -�
�� ξn : ��
�����������
�� ����	
	,

�!� ��	����� ��
���������!� A�#�# 	�� �	� ��	� 	

��� �� ����� ��
��������	�B 
������!� ��	�	�# ���

����� ����!

1
n

n∑
k=1

ξk
����→ a,

���



S �L� E����� 6�$%3 C / )�$

��� a : ��������� ��
�������� �������	�� 	 ��
�����,

��� ����! 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . 	���	 ��������
�������	��
��� ��	���	� Mξk = a�

5*��/�+ ��)����/��)�% K��&� !�'��B��� ( '*��'��
6�$� �������� X �/ ��+  ��) � ���'�� � !) $����&�
������ 6�$%3 C / )�$ ' ���+� X �/ ��� D��B� +�
����B�+ �&� ) *�+�.%- ��!&�&� +����� 8 +����� C����0
��� )� /�)� C �!��� "�

5 ���$-/�� � �����" ��+� *���B�+# ��� ���� ( '�0
��(���)��" 6�$� *� +����� � �$�)) /�)��" *��6$�+� +�0
��+�� /�)��&� ���$ ��� H�'�)���( �����+� 5�"��3���)0
)� &$�) �# /�� $-6�( ��*����'��( �� ������� �!��� (
��")�' ��$%��" *���+����" +�B�� 6��% ��'��+���� *� 0
6$ B��� �� K��+ ������� +��&�/$���+ � < *�+�.%- �/�0
' ���" ��+��� *���+����" $-6�" ������� *���'�� �)( '
������� [0, 1]� D�K��+!# �� �&��� / '�( �6.��)� # ��)��0
��/�� �������% K�! �����+! �$( �!��� "# �*����$����C
�� ������� [0, 1]�

D!)�% �!��� ( f(p) ��*����'�� �� ������� [0, 1]� ��)0
)+��� + )C�+! ����' ) +�C  )*���� " ����!$$ ) '���0
(���)�%- !)*�C� p� 2�� ��� *� !) $����+! �����! 6�$%0
3 C / )�$ μ

n
����→ p# � �!��� ( f(p) ��*����'�� �� [0, 1]# ��

f
(

μ
n

)
����→ f(p)� ���+� ��&�# ��� f ��*����'�� �� [0, 1]# ��

��� �&��� /���� |f(p)| ≤ C� D� �����+� J�6�&� �6 �&��� 0
/����" )C�� +�)� 	*����$%��" *���C�� *�� �����+  �0
��&��$� J�6�&�

Mf
(μ

n

)
→ f(p),

����

f(p) = lim
n→∞Mf

(μ

n

)
=

���
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= lim
n→∞

n∑
k=0

f
(k

n

)
Ck

npk(1 − p)k = lim
n→∞Bn(p),

&��

Bn(p) =
n∑

k=0

f
(k

n

)
Ck

npk(1 − p)k 8

��� ����'��+�� +��&�/$��� ����3��"��� H���# *�)$���0
'���$%��)�% +��&�/$���' ����3��"�� )C�� �)( � ��*��0
��'��" �!���  �� [0, 1]� �$( ��������$%)�'� ��&�# /��
K�� )C�� +�)�% ��'��+����(# ���6C�� +� 6�$�� ������  )0
)$���'�� �� 2�� ��� f(p) ��'��+���� ��*����'�� �� [0, 1]#
�� ∀ε > 0 ∃ δ > 0 �����# /�� �)$ x, y ∈ [0, 1], |x − y| <
δ # �� |f(x) − f(y)| < ε�

H)*�$%�!( 6 ��+ 1%-����  �����! 	�L��# *�$!/ +�

|f(p) − Bn(p)| =
∣∣∣ n∑

k=0

[
f(p) − f

(k

n

)]
Ck

npkqn−k
∣∣∣ ≤

≤
∑

k: |k/n−p|<δ

∣∣∣f(p) − f
(k

n

)∣∣∣Ck
npkqn−k+

+
∑

k: |k/n−p|≥δ

∣∣∣f(p) − f
(k

n

)∣∣∣Ck
npkqn−k ≤ ε

n∑
k=0

Ck
npkqn−k+

+2C
∑

k: |k/n−p|≥δ

Ck
npkqn−k =

= ε + 2CP
{∣∣∣μ

n
− p

∣∣∣ ≥ δ
}
≤ ε +

C

2nδ2
. (16.3)

<��/�$� *� ε > 0 ��C�� + δ > 0# � ����+ *� ε  δ ��"��+
����� N # /��6� ∀n > N '�*�$�($�)% C

2nδ2 < ε� 2�&��  �
	�L�� ∀ε > 0 ∃N �����# /�� ∀n > N '�*�$�(��)(

sup
p∈[0,1]

|f(p) − Bn(p)| < 2ε.

��=



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

R��  ����/��� ��'��+���!- )C�� +�)�% Bn(p) � f(p)�
2�� + / )�� '���(���)���+ +�����+ ����3��"��+

6�$� �� ��$%�� *����������� �����+� 5�"��3���))�# ��
 *���$�B��� ���)��!�� '�� )�+ +��&�/$���# �**���0
) + �!-. � ��*����'�!- �!��� -�

� �.� :	�	�������������� ������	(��	
��

(	��
�� �	�������
��

� C������� )� /�)� + *���6����'�� (+ ������' ��)*��0
��$�� ( 	*���6����'�� (+ )$!/�"��C '�$ / � ����)(�0
)( ��� � *���6����'�� ( ��)*����$�� " )$!/�"��" '�$ 0
/ ��# ������� �)!.�)�'$(-� 6 ��� - +��B�)�'� ��)0
*����$�� "  +��B�)�'� �6V����'# ' ������� *���C��(�
��)*����$�� ( *� �����+ *���6����'��  � 5 /�)���)� #
*���6����'�� � �� �����&� ��)*����$�� ( ('$(��)( ��0
����+ ��)*����$�� (� D���6����'�� ( ''��(�)( �$( K�0
���� '��&�  ))$���'�� ( )!++ ����' ) +�C )$!/�"��C
'�$ / �� 96�/��  C ''��(� ��� + �6����+# /��6� *���60
����'�� � )!++� ����' ) +�C )$!/�"��C '�$ / � ��'0
�($�)% *�� �'���� - *���6����'�� " )$�&��+�C# /�� ��0
�� &��+����� *�� +!.�)�'� K� C +�����' *� )��'��� -
) *�(+�+ +�����+ # ���6!-. + *� +���� ( ���+!0
$� )'���� � ��$%3 �)�'� *���6����'�� " �)!.�)�'$(-�
'�� +��0��*����'�!- 6 ��� - ' ��+ )+�)$�# /�� �)$ 
L(ξ) 8 *���6����'�� � ξ  '�6���� �*����$����� ' ��
)C�� +�)� ' +��B�)�'� )$!/�"��C '�$ / � 	 $ ��)0
*����$�� "  ' +��B�)�'� *���6����'�� "# �� � �)$ 
ξn → ξ# �� L(ξn) → L(ξ)Q � �)$ Ln → L# �� ξ(Ln) → ξ(L)�

���
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2B$2$ /	�������	������� ��������� ���������

5 K��+ �����$� )$!/�"��� '�$ / ��# ������� +� ��
) C *�� ��))+��� '�$ # 6!��+ ����'��% ��")�' ��$%��0
+ )$!/�"��+ '�$ / ��+ �

(���������� 2B$2� /	�������	�����	�
�������	� �������	� ����'���)( ���6��B�� �
ξ : Ω → C# )��'(.�� ' )���'��)�' � ��B��+!
ω ∈ Ω ��+*$��)��� / )$� ξ(ω) = ξ1(ω) + iξ2(ω)# &��
i =

√−1; ξ1 = ξ1(ω), ξ2 = ξ2(ω) 8 ��")�' ��$%��� )$!0
/�"��� '�$ / ��� D� K��+ ξ1  ξ2 ����'�-� ������
ξ 	������������	�  ����	� )���'��)�'�����

(���������� 2B$4� �������������� 	������8
�� ��+*$��)�����/��" )$!/�"��" '�$ / �� ξ = ξ1 + iξ2

����'���)( / )$� Mξ = Mξ1 + iMξ2�

1���!��� *��(�%# /�� ')� )'�")�'� +���+�� /�)��&�
�B ��� (# ���+� )'�")�'# )'(�����C ) ����3�� �+ *�0
�(��� ' +��B�)�'� ��")�' ��$%��C / )�$# )�C���(-�)(
 �$( ��))+��� '��+�&� )$!/�(� ��$�� ��&�# )�C���(-�0
)( �� )'�")�'�# )'(������ ) ����3�� �+ *��(���# ' ����0
��� 'C��(� �� )�+ )$!/�"��� '�$ / ��# �  C +��!$ �
1�*� +��#

|Mξ| ≤ M |ξ|.

>����� 1� ����B �� K�� ����'��)�'��

(���������� 2B$>� ��+*$��)�����/��� )$!/�"���
'�$ / �� ξ1, ξ2, . . . , ξn ����'�-�)( ������������#

��L



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

�)$ $-6�� /�)�  C ('$(-�)( ����' ) +�+ +�B�!
)�6�" )$!/�"��+ '�$ / ��+ �

���������� ����� ���������������	� ��	����	
+���+�� /�)��&� �B ��� ( )�C���(��)(  ' ��+*$��)��+
)$!/���

9
�	 �������
�������!� 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn ����	
	�!� ��

M(ξ1ξ2 . . . ξn) = Mξ1Mξ2 . . . Mξn.

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��)����/�� ��))+�����%
)$!/�" n = 2# � ����+ '�)*�$%��'��%)(  ��!�� �"� D!)�%
ξ = ξ1+iξ2  η = η1+iη2 ����' ) +�� D� �*����$�� - ����
K�� ����/���# /�� ����' ) +� +�B�! )�6�" ξ1  η1# ξ1  η2#
ξ2  η1# ξ2  η2� D� +��(( +!$%� *$ ��� '��� )'�")�'� �
��")�' ��$%��+ )$!/�"��+ '�$ / ��+# *�$!/ +�

M(ξη) = M [(ξ1 +iξ2)(η1 +iη2)] = M [(ξ1η1−ξ2η2)+i(ξ1η2+

+ξ2η1)] = M(ξ1η1 − ξ2η2) + iM(ξ1η2 + ξ2η1) =

= Mξ1Mη1 − Mξ2Mη2 + iMξ1Mη2 + iMξ2Mη1 =

= (Mξ1 + iMξ2)(Mη1 + iMη2) = Mξ · Mη.

�

(���������� 2B$6� ��+*$��)�����/��( �!��� (
f : R → C# )��'(.�( ' )���'��)�' � ��")�' ��$%��+!
/ )$! x ��+*$��)��� / )$� f(x) = f1(x) + if2(x)# &��
f1, f2 8 ��")�' ��$%��� 6���$�')� � �!���  # ����0
'���)( �	�������	�����	� 
	�������	� F��� ����

���
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1�*� +��# �!���  f1(x) = zx = |z|x[cos (x · arg z) +
i sin (x · arg z)]  f2(x) = eitx = cos tx+i sin tx 8 ��+*$��)0
�����/��� 6���$�')� � �!���  # ��� ��� �6� /�)� K� C
�!��� " ('$(-�)( ��*����'��+ ��")�' ��$%��+ # �#
���/ �# 6���$�')� + �!��� (+ � N)$ f 8 ��+*$��)��0
���/��( 6���$�')��( �!��� (# ξ 8 ��")�' ��$%��( )$!0
/�"��( '�$ / ��# ��# �/�' ���# f(ξ) 8 ��+*$��)�����/0
��( )$!/�"��( '�$ / ���

���  �$( ��")�' ��$%��&� )$!/�(  +��� +�)��

&�	���� 	 
	��������: F��� �: 	� ����8
������: ��������: �������� 9
�	 ���
�	,

�����!� 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn ����	
	,

�!� f1, f2, . . . , fn : �������
�������!� ������
�	�

*����		� �� �������
�������!� 
������!� ��	�	�!

f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn) ����	
	�!�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� J-6�� /�)� ��+*$��)�����/0

��C )$!/�"��C '�$ / � f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn) ����' 0
) +� ��� ��")�' ��$%��� 6���$�')� � �!���  �� ����0
' ) +�C ��")�' ��$%��C )$!/�"��C '�$ / �� D� �*��0
��$�� - ���� f1(ξ1), f2(ξ2), . . . , fn(ξn) ����' ) +��

�

2B$4$ ?�	���	�=�� F��� ���

D!)�% ξ 8 ����� ����$%��( ��$�/ )$����( )$!/�"0
��( '�$ / ��# ���� '�$ / ��# *� � +�-.�( ���/�� ( n )
'���(���)�(+ pn (n = 0, 1, 2, . . . )�

(���������� 2B$@� ?�	���	�=�� F��� ���
 ��	�������	� �������	� �������� ξ  $ ���	�8

���



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

�	���� pn, n = 0, 1, . . . ����'���)( �!��� (

Pξ(z) = P (z) = Mzξ =
∞∑

n=0

pnzn.

��B�� )/ ���%# ' ��' ) +�)� �� !��6)�'�# *�� �'�0
�(.!- �!��� - �!��� �" ��+*$��)��"  $ ��")�' 0
��$%��" *���+����"� �$( �*����$����)� ' ��$%��"3�+
)/ ���+ P (z) �!��� �" ��+*$��)��" *���+����"� H�
�*����$�� ( )$��!��# /�� ' ��!&� )C�� +�)� ��� ('$(��0
)( ���$ � /�)��" �!��� �"� D�)��$%�! |pnzn| ≤ pn *� 

|z| ≤ 1 # �
∞∑

n=0
pn = 1 < ∞# �� �(�# �*����$(-. " *��0

 �'��(.!- �!��� -# )C�� �)( �6)�$-���  ��'��+����
' �� � /��+ ��!&�� E��/ �# *�� �'��(.�( �!��� (
�*����$��� *� ���"��" +��� �$( |z| ≤ 1  ��'���+�
���$ � /�� ' �������+ ��!&� |z| < 1�

0��
���

�� -�	 |z| ≤ 1 !�������
� |P (z)| ≤ 1� ��	��� P (1) =
1�

��")�' ��$%��# *� |z| ≤ 1  +��+ |zξ| ≤ 1# )$���'�0
��$%��# |P (z)| = |Mzξ | ≤ M |zξ| ≤ M1 = 1� ���+� ��&�#
P (1) = M1 = 1�

�� -��	������� *����	� �����
� ������� ��
���,

�����	��
��")�' ��$%��# ��K�� � ���� pn )��*����&� �(��#

�*����$(-.�&� P (z)# �������/�� ��C��(�)( ���

pn =
1
n!

P (n)(0).

���
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<$���'���$%��# *� P (z) �������/�� '�))����'$ '���)(
�(� ��)*����$�� (

ξ 0 1 2 . . . . . .

P p0 p1 p2 . . . . . .
.

�� 9
�	 ξ1, ξ2, . . . , ξn : ����	
	�!� �����	
����!�


������!� ��	�	�!� ��

Pξ1+ξ2+...+ξn(z) = Pξ1(z)Pξ2(z) . . . Pξn(z).

9/�' ���# ξ1+ξ2+. . .+ξn 8 ��$�/ )$����( )$!/�"��(
'�$ / ��� ;!��� ( f(x) = zx# ��� +� ' ��$ ' ����# ('$(0
��)( ��+*$��)�����/��" 6���$�')��" �!��� �" �� x� 2��
��� ξ1, ξ2, . . . , ξn ����' ) +�# ��  zξ1 , zξ2 , . . . , zξn ����' 0
) +�� D� )'�")�'�+ +���+�� /�)��&� �B ��� (

Pξ1+ξ2+...+ξn(z) = Mzξ1+ξ2+...+ξn = M [zξ1zξ2 . . . zξn ] =

= Mzξ1Mzξ2 . . . Mzξn = Pξ1(z)Pξ2(z) . . . Pξn(z).

=� Mξ = P ′(1), Dξ = P ′′(1) + P ′(1) − [P ′(1)]2, �
�	

��	 
���
�� ��
H�'�)���# /�� )��*����" �(� +�B�� *�/$���� � ���0

���� ��'��% ' ��!&� )C�� +�)� Q *�K��+!

P ′(z) =
∞∑

n=0

npnzn−1, (17.1)

P ′′(z) =
∞∑

n=0

n(n − 1)pnzn−2. (17.2)

N)$ ���B��)(# /�� ��� !) )C�� +�)� )���&� 6�$%3�
�# �� ' K� C ��'��)�'�C +�B�� )���! '�(�% z = 1� N)$ 

��




S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

��� !) )C�� +�)� ��'�� �# �� *� !)$�'  )!.�)�'�'�0

� ( ����/��&� Mξ =
∞∑

n=0
npn �(� 	���� )C�� �)( ' ��/��

z = 1  *� �����+� G6�$( P ′(1) ��'�� *����$! P ′(z)# ��&��
z )���+ �)( � �# �)��'�()% '�!�� �� � /��&� ��!&�� E��0
/ �  ' K��+ )$!/�� ' 	���� +�B�� *�$�B �% z = 1� 2�/0
�� ��� B� �6�)��'�'���)( '��+�B��)�% *�$�B �% z = 1
' 	����# �)$ )!.�)�'!�� ����/��( Dξ� D�$�&�( ' 	����
 	���� z = 1# *�$!/ +

P ′(1) =
∞∑

n=0

npn = Mξ,

P ′′(1) =
∞∑

n=0

n(n − 1)pn = M [ξ(ξ − 1)] = Mξ2 − Mξ.

9�)-��  )$��!-� ������'��+�� ��'��)�'��
�� �� ''�$ *��(� � *�� �'��(.�" �!���  ��0

$�/ )$����" )$!/�"��" '�$ / ��  $ '���(���)��"

pk, k = 0, 1, 2, . . . ;
∞∑

k−0

pk = 1� 2�/�� ���B� +�B��

''�)� *�� �'��(.!- �!��� -
∞∑

k=0

pkz
k / )$�'�" *�)$�0

��'���$%��)� (pk)�

&�	���� ���������	��� �� ��	���	�=�:

F��� ��� -�
�� (Pn(z) =
∞∑

k=0

p
(n)
k zk, n = 1, 2, . . . ) :

��
�����������
�� ���	�����	� *����	� �������,


���� P (z) =
∞∑

k=0

pkz
k : ���	������� *����	� ��
����,

�������
�	# ��� ����� ����! 
� lim
n→∞ p

(n)
k = pk, k =

0, 1, 2, . . . � �������	�� 	 ��
�������� ����! ��	 
��

���
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z, |z| < 1
lim

n→∞Pn(z) = P (z).

��������$%)�'� �����+� '���) �)( ' *� $�B�� ��

>������	� 1� D!)�% ξn(ω) ≡ n, n = 1, 2, . . . # ��0
&�� p

(n)
k = P{ξn = k} = δnk, Pn(z) = Pξn(z) =

zn → 0 = P (z)# ��&�� |z| < 1� D����$%��� '���(���)� 
pk = lim

n→∞ δnk = 0 �$( ')�C k = 0, 1, . . . # ���� �� �6���!-�

��)*����$�� � '���(���)��" 	
∞∑

k=0

pk = 0 �= 1� 5 �6.�+

)$!/��# �/�' ���#
∞∑

k=0

pk ≤ 1� N)$ *����6�'��%# /��6�

lim
z→1−0

P (z) = 1# ��
∞∑

k=0

pk = 1  ' *����$� *�$!/���)( ��)0

*����$�� � '���(���)��"�

<$!/�"# ��&��
∞∑

k=0

pk = p < 1# +�B��  ����*��� ��0

'��% )$��!-. + �6����+� *����$%��( )$!/�"��( '�$ / 0
�� ('$(��)( ��)�6)�'����"# ���� ) '���(���)�%- 1 − p ���
*� � +��� ��)�6)�'����� ���/�� � +∞� 5 ��))+�������+
'�3� *� +��� *����$%��( '�$ / �� *� � +��� ���/�� �
+∞ ) '���(���)�%- �� 1�)�6)�'����( )$!/�"��( '�$ / 0
�� ' ��$ / � �� )$!/�"��" '�$ / �� +�B�� *� � +��%
���/�� ( ' ��)3 �����" / )$�'�" *�(+�" R ∪ {+∞}  
�$( ���# '��6.� &�'��(# F (+∞) = p < 1� H��&�� ��)0
)+��� '�-�)( ��)�6)�'����� )$!/�"��� '�$ / ��# *� 0
� +�-3 � ���/�� ( ' R ∪ {−∞} ∪ {+∞}�

H���# +�B�! ������+ ��)*����$�� ( ��$�/ )$����C
)$!/�"��C '�$ / �  *�� �'��(. + �!��� (+ !)��0
��'$��� '�� +��0�������/���  '�� +��0��*����'���
)���'��)�' ��

���



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

-�	���!�
�� N)$ μ 8 / )$� !)*�C�' ' n  )*���� (C ����!$$ 

) '���(���)�%- !)*�C� p# �� μ =
n∑

k=0

μk# &�� μk 8 / )$�

!)*�C�' ' k0+  )*����  � 9/�' ���# p0 = P{μk = 0} =
1 − p = q, p1 = P{μk = 1} = p, pl = 0, l ≥ 2# *�K��+!

Pμk
(z) = q + pz, k = 1, n.

2�� ��� μ1, μ2, . . . , μn ����' ) +�# �� *� )'�")�'! � *��0
 �'��(. C �!��� "

Pμ(z) = Pμ1(z)Pμ2(z) . . . Pμn(z) = (pz + q)n.

9�+�� +# /�� ' �����+ )$!/�� �6$�)�% �*����$�� ( *��0
 �'��(.�" �!���  8 ')( ��+*$��)��( *$�)��)�% C� 2��
���

P ′
μ(z) = np(pz + q)n−1, P ′

μ(1) = np,

P ′′
μ (z) = n(n − 1)p2(pz + q)n−2, P ′′

μ (1) = n(n − 1)p2,

��# ' ) $! )'�")�'� = *�� �'��(. C �!��� "#

Mμ = np, Dμ = npq.

�� D!)�% ξ  +��� ��)*����$�� � D!�))��� ) *���+��0
��+ λ�

pn = P{ξ = n} =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, . . . .

2�&��

P (z) = Pξ(z) =
∞∑

n=0

λn

n!
e−λzn = e−λ

∞∑
n=0

(λz)n

n!
=

���
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= e−λeλz = eλ(z−1).

D�)��$%�! �(� 2�"$��� �$( K�)*������ )C�� �)( � ��"
'� ')�" ��+*$��)��" *$�)��)� # �� �6$�)�% �*����$�� (
*�� �'��(.�" �!���  8 ')( ��+*$��)��( *$�)��)�% C�
2�� ���

P ′(z) = λeλ(z−1), P ′(1) = λ,

P ′′(z) = λ2eλ(z−1), P ′′(1) = λ2,

��# ' ) $! )'�")�'� = *�� �'��(. C �!��� "#

Mξ = Dξ = λ.

D�� �'��(.�( �!��� ( !��6��� �$( ��C�B��� (
��)*����$�� ( )!++ ����' ) +�C ����� ����$%��C ��0
$�/ )$����C )$!/�"��C '�$ / �# /�+ ���+!$� )'���� �
D!)�%# ��*� +��# ξ  η 8 ����' ) +�� )$!/�"��� '�$ / 0
��#  +�-. � ��)*����$�� ( D!�))��� ) *���+����+ λ  
μ )���'��)�'����� 2�&�� Pξ(z) = eλ(z−1), Pη(z) = eμ(z−1)�
D� )'�")�'! � Pξ+η(z) = Pξ(z)Pη(z) = e(λ+μ)(z−1)� 1�
K�� 8 *�� �'��(.�( �!��� ( ��)*����$�� ( D!�))��� )
*���+����+ λ + μ� 1� �)��'��  )'�")�'� � ξ + η  +���
��)*����$�� � D!�))��� ) *���+����+ λ + μ�

2B$>$ M����������������� F��� ���

(���������� 2B$A� M���������������	� F���8
 ��� F$!/�"��" '�$ / �� ξ  $ ��)*����$�� ( Pξ ����0
'���)(

fξ(t) = f(t) = Meitξ =
∫
Ω

eitξ(ω)dP,

&�� i =
√−1�

��=



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

E��)%  ���&��$ �� ��+*$��)�����/��" �!���  �*��0
��$(��)( �6�/��+ �6����+# ��� + B�# ��� +���+�� /�0
)��� �B ��� � �� ��+*$��)�����/��" )$!/�"��" '�$ / 0
��� ∫

Ω

eitξ(ω)dP =
∫
Ω

cos tξ(ω)dP + i

∫
Ω

sin tξ(ω)dP.

D�� �'��( ��+��! *���+����" ξ(ω) = x# )���'��)�'!-0
.!-  �+�� +�+! ���6��B�� - ξ : (Ω,F) → (R,B)# *�0
$!/ +�

f(t) =
∫
R

eitxdPξ =
∫
R

eitxdFξ(x) =

+∞∫
−∞

eitxdFξ(x). (17.3)

D�)$��� "  ���&��$ )!.�)�'!�� ��� �6)�$-��� )C��(0
. ")(  ���&��$ � +���0<� $�%�)� �$( $-6�" )$!/�"��"
'�$ / ��#  6� |eitx| = 1# �

+∞∫
−∞

1dFξ(x) = Fξ(+∞) − Fξ(−∞) = 1.

2�� + �6����+# ' ��$ / � �� *�� �'��(.�" �!���  #
C������� �!-.�" ��$%�� ����� ����$%��� ��$�/ )$��0
��� '�$ / ��# C������� )� /�)��( �!��� ( ('$(��)(
*���6����'�� �+ !� '��)�$%��+# *� &����+ �$( $-6�"
)$!/�"��" '�$ / ���

0��
�� ��������	
�	��
�	� *����	��

�� f(0) = 1�

���
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5 )�+�+ ��$�# f(0) = Mei·0·ξ = Me0 = M1 = 1�
�� |f(t)| ≤ 1�
��")�' ��$%��# |f(t)| = |Meitξ | ≤ M |eitξ | = M1 = 1�
�� faξ+b(t) = eitbfξ(at)�
H+��+# faξ+b(t) = Meit(aξ+b) = M [eitbei(at)ξ ] =

eitbMei(at)ξ = eitbfξ(at)�
=� I�������	
�	��
��� *����	� ��������� �����,

�!�� �� 
�� �	
���� �������
R�� )'�")�'� ' ��$%��"3�+ ��  )*�$%�!��)(# *�K��+!

����+���!��)( ��3 �% )$��!-.!- ����/!�

>����� %� ����B �� )'�")�'� =�

�� 9
�	 
������!� ��	�	�! ξ1, ξ2, . . . , ξn ����	
	,

�!� ��

f n∑
k=1

ξk

(t) =
n∏

k=1

fξk
(t).

5 )�+�+ ��$�# ��� ��� ��")�' ��$%��� )$!/�"��� '�0
$ / �� ξ1, ξ2, . . . , ξn ����' ) +�# � ��+*$��)�����/��(
�!��� ( g(x) = eitx 6���$�')��(# �� ��+*$��)�����/���
)$!/�"��� '�$ / �� eitξ1 , eitξ2 , . . . , eitξn ����' ) +��
H)*�$%�!( +!$%� *$ ��� '��� )'�")�'� +���+�� /�)� C
�B ��� " ��+*$��)�����/��C )$!/�"��C '�$ / �# *�$!0
/ +�

f n∑
k=1

ξk

(t) = Me
it

n∑
k=1

ξk

= M

n∏
k=1

eitξk =

=
n∏

k=1

Meitξk =
n∏

k=1

fξk
(t).

L� 9
�	 ��� k ≥ 1 
���
���� ������!� ������ k,��
������� A�#�# M |ξ|k < ∞B� �� 
���
���� ������!���

��L



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

���	������ k,�� ������� �� ��������	
�	��
��� *���,

�		� ��	���

Mξk = (−i)kf (k)(0).

1� �)��'��  ����'��)�'� J(*!��'� 	)'�")�'� � +�0
��+�� /�)��&� �B ��� (  � )!.�)�'�'�� ( M |ξ|k < ∞
'������� )!.�)�'�'�� � M |ξ|l < ∞ �$( ')�C l < k� � �0
������ �!( l ��� *� *���+���! t ��'��)�'�

f(t) =

+∞∫
−∞

eitxdF (x),

*�$!/ +�

f (l)(t) = il
+∞∫

−∞
xleitxdF (x), l = 1, k.

��B��"  � K� C  ���&��$�' )!.�)�'!�� ��� �6)�$-�0
�� )C��(. ")(  ���&��$ � +���0<� $�%�)�� H�'�)���#
/�� � ������� ��'�� � *� *���+���! *�� �����+ ��)�60
)�'����&�  ���&��$� �������# �)$ )�+  ���&��$ )C�� �0
)(# �  ���&��$ �� *�� �'����" *� *���+���! )C�� �)( ��'0
��+����� 5 �����+ )$!/�� *� $-6�+ l = 1, k ')�  ���0
&��$� )C��(�)( ��'��+���� *� *� ����! 5�"��3���))�#
*�)��$%�!

|xleitx| ≤ |x|l, �

+∞∫
−∞

|x|ldF (x) = M |ξ|l < ∞.

5 /�)���)� # *� l = k

f (k)(t) = ik
+∞∫

−∞
xkeitxdF (x).

���
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2�� ��� �!��� ( xkeitx ��*����'�� *� *��� *���+����C
(t, x)# �� *�)$��� "  ���&��$ 	���� f (k)(t) ��*����'�� *�
*���+���! t� 1������# *�$�&�( ' *�)$����+ ��'��)�'� t =
0# *�$!/ +

f (k)(0) = ik
+∞∫

−∞
xkdF (x) = ikMξk,

���!�� Mξk = (−i)kf (k)(0)�
�� 9
�	 M |ξ|k < ∞� ��  ����
���
�	 ����	 t = 0

f(t) =
k∑

l=0

(it)l

l!
Mξl + o(|t|k).

A���
� ������ ���� 
���! ���� 1B�
D� ���+!$� 2�"$��� ) �)����/��+ /$���+ ' ���+�

D����

f(t) =
k∑

l=0

f (l)(0)
l!

tl + o(|t|k).

9)����)( *��)��' �% )-�� f (k)(0) = ikMξk�
�� f(t) = f(−t)#  ��
���
�	� �
�	 ��������	
�	,

��
��� *����	� ���
�	������� �� ��� ������ A���
�

����� ���������� ������	 �������
���� 
�������	�B�
��")�' ��$%��# f(t) = Meitξ = Meitξ = Me−itξ =

Mei(−t)ξ = f(−t)�

E�+�� +# /�� �)$ ξ 8 ����� ����$%��( ��$�/ )$��0
��( )$!/�"��( '�$ / �� ) *�� �'��(.�" �!��� �" P (z)#
�� �� C������� )� /�)��( �!��� ( ��'��

f(t) = Meitξ = M
(
eit

)ξ
= P

(
eit

)
. (17.4)

���



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

N)$ ξ 8 � )������( )$!/�"��( '�$ / ��# *� � +�-0
.�( ���/�� ( xk ) '���(���)�(+ pk# �� �$( ��� ���+!$�
	���� *��'��.���)( '

f(t) =
∑

k

eitxkpk, (17.5)

� �)$ ξ 8 �6)�$-��� ��*����'��( )$!/�"��( '�$ / ��
) *$����)�%- ��)*����$�� ( '���(���)��" p(x)# �� 8 '

f(t) =

+∞∫
−∞

eitxp(x)dx. (17.6)

-�	���!�

�� �$( )$!/�"��" '�$ / �� μ#  +�-.�" 6 ��+ �$%0
��� ��)*����$�� � ) *���+����+ (n, p)# ����� 6�$� ��"0
���� P (z) = (pz + q)n� D� ���+!$� 	���= �� C������� 0
)� /�)��( �!��� ( ��'��

f(t) =
(
peit + q

)n
.

=� �$( )$!/�"��" '�$ / �� ξ#  +�-.�" ��)*����$�0
� � D!�))��� ) *���+����+ λ# *�� �'��(.�( �!��� (
��'�� P (z) = eλ(z−1)# *�K��+!

f(t) = eλ
(
eit−1

)
.

�� D!)�% ξ0  +��� )���������� ���+�$%��� ��)*����0
$�� �� D� ���+!$� 	���L �� C������� )� /�)��( �!��� (
��'��

f(t) =

+∞∫
−∞

eitxϕ(x)dx =
1√
2π

+∞∫
−∞

eitxe−
x2

2 dx =

���
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=
1√
2π

+∞∫
−∞

cos (tx)e−
x2

2 dx. (17.7)

E��)% +� '�)*�$%��'�$ )% ���+!$�" R"$���  ��+# /��

1√
2π

+∞∫
−∞

sin (tx)e−
x2

2 dx = 0 ��� )C��(. ")(  ���&��$ ��

��/����" �!���  ' ) ++��� /��C *����$�C� � ���0
���� �!( 	����   ���&� �!( *� /�)�(+# *�$!/ +�

f ′(t) = − 1√
2π

+∞∫
−∞

x sin (tx)e−
x2

2 dx =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

sin (tx)d
(
e−

x2

2

)
=

=
1√
2π

sin (tx)e−
x2

2

∣∣∣+∞
−∞

− t√
2π

+∞∫
−∞

cos (tx)e−
x2

2 dx = −tf(t).

E������)�% � ������� ��'�� ( *� *���+���! t *��
�����+ )C��(.�&�)(  ���&��$� )$��!��  � ��'��0

+����" )C�� +�)�  ���&��$� �� x sin (tx)e−
x2

2 	'��%

|x sin (tx)e−
x2

2 | ≤ |x|e−x2

2 # � M |ξ0| < ∞� 96.�� ��3�0
� � *�$!/����&� � ������� �$%��&� !��'��� (  +���

' � f(t) = Ce−
t2

2 # ��  � ��/�$%��&� !)$�' ( f(0) = 1
	)'�")�'� � *�$!/���)( C = 1� 2�� + �6����+#

fξ0(t) = e−
t2

2 .

L� D!)�% ξ ∼ N(a, σ2)� D� $�++� � ���+�$%��+ ��)0
*����$��  ��� *���)��'$(��)( ' ' �� ξ = σξ0 + a# &��

�





S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

ξ0 ∼ N(0, 1)� D� )'�")�'! �

fξ(t) = eiatfξ0(σt) = eiat−σ2t2

2 .

;��+!$� 	���L *�����'���# /�� �$( �6)�$-��� ��*��0
��'��" )$!/�"��" '�$ / �� C������� )� /�)��( �!��0
� ( ('$(��)( *���6����'�� �+ ;!�%� �� *$����)� '���0
(���)� � H� �!��� ���$%��&� ���$ ��  �'�)���# /�� �)0
$ f ∈ L1# �� *$����)�% '���(���)� �������/�� '�))��0
��'$ '���( *� C������� )� /�)��" �!���  ��� �6���0
��� *���6����'�� � ;!�%��

p(x) =
1
2π

+∞∫
−∞

e−itxf(t)dt.

2�� ��� �!��� ( ��)*����$�� ( F (x) ' ���+!$� 	����
)�� � *�� �����+ � ������� �$�# � ���+�  ���0
&��$� ����( B�# ��� ' 	���L# �� �)��)�'���� ���'��%
C������� )� /�)�!- �!��� - f(t) *���6����'�� �+
;!�%�0<� $�%�)� �� �!���  ��)*����$�� ( F (x)� 9B 0
����)(# /��  ' �6.�+ )$!/�� �!��� ( ��)*����$�� (
�������/�� '�))����'$ '���)( *� C������� )� /�)��"
�!���  �

7���� 2B$B�
B∫
A

sinu
u du → π 	 ��������� �� a 	 b (a <

b) �����	����
� � � � � � � � $ % ) � ' �� D��'�( /�)�% )$��!��  �

 �'�)���&�  � +���+�� /�)��&� ���$ �� �����# /��  ���0

�
�
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&��$ � � C$�
+∞∫

−∞

sin u

u
du = π.

��$��#

B∫
0

sin u

u
du =

π∫
0

sin u

u
du +

2π∫
π

sinu

u
du + . . .

. . . +

π[B/π]∫
π

{
[B/π]−1

} sin u

u
du +

B∫
π[B/π]

sinu

u
du.

R�  ���&��$� !6�'�-� *� �6)�$-���" '�$ / ��# � ���� 
 C /����!-�)(# ��/ ��( )� ����� :*$-): � D�K��+!

B∫
0

sin u

u
du ≤

π∫
0

sinu

u
du = C1.

G��$�& /��#

0∫
A

sin u

u
du ≤

0∫
−π

sin u

u
du = C1.

D�K��+!

0 <

B∫
A

sin u

u
du ≤ C = 2C1.

�

�
�
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��)*����$�� (

&�	���� 	
��=��� �� :����������������:
F��� ��� -�
�� F (x) : *����	� ��
��������	�� f(t)
: 
�����
�� ��� ��������	
�	��
��� *����	�#

1# ��� � �!� ���
�	�����!� a 	 b (a < b)�  ����,
�!� F ������!���

F (b) − F (a) =
1
2π

lim
N→∞

N∫
−N

e−ita − e−itb

it
f(t)dt.

%# . ��
���
�	� �
�	 f(t) ∈ L1� �� F (x) ��
�� ���
������!��� ��	��� 
�����
�� ��� ������
�� �,

������
�	 ����

p(x) =
1
2π

+∞∫
−∞

e−itxf(t)dt.

� � � � � � � � $ % ) � ' �� �� 96����/ +

IN =
1
2π

N∫
−N

e−ita − e−itb

it
f(t)dt.

D��)��'$(( )-�� 	����  +��(( *��(���  ���&� ��'�� (#
*�$!/ +�

IN =
1
2π

N∫
−N

+∞∫
−∞

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dF (x)dt =

=
1
2π

+∞∫
−∞

[ N∫
−N

eit(x−a) − eit(x−b)

it
dt

]
dF (x) =

�
�
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=
1
2π

+∞∫
−∞

[ N∫
−N

sint(x − a) − sint(x − b)
t

dt
]
dF (x) =

=
1
2π

+∞∫
−∞

[ N(x−a)∫
−N(x−a)

sinu

u
du −

N(x−b)∫
−N(x−b)

sinu

u
du

]
dF (x).

E������)�%  �+���� ( *��(���  ���&� ��'�� ( )$��!��
 � �����+� ;!6 � #  6�

∣∣∣e−ita − e−itb

it
eitx

∣∣∣ =
∣∣∣ b∫

a

e−itxdx
∣∣∣ ≤ b − a,

�
N∫

−N

∞∫
−∞

(b − a)dF (x)dt ≤ 2N(b − a) < ∞.

D���6���!( IN # *�$!/ +�

IN =
1
2π

+∞∫
−∞

[ −N(x−b)∫
−N(x−a)

sinu

u
du +

N(x−a)∫
N(x−b)

sinu

u
du

]
dF (x) =

=
1
π

+∞∫
−∞

[ N(x−a)∫
N(x−b)

sinu

u
du

]
dF (x).

D� $�++� ����  ���&��$

N(x−a)∫
N(x−b)

sinu

u
du → g(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
π, �)$ a < x < b,
π
2 , �)$ x = a  $ x = b,

0, �)$ x < a  $ x > b.

�
=
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��)*����$�� (

 �&��� /�� ��'��+����� D� �����+� J�6�&� � *����$%��+
*���C��� '  ���&��$� J�6�&�

lim
N→∞

IN =
1
π

+∞∫
−∞

g(x)dF (x) =
1
π

+∞∫
−∞

g(x)dPξ =

=
1
π

[πPξ((a, b)) +
π

2
Pξ({a}) +

π

2
Pξ({b})] =

= Pξ((a, b)) +
1
2
(Pξ({a}) + Pξ({b})) = F (b) − F (a),

*�)��$%�! a, b 8 ��/� ��*����'��)� F # �$( ������C
Pξ((a, b)) = F (b) − F (a), Pξ({a}) = Pξ({b}) = 0�

�� D!)�%
∞∫

−∞
|f(t)|dt < ∞� 96����/ +

p(x) =
1
2π

∞∫
−∞

e−itxf(t)dt.

D� �����+� J�6�&� � *����$%��+ *���C��� *�� �����+  �0
��&��$� J�6�&� *� ��B��+ � �) ��'����+ x0 ∈ R '�0
*�$�(��)( p(x) → p(x0) *� x → x0# ���� p(x) ��*����'��(
�� R �!��� (� E��/ � ���  ���&� �!�+� �� [a, b]� N)$ 
a, b 8 ��/� ��*����'��)� F # ��# *� +��(( )��'� �����0
+! ;!6 � # *�$!/ +�

b∫
a

p(x)dx =
1
2π

∞∫
−∞

f(t)
[ b∫

a

e−itxdx
]
dt =

=
1
2π

lim
N→∞

N∫
−N

e−ita − e−itb

it
f(t)dt = F (b) − F (a).

�
�
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2�� ��� F +��������# �� ���  +��� �� 6�$�� /�+ )/�����
+��B�)�'� ��/�� �����'�� D�K��+! +��B�)�'� �� ��/��
��*����'��)� ')-�! *$���� �� ��)3 �����" / )$�'�"
*�(+�" R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}� N)$ x 8 *�� �'�$%��(
��/�� R# �� *���C��( ' *�)$����+ ��'��)�'� � *����$!#
��&�� a → −∞, b → x− 0# *� /�+ a, b �)��-�)( ��/��+ 
��*����'��)� F # *�$!/ +# /��

x∫
−∞

p(x)dx = F (x),

���� F (x) �6)�$-��� ��*����'��  p(x) 8 )���'��)�'!-0
.�( *$����)�% ��)*����$�� ( '���(���)��"�

�

!�������� 2B$C� I�������	
�	��
��� *����	� �,
����
� ������� ��
��������	� 
�������� ��	�	�!#

����	�	 
����	� ��� ���������� ���������� *����	 

��
��������	��
� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% x ∈ R� N)$ (an), (bn) 8

*�� �'�$%��� *�)$���'���$%��)� ��/�� ��*����'��)� 
F # ��� � /�� an → −∞, bn → x − 0# �� ���/�� � �!��0
�  ��)*����$�� ( ' ��/�� x �������/�� �*����$(��)(
�����)�(+ ���/�� " �!���  ��)*����$�� ( ' ��/��C
�� ��*����'��)� ���

F (x) = lim
n→∞[F (bn) − F (an)],

� ' )'�- �/����% K� �����)� *� ���+!$� �6��.�� ( ��0
�����/�� �*����$(-�)( C������� )� /�)��" �!��� �"�

�

�
L



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

X������� )� /�)��( �!��� ( !��6�� �$( ��C�B��0
� ( ��)*����$�� " )!++ ����' ) +�C )$!/�"��C '�$ 0
/ ��

-�	���!�

�� D!)�% ξ  η ����' ) +�# ξ ∼ N(a, σ2), η ∼ N(b, τ2)�
2�&��

fξ(t) = eita−σ2t2

2 , fη(t) = eitb− τ2t2

2 .

1� �)��'��  )'�")�'� � C������� )� /�)� C �!��� "

fξ+η(t) = fξ(t)fη(t) = eit(a+b)− (σ2+τ2)t2

2 .

1� K�� 8 C������� )� /�)��( �!��� ( ���+�$%��&� ��)0
*����$�� ( ) *���+����+ (a + b, σ2 + τ2)� 5 ) $! )$��0
)�' ( ���� K�� ����/���# /�� ξ + η ∼ N(a + b, σ2 + τ2)�

���+��! !��$�)% �������% 6�$�� )$�B��� �6������
!�'��B��� ��

&�	���� /������� 9
�	 
���� ��� ����	
	�!�

������!� ��	�	� 	���� ���������� ��
��������	��

�� ������ 	� +�	� 
������!� ��	�	� 	���� �������,

��� ��
��������	��

�� D!)�% ξ  η ����' ) +�   +�-� ��)*����$�� �
D!�))��� ) *���+����+ λ  μ )���'��)�'����� 2�&��

fξ(t) = eλ
(
eit−1

)
, fη(t) = eμ

(
eit−1

)
� D� )'�")�'! �

fξ+η(t) = fξ(t)fη(t) = e(λ+μ)
(
eit−1

)
.

1� K�� 8 C������� )� /�)��( �!��� ( ��)*����$�� (
D!�))��� ) *���+����+ λ + μ� 5 ) $! )$��)�' ( ����

�
�
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ξ + η  +��� ��)*����$�� � D!�))��� ) *���+����+ λ + μ�
5*��/�+# K�� *�'����� � ��))!B��� "# �������  )0
*�$%��'�$ )% �$( !)����'$�� ( K��&� ����� ) *�+�.%-
*�� �'��(. C �!��� "� H+��� +�)��

&�	���� ����	��� 9
�	 
���� ��� ����	
	�!�


������!� ��	�	� 	���� ��
��������	� -��

���� ��

������ 	� +�	� 
������!� ��	�	� 	���� ��
�������,

�	� -��

����

5 ���$-/�� � *� '���+ '�B��� �$( ��������$%)�'�
*����$%��C �����+ !�'��B��� (# !)����'$ '�-. � '��0
 +�!- ��*����'��)�% )���'��)�' ( +�B�! �!��� (+ 
��)*����$�� (  C������� )� /�)� + �!��� (+ � D� 
K��+ �$( �!��� " ��)*����$�� ( '�6 ����)( )$�6�(
)C�� +�)�%# � �$( C������� )� /�)� C �!��� " 8 *���0
/�/��( )C�� +�)�%�

?��� ��	���� ���������	��� �� :����8
������������: F��� ��� -�
�� (Fn(x)) : ��,

�����������
�� *����	� ��
��������	�� (fn(t)) :

��
�����������
�� 
�����
�� �	� ��������	
�	,

��
�	� *����	�� F (x) : *����	� ��
��������	�� f(t) :

�����
�� ��� ��������	
�	��
��� *����	�# 9
�	

Fn(x) ⇒ F (x)� �� fn(t) → f(t) ��� ������� t ∈ R�

(
����� ��	���� ���������	��� �� :����8
������������: F��� ��� -�
�� (fn(t)) : ��
����,

�������
�� ��������	
�	��
�	� *����	�� (Fn(x))
: 
�����
�� ��� ��
�����������
�� *����	�

��
��������	� 	 ��� ������� t fn(t) → f(t)� ��	���
f(t) ������!��  &# <���� f(t) : ��������	
�	��
���

�
�



S ��� X������� )� /�)� � *���6����'�� ( ������'
��)*����$�� (

*����	�� 	� �
�	 F (x) : 
�����
�� ��� *����	�

��
��������	�� �� Fn(x) ⇒ F (x)�

��������$%)�'� �����+ ��*����'��)� '���) �)( '
*� $�B�� ��

2B$6$ ?��	
���	����� 7������8!���������

5+�)�� *���6����'�� ( ;!�%� �$( �!��� "# �6��0
.�-. C)( ' 
 �� ��� ����$%��" *�$!�) # !��6��� *� 0
+��(�% *���6����'�� � J�*$�)�� 2�/�� ��� B� �$(
����� ����$%��C )$!/�"��C '�$ / � !��6���  )*�$%��0
'��% �� C������� )� /�)� � �!���  # � *���6����'�� �
J�*$�)�0<� $�%�)�� R�� *���6����'�� � ��C�� � �����0
�6������ *� +���� ( ' ���!����" +���+�� ��# ����  
����B��)� # ����  +�))�'�&� �6)$!B '�� (  ��!& C
*� �$����C � )� *$ ��C�

D!)�% ξ 8 ����� ����$%��( )$!/�"��( '�$ / ���
9/�' ���# Fξ(x) = 0 �$( x ≤ 0�

(���������� 2B$D� ?��	
���	������ 7������8
!�������� 	� F��� �� ������������ Fξ(x)  $ 	�
�������	� �������� ξ ����'���)(

φ(s) = φξ(s) = Me−sξ =

∞∫
0

e−sxdFξ(x).

G�&!+��� s +�B�� )/ ���% ��")�' ��$%��+  $ ��+0
*$��)��+� �$( �*����$����)� )/ ���+ s ��+*$��)��+�

N)$ Re s ≥ 0# �� |e−sx| = e(−Re s)x ≤ 1# �
∞∫
0

dFξ(x) = 1�

�
�
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2�� + �6����+# �$( $-6�" ����� ����$%��" )$!/�"��"
'�$ / �� *���6����'�� � J�*$�)�0<� $�%�)� �*����$�0
�� *� ���"��" +��� ' *�$!*$�)��)� Re s ≥ 0� ��B��
*������%# /�� φ(s) ('$(��)( ���$ � /�)��" �!��� �" *�
���"��" +��� ' *�$!*$�)��)� Re s > 0�

0��
�� �����������	� =����
�,0�	����
��

�� |φ(s)| ≤ 1 ��	 Re s ≥ 0�
�� φ(0) = 1�
�� 9
�	 �����	�������!� 
������!� ��	�	�!

ξ1, ξ2, . . . , ξn ����	
	�!� ��

φξ1+ξ2+...+ξn(s) = φξ1(s)φξ2(s) . . . φξn(s).

=� 9
�	 
���
���� Mξ2 < ∞� ��
Mξ = −φ′(0), Dξ = φ′′(0) − [φ′(0)]2.

��������$%)�'� 8 *�/� ��)$�'��� *�'����� � ���0
$�& /��C )'�")�' C������� )� /�)� C �!��� "�

>����� 2� ����B �� K� )'�")�'��

>����� '� ����B ��# /�� ' *�$!*$�)��)� Re s > 0

φ(s) = s

∞∫
0

F (x)e−sxdx.

�$( *���6����'�� ( J�*$�)�0<� $�%�)� +�B�� '�'�0
)� ���+!$!# *���6�!- ���+!$� �6��.�� ( �$( C������0
� )� /�)� C �!��� "#  !)����' �% '�� +�� �������/���

��




S ��� `�����$%��( *����$%��( �����+�

 '�� +�� ��*����'��� )���'��)�' � +�B�! �!��� (+ 
��)*����$�� (  *���6����'�� (+ J�*$�)�0<� $�%�)�
����� ����$%��C )$!/�"��C '�$ / �� D� K��+# ���  '
)$!/�� C������� )� /�)� C �!��� "# ' +��B�)�'� �!��0
� " ��)*����$�� ( '�6 ����)( )$�6�( )C�� +�)�%# � '
+��B�)�'� *���6����'�� " J�*$�)�0<� $%�%�)� 8 *���0
/�/��( )C�� +�)�%�

5 ��/�)�'� *� +��� ��"��+ *���6����'�� � J�*$�)�0
<� $�%�)� )$!/�"��" '�$ / �� ξ#  +�-.�" ��)*����$�0
� � R�$��&� k0&� *��(��� ) *���+����+ λ� N)$ ξl, l =
1, k,  +�-� *�������$%��� ��)*����$�� � ) *���+����+ λ#
��  C *���6����'�� ( J�*$�)�0<� $�%�)� ��'��

φξl
(s) =

∞∫
0

e−sxd(1 − e−λx) =

∞∫
0

e−sxλe−λxdx =

=
λ

λ + s
, l = 1, k.

2�� ��� ξ = ξ1 + ξ2 + . . . + ξk  )$�&��+�� ����' ) +�# ��
*� )'�")�'! �

φξ(s) = φξ1(s)φξ2(s) . . . φξk
(s) =

[ λ

λ + s

]k
.

� �/� ;�
��	�
	� ������
	� ������	

`�����$%��( *����$%��( �����+� ('$(��)( ��� +  � '�)0
3 C ��)� B�� " /�$�'�/�)��&� &�� ( ' ����  '���(�0
��)��"� 9�� *��'�$(�� )/ ���% '� +��& C )$!/�(C# /��
*� 6�$%3�+ / )$� )$�&��+�C )!++� ����' ) +�C )$!0
/�"��C '�$ / � 6!�!�  +��% ���+�$%��� ��)*����$�� ��

���
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D�*���� ��������$%)�'� K��" �����+� *� �� 6�$�� 3 0
��� C *���*�$�B�� (C �����$� �&��+��� '$ (� � �� ���0
' � � ���$ � /�)� C +�����' ����  '���(���)��"�

�$( ��+��)����  �)��'��C  ��"# *� +��(�+�C '
��������$%)�'�C# ��/��+ �� ) K��" �����+�# � !)����' +
����� 6�$%3 C / )�$ ' ���+� X �/ ���

2C$2$ I��	� 
	��E�: ����� � F	��� M�������

&�	���� M������� -�
�� (ξn) : ��
���������,

��
�� ����	
	�!� ��	����� ��
���������!� 
�����,

�!� ��	�	�� 	�� �	� �������� �������	��
��� ��	,
���	� Mξn = a# <����

1
n

n∑
k=1

ξk
P→ a.

� � � � � � � � $ % ) � ' �� 96����/ + /���� f(t) C������0
� )� /�)�!- �!��� - )$!/�"��C '�$ / � ξ1, ξ2, . . . 	���
��� K� '�$ / ��  +�-� ���!  �! B� �!��� - ��)*��0
��$�� (# �� ��  +�-� ���!  �! B� C������� )� /�)�!-
�!��� -� �/ ��'�( ����' ) +�)�% K� C )$!/�"��C '�0
$ / �  *� +��(( )'�")�'� C������� )� /�)� C �!��0
� "# *�$!/ +�

f
1
n

n∑
k=1

ξk

(t) = f n∑
k=1

ξk

( t

n

)
=

[
f
( t

n

)]n
. (18.1)

2�� ��� M |ξk| < ∞# ��# *� +��(( )'�")�'� � C������� 0
)� /�)� C �!��� "# *� t → 0  +��+

f(t) = 1 + ita + o(|t|).

���



S ��� `�����$%��( *����$%��( �����+�

<$���'���$%��# *� � �) ��'����+ t ∈ R  n → ∞

f
( t

n

)
= 1 +

ita

n
+ o

( 1
n

)
. (18.2)

D��)��'$(( 	���� ' 	����  *� +��(( '����" ��+�/���$%0
��" *����$# *�$!/ +# /��

f
1
n

n∑
k=1

ξk

(t) =
[
1 +

ita

n
+ o

( 1
n

)]n → eita = fa(t),

&�� fa(t) 8 C������� )� /�)��( �!��� ( ��)$!/�"��" '�0
$ / �� a� D� �6�����" �����+� ��*����'��)� �$( C�0
������ )� /�)� C �!��� "

F
1
n

n∑
k=1

ξk

(x) ⇒ Fa(x), ����
1
n

n∑
k=1

ξk ⇒ a.

D� $�++� � )$�6�" )C�� +�)� � ���)����� *���&���� ��

1
n

n∑
k=1

ξk
P→ a.

�

<��'� '�( ������ 6�$%3 C / )�$ ' ���+� P�6�3�'�
 ' ���+� X �/ ��# ' � +# /�� � �� �  C � C �� '�$�0
��'���)( ' ��!&�"� P�6�3�')� " ����� �� ���6!�� �� 0
����'�" ��)*����$����)� )$!/�"��C '�$ / � 	) $%���
C �/ ��')��&� ������# �� C �/ ��')� " ����� �� ���6!0
�� )!.�)�'�'�� (  ��'��+����" �&��� /����)� � )*��0
) " 	) $%��� /�6�3�')��&� �������

���
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2C$4$ L��������� ��������� ��	���� ��
	�����	�	 �������������: ��������: ��������

L��������� ��������� ��	����� -�
�� (ξn)
: ��
�����������
�� ����	
	�!� ��	����� ��
�����,

����!� 
������!� ��	�	�� 	�� �	� ������!� Mξn = a

	 Dξn = σ2� 	 ��
�� Sn =
n∑

k=1

ξk, n = 1, 2, . . . # <����

��������� �� x ∈ R

FSn−na
σ
√

n
(x) = P

{Sn − na

σ
√

n
< x

}
→ N(x),

��� N(x) : *����	� 
����������� ����������� ��
���,

�����	��
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 1� �&��� / '�( �6.��)� 

6!��+ )/ ���%# /�� a = 0 	 ��/� ���� *���"� � )$!/�"0
��+ '�$ / ��+ ξ′n = ξn−a� 96����/ + /���� f(t) C����0
��� )� /�)�!- �!��� - )$!/�"��C '�$ / � ξ1, ξ2, . . . #  #
���+� ��&�# *!)�% ζ = Sn

σ
√

n
� �/ ��'�( ����' ) +�)�% K� C

)$!/�"��C '�$ / �  *� +��(( )'�")�'� C������� )� 0
/�)� C �!��� "# *�$!/ +�

fζn(t) = f§n

( t

σ
√

n

)
=

[
f
( t

σ
√

n

)]n
. (18.3)

2�� ��� M |ξk|2 < ∞# ��# *� +��(( )'�")�'� � C������� 0
)� /�)� C �!��� "# *� t → 0  +��+

f(t) = 1 − σ2t2

2
+ o(|t|2).

<$���'���$%��# *� � �) ��'����+ t ∈ R  n → ∞

f
( t

σ
√

n

)
= 1 − t2

2n
+ o

( 1
n

)
. (18.4)

��=
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D��)��'$(( 	���= ' 	����  *� +��(( '����" ��+�/���$%0
��" *����$# *�$!/ +# /��

fζn(t) =
[
1 − t2

2n
+ o

( 1
n

)]n → e−
t2

2 = fξ0(t),

&�� fξ0(t) 8 C������� )� /�)��( �!��� ( )$!/�"��" '�0
$ / �� ξ0 ∼ N(0, 1)� D� �6�����" �����+� ��*����'��0
)� �$( C������� )� /�)� C �!��� "

Fζn(x) ⇒ N(x),

&�� N(x) 8 �!��� ( )���������&� ���+�$%��&� ��)0
*����$�� (� D� $�++� � )$�6�" )C�� +�)� �!��� "
��)*����$�� ( � ��*����'��" �!���   � *(��������&�
*���&���� K�� )C�� +�)�% ��'��+����(� �

>������	� 1� ��'��B��� � ������$%��" *����$%��"
�����+� +�B�� ��* )��% ' K�' '�$�����" ���+�� ��	
n → ∞ ��������� �� 
�� α, β ���	�� ��� −∞ ≤ α <
β ≤ +∞

P{α ≤ Sn − na

σ
√

n
≤ β} →

β∫
α

ϕ(x)dx =

= Φ(β) − Φ(α) = N(β) − N(α). (18.5)

��")�' ��$%��# �)$ '�*�$���� !�'��B��� � ������$%0
��" *����$%��" �����+�# �� ��'��+���� *� β *� n → ∞

P
{Sn − na

σ
√

n
< β

}
→ N(β).

2�� ���

lim
n→∞P

{Sn − na

σ
√

n
= β

}
= lim

n→∞ lim
m→∞P

{
β ≤ Sn − na

σ
√

n
< β+
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+
1
m

}
= lim

m→∞ lim
n→∞P

{
β ≤ Sn − na

σ
√

n
< β +

1
m

}
=

= lim
m→∞

[
N

(
β +

1
m

)
− N(β)

]
= 0,

�� ��'��+���� *� β *� n → ∞

P
{Sn − na

σ
√

n
≤ β

}
→ N(β).

D�)��$%�! '���B�� � ' $�'�" /�)� �� ��' ) � �� α#
K�� )���+$�� � 6!��� ��'��+����+ *� α, β� G��$�& /��
*� n → ∞ ��'��+���� *� α, β

P
{Sn − na

σ
√

n
< α

}
→ N(α),

D�K��+! �$(

P{α ≤ Sn − na

σ
√

n
≤ β} =

= P
{Sn − na

σ
√

n
≤ β

}
− P

{Sn − na

σ
√

n
< α

}
'�*�$�(��)( 	�����

96�����# �)$ '�*�$���� 	����# ��# 6��( ' ��+ α =
−∞, β = x# *�$!/ + !�'��B��� � ������$%��" *����$%0
��" �����+��

2�*��%  ���&��$%��( *����$%��( �����+� �!�'��0
J�*$�)� ('$(��)( )$��)�' �+ ������$%��" *����$%��"
�����+�� 1�*�+� + ���+!$ ��'�!�

)���������� ��	���� ������87������� -�
��
 
���� �������	 0 < p < 1# <���� ��������� �� 
�� a
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	 b ���	�� ��� −∞ ≤ a < b ≤ +∞

lim
n→∞P

{
a ≤ μ − np√

npq
≤ b

}
=

b∫
a

ϕ(x)dx = Φ(b) − Φ(a) =

= N(b) − N(a).

� � � � � � � � $ % ) � ' �� N)$ μk 8 / )$� !)*�C�'
' k0+  )*����  # �� (μk) 8 *�)$���'���$%��)�% ����' 0
) +�C �� ����'� ��)*����$����C )$!/�"��C '�$ / �
) ����/��+ Mμk = p, Dμk = pq# ���� !��'$��'��(0
�� !)$�' (+ ������$%��" *����$%��" �����+�� D� 
K��+ Sn = μ, a = p, σ2 = pq� 9)����)( *� +�� �%
������$%�!- *����$%�!- �����+! ) ���+!$ ��'��" ��
���$-/�� ( ' ���+� 	����� �

>������	� %� 5 ) $! ������$%��" *����$%��"
�����+� *� 6�$%3 C n )$!/�"��( '�$ / �� Sn−na

σ
√

n
*� 0

6$ B����  +��� )���������� ���+�$%��� ��)*����$�� ��
D� $�++� � ���+�$%��+ ��)*����$��  )$!/�"��( '�$ 0
/ �� Sn  +��� *� 6$ B���� ���+�$%��� ��)*����$�� �
) *���+����+ (na, nσ2)� 5 K��+ )$!/�� &�'��(�# /�� ���
������	������� �	������� ) K� + *���+����+ �

>������	� 2� D�$�&�( ' *� 6$ B����" ���+!$�

P
{
α ≤ Sn − na

σ
√

n
≤ β

}
≈ Φ(β) − Φ(α)

α = −t, β = t# *�$!/ +# ' /�)���)� # /��

P
{∣∣∣Sn − na

σ
√

n

∣∣∣ ≤ t
}
≈ 2Φ(t). (18.6)
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2C$>$ ?���������  ��������	� ��������	�
��	���� � ���
������	�� ���������<

��������	��

D���*�$�B +# /�� ���6C�� +� *� 6$ B���� '�/ )0
$ �%  ���&��$

I =

b∫
a

f(x)dx,

&�� −∞ ≤ a < b ≤ +∞� N)$ C��% �� �  � *����$�'
 ���&� ��'�� ( 6�)����/��# �� 6!��� *���*�$�&��%)(# /��
 ���&��$ )C�� �)( �6)�$-���� D!)�% p(x) 8 ��������(

*$����)�% '���(���)� # ���� p(x) ≥ 0  
+∞∫
−∞

p(x)dx = 1#

*� /�+ p(x) > 0 �$( x ∈ [a, b]  p(x) = 0 ' *��� '��+
)$!/��� 2�&��

I =

b∫
a

ϕ(x)p(x)dx, &�� ϕ(x) =
f(x)
p(x)

.

���*����$(( �!��� - ϕ(x) '�� ������� [a, b] *�� �'�$%0
��+ �6����+# *�$!/ +�

I =

+∞∫
−∞

ϕ(x)p(x)dx. (18.7)

H���# ����/� )'�$�)% � '�/ )$�� -  ���&��$� 	�����
D!)�% ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . 8 ����' ) +�� )$!/�"��� '�$ 0
/ �� ) ����"  ��" B� *$����)�%- '���(���)� p(x)� 2�0
&�� )$!/�"��� '�$ / �� η1 = ϕ(ξ1), η2 = ϕ(ξ2), . . . , ηn =
ϕ(ξn), . . . ����' ) +� 	��� 6���$�')� � �!���  �� ����0
' ) +�C )$!/�"��C '�$ / �  �� ����'� ��)*����$����

���
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D� �����+� � +���+�� /�)��+ �B ���  �!���  �� )$!0
/�"��" '�$ / ��

Mηk =

+∞∫
−∞

ϕ(x)p(x)dx = I.

D� �����! 6�$%3 C / )�$ ' ���+� X �/ �� 1
n

n∑
k=1

ηk
P→ I�

D�K��+! *� 6�$%3 C n

I ≈ 1
n

n∑
k=1

ηk =
1
n

n∑
k=1

ϕ(ξk). (18.8)

D�$!/ $ *� 6$ B���!- ���+!$! �$( '�/ )$�� (  ���0
&��$�� �$( ��+*%-����' �����6����� )���������� *��0
&��++�# *��'�$(-. � +���$ ��'��% ����' ) +�� )$!0
/�"��� '�$ / �� ) �������" *$����)�%- '���(���)� �
��� +� ' � +# �����" �$&�� �+ '�/ )$�� ( �/��%
*��)�� 9����� B�$���$%��# /��6� ������$ ��'�$�)% ��0
�����( ��/��)�% '�/ )$�� "� �$( ��&�# /��6� K�� )��$�
'��+�B��+# ��*�$� ��$%�� *���*�$�B +# /�� )!.�)�'!0
��

Mη2
1 =

b∫
a

[ϕ(x)]2p(x)dx < ∞.

2�&�� σ2 = Dη = Mη2 − (Mη)2 < ∞# ���� *�)$���'���$%0
��)�% )$!/�"��C '�$ / � (ηn) !��'$��'��(�� !)$�' (+
������$%��" *����$%��" �����+�� H)*�$%�!( 	���L *� 
t = 3  ��6$ �� �!���  J�*$�)�# *�$!/ +�

P
{∣∣∣

n∑
k=1

ηk − nI

σ
√

n

∣∣∣ ≤ 3
}
≈ 2Φ(3) ≈ 0.997.
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E��/ �# *���� /�)� ��)��'����# /��∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

ηk − I
∣∣∣ ≤ 3σ√

n
.

2�� + �6����+# *� *� +����  *� 6$ B����" ���+!$�
	���� �3 6�� '�/ )$�� "  +��� *��(��� 1√

n
�

��)�� �)�'�+ �����&� +����� ('$(��)( �/��% *��)��"
�$&�� �+ '�/ )$�� (# ����)����� 8 +��$����( )����)�%

)C�� +�)� 	*��(��� O
(

1√
n

)
# ' )'(� ) /�+ *� C�� �)(

+���$ ��'��% �/��% 6�$%3�� / )$� ����' ) +�C )$!/�"0
��C '�$ / � ) �����" *$����)�%- '���(���)� � 9�����
*�  )*�$%��'��  ��+*%-���� )$!/�"��� '�$ / �� ��0
+��(-�)( �� ��� ����'��+�� *)�'��)$!/�"��� '�$ / 0
��# �$( ������C# ��/ ��( ) ��������&� ��+��� ��/ ��0
�� *�'���(�%)( ��������" ������� ηN , ηN+1, . . . , ηN+K−1

*�)$���'���$%��)� (ηn)� D�K��+! ���� ��6�� �%)( � ��+#
/��6� �$ �� *�� ��� K  �$ �� ������� �*�� �� /��)� 
N +K−1 6�$ ��)����/�� 6�$%3 + 	/��6� *� '�/ )0
$��  �� *� +��($ )% *�'���(-. �)( ���/�� ( )$!/�"0
��C '�$ / � ηk�

<$��!�� ��+�� �%# /�� *�)�������" ��+ �$&�� �+
�$( '�/ )$�� ( ����������&�  ���&��$� *���� /�)� ��
 )*�$%�!��)(# �  )*�$%�!-�)( �$�)) /�)� � )*�)�6� '�0
/ )$�� (� 1� ��3 ��))!B��� ( ��*!)��-� *��)�!- +�0
� � ��� -# �)$ ���� '�/ )$ �% ������"  ���&��$

I =
∫

· · ·
∫

D

f(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn.

5 K��+ )$!/�� ���6C�� +� +���$ ��'��% ����' ) +��
)$!/�"��� '������ ξ1, ξ2, . . . ) *$����)�%- ��)*����0
$�� (# )�)������/����" ' �6$�)� D  )���&� *�$�0
B ��$%��" ' K��" �6$�)� � N)$ ���6C�� +� )/ ���%

��
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 ���&��$� 6�$%3�" ������)� # ��# ��� *�����$ �*��
� � ��'0(���. ��'# �$�)) /�)� � *��C��� *� +��(�%
��'��+�B��# � �� �)�'����" )*�)�6 '�/ )$�� ( 8 *� 0
+�� �% �* )���!- '�3� *�����!�!� ������ ����&� ����
��)(� ���'�� � ���	�	� �������������: ���������
 $ ���	�	� �	���8/���	�

2C$6$ L��������� ��������� ��	���� � F	���:
7����
����8������� � 7���	���

9����'���)(# ���6�'�� � �� ����'�" ��)*����$����0
)� )$!/�"��C '�$ / � ' ������$%��" *����$%��" �����0
+� +�B�� )!.�)�'���� �)$�6 �%�

D!)�% ξ1, ξ2, . . . 8 *�)$���'���$%��)�% ����' ) +�C
)$!/�"��C '�$ / � ) ����/��+ +�+����+ '����&�

*��(���# ak = Mξk, σ2
k = Dξk, Sn =

n∑
k=1

ξk, D2
n =

=
n∑

k=1

σ2
k, Fk(x) = Fξk

(x) 8 �!��� ( ��)*����$�� (

)$!/�"��" '�$ / �� ξk (k = 1, 2, . . . )�

(���������� 2C$2� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�%
)$!/�"��C '�$ / � (ξn) !��'$��'��(�� ���	��< 7��8
��
����# �)$ �$( $-6�&� ε > 0

1
D2

n

n∑
k=1

∫
{x: |x−ak|≥εDn}

(x− ak)2dFk(x) → 0 *� n → ∞.

(���������� 2C$4� ,�'��(�# /�� )$!/�"��� '�$ / 0
�� ξk−ak

Dn
, k = 1, n, n = 1, 2, . . . , ������	������� ��8
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��# �)$ �$( $-6�&� ε > 0

max
1≤k≤n

P
{∣∣∣ξk − ak

Dn

∣∣∣ ≥ ε
}
→ 0 *� n → ∞.

7���� 2C$>� 9
�	 ��
�����������
�� 
������!�

��	�	� (ξn) ����������� �
��	 =	��������� ��


������!� ��	�	�! ξk−ak
Dn

, k = 1, n, n = 1, 2, . . . , �
	�,
����	��
�	 ���!�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��'��B��� � )$��!��  �
)$��!-.�" ��*�/� ����'��)�'�

1
D2

n

n∑
k=1

∫
{x: |x−ak|≥εDn}

(x − ak)2dFk(x) ≥

≥ ε2
n∑

k=1

P{|ξk − ak| ≥ εDn} ≥

≥ ε2 max
1≤k≤n

P
{∣∣∣ξk − ak

Dn

∣∣∣ ≥ ε
}

.

�

(���������� 2C$6� ,�'��(�# /�� *�)$���'���$%��)�%
)$!/�"��C '�$ / � (ξn) !��'$��'��(�� ���	��< 7��8
�	��# �)$ �$( ��������&� δ > 0

1
D2+δ

n

n∑
k=1

M |ξk − ak|2+δ → 0 *� n → ∞.
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7���� 2C$@� 9
�	 ��
�����������
�� 
������!�

��	�	� (ξn) ����������� �
��	 =������� �� ���

����������� �
��	 =	���������
� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% '�*�$���� !)$�' �

J(*!��'�� 2�&��

M |ξk − ak|2+δ =

+∞∫
−∞

|x − ak|2+δdFk(x) ≥

≥
∫

{x: |x−ak|≥εDn}
|x − ak|2+δdFk(x) ≥

≥ εδDδ
n

∫
{x: |x−ak|≥εDn}

(x − ak)2dFk(x).

9�)-��

1
D2

n

n∑
k=1

∫
{x: |x−ak|≥εDn}

(x − ak)2dFk(x) ≤

≤ 1
εδ

1
D2+δ

n

n∑
k=1

M |ξk − ak|2+δ.

2�� ��� '�*�$�(��)( !)$�' � J(*!��'�# �� *� $-6�+
ε > 0 *��'�( /�)�% *�)$����&� ����'��)�'� )���+ �)( �
�!$-� E��/ �  �&� $�'�( /�)�% )���+ �)( � �!$-# ����
'�*�$�(��)( !)$�' � J ���6��&��

�

L��������� ��������� ��	���� 7����
�����
9
�	 ��
�����������
�� ����	
	�!� 
������!� ��	,
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�	� 
 ������!� ���!� �������� ����������� �
��,

	 =	��������� �� ��	 n → ∞ ��������� �� x ∈ R

P
{ 1

Dn

n∑
k=1

(ξk − ak) < x
}
→ N(x).

��������$%)�'� K��" �����+� '���) �)( ' *� $�B�0
� ��

5 ) $! $�++� ���� ��)-�� )$��!��

L��������� ��������� ��	���� 7���	���
9
�	 ��
�����������
�� ����	
	�!� 
������!� ��	,

�	� ����������� �
��	 =������� �� ��	 n → ∞
��������� �� x ∈ R

P
{ 1

Dn

n∑
k=1

(ξk − ak) < x
}
→ N(x).

H���# �)$ '�*�$���� !)$�' � J ���6��&�# �� ξk−ak
Dn

�) +*��� /�)� +�$�  '�*�$�(��)( ������$%��(
*����$%��( �����+�� ;�$$��! !��$�)% �6��� �% K��
!�'��B��� �� 2�/���# �� ������$# /�� �)$ �$( ����' ) 0
+�C )$!/�"��C '�$ / � ) �) +*��� /�)� +�$�+ ξk−ak

Dn

'�*�$�(��)( ������$%��( *����$%��( �����+�# �� K��
*�)$���'���$%��)�% )$!/�"��C '�$ / � !��'$��'��(��
!)$�' - J ���6��&�� 96V�� �(( ���!$%���� J ���6��&�
 ;�$$��� *�$!/��+ )$��!-. " ���!$%����

L��������� ��������� ��	���� 7����
����8
�������� -�
�� ��
�����������
�� ����	
	�!�


������!� ��	�	� ����������� �
��	 �
	����,

�	��
��� ����
�	 ξk−ak
Dn

# ��� ����� ����! ��� ���

��=
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!�������
� ����������� ���������� �������� ������,

�	�� 	 ��
�������� ����! +�� ��
�����������
��

����������� �
��	 =	���������

>������	� '� ���-+ �!( *�$!/����� ���!$%����#
+�B�� )�����%# /�� �$( ����' ) +�C )$!/�"��C '�$ 0
/ � ������$%��( *����$%��( �����+� '�*�$�(��)(# �)$ 
��B��� )$�&��+�� ξk−ak

Dn
'��) � ��'��+���� +�$�" '�$��

' ���+ ��'���!- )!++!
n∑

k=1

ξk−ak
Dn

� 9/��% /�)�� )$!/�"0

��( '�$ / ��# �* )�'�-.�( ��������� ('$�� �# ('$(��0
)( )!++�" 6�$%3�&� / )$� ����' ) +�C )$!/�"��C '�$ 0
/ �� 1�*� +��# �3 6�� '�'�3 '�� ( )�)�� �  � 6�$%3�0
&� / )$� ����' ) +�C '�$���'� � �� )/��  �+���� ( ��0
+�)�����&� ��'$�� (Q � �� )/�� *�$�B�� ( ��$� �� /�30
�� '�)�'Q � �� )/�� �)�6����)��" ' ���)��!��  '�)�'Q
= �� )/�� &$���+��� '�'�3 '�-.�&� $ ��  ���� D� ���0
���$%��" *����$%��" �����+� �3 6�� '�'�3 '�� ( *� 0
6$ B����  +��� ���+�$%��� ��)*����$�� �� D���6��( B�
*� / �� �6V()�(��# *�/�+! ���+�$%��� ��)*����$�� �
/�.� ��!& C ��)*����$�� " ')���/���)( ' *� ����  ��C0
� ��� 9����� K��� ���� ��$%�( �6)�$-� � ��'��%� H�0
'�)��� 3!�$ '�� '�)����'�� �� +���+�� � '�� � ' ���0
+�$%��" �����# ��� ��� �!+���# /�� K�� *��'����� K�)0
*�� +��������+# � K�)*�� +������� '�� � ' ���+�$%��"
�����# ��� ��� �!+���# /�� K��� ���� ������� +���+�� 0
��+�

���



D� $�B�� � �

?���	����� 2$ H	�����������	 ��	���� 	
��=����	����� �������	� �������� � ������	�

F��� ��� ������������

&�	���� 	 ��=����	����� �������	� ��������
� ������	� F��� ��� ������������� -�
�� *���,
�	� F : R → R

1) �� ��!���,

2) ������!�� 
���,
3) F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.
<���� 
���
���� �������
���� ���
����
��

(Ω, F , P ) 	 
�������� ��	�	�� ξ = ξ(ω)� ������������
�� ��� ������ ���

Fξ(x) = F (x).

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D�)��� + '���(���)�0
��� *��)����)�'� (Ω, F , P )� 5��%+�+ Ω = R, F = B 8
σ0�$&�6�� 6���$�')� C +��B�)�'� 9*����$ + '���(���)�0
�!- +��! P )��/�$� �� �$&�6�� A ����/��C �6V�� ��� "
��*���)���-. C)( *�$! ����'�$�'# �  +����# �$( $-6�&�

A =
n∑

i=1
[ai, bi) ∈ A *�$�B +

P (A) =
n∑

i=1

[F (bi) − F (ai)].

2�� ��� F �� !6�'���# �� P (A) ≥ 0 ∀A ∈ A# ���� '�0
*�$���� ��) �+� > '���(���)� � ��$��# ' ) $! !)$�' ( �
�����+� P (Ω) = P (R) = F (+∞) − F (−∞) = 1# ���� '�0

*�$���� ��) �+� >> '���(���)� � N)$ A =
n∑

i=1
[ai, bi)  

��L



D� $�B�� (

B =
n∑

j=1
[cj , dj) �� *���)���-�)(# �� *� $-6�C i, j *�$!0

 ����'�$� [ai, bi)  [cj , dj) �� *���)���-�)(# ���� A + B =
n∑

i=1
[ai, bi) +

n∑
j=1

[cj , dj)� <$���'���$%��#

P (A + B) =
n∑

i=1

[F (bi) − F (ai)] +
n∑

j=1

[F (dj) − F (cj)] =

= P (A) + P (B),

���� P ����/�� ��� � '��� �$( ��&�# /��6� �������%# /��
��� )/���� ��� � '��# ��)����/�� �������%# /�� P ��*��0
��'�� ' *!)��+ +��B�)�'� 	�!$�# ���� /�� *� An ↓ ∅ '�0
*�$�(��)( P (An) → 0 (An ∈ A)� <��/�$� *���*�$�B +#
/�� An ↓ ∅  ')� +��B�)�'� An *� ���$�B�� ��������+!
����/��+! ��+��!��+! ������! [−N,N ]� 2�� ��� ' ) $!
��*����'��)� )$�'� �!���  F (x)

P ([a, b′)) = F (b′) − F (a) → F (b) − F (a) = P ([a, b))

*� b′ → b − 0# �� )!.�)�'!�� [a, b′) ����"# /�� [a, b′] ⊂
[a, b)# � �����)�% P ([a, b)) − P ([a, b′)) )��$% !&���� +�$��
�/ ��'�(# /�� An 8 ����/��� )!++� *�*���� ��*���0
)���-. C)( [ai, bi)# *�$!/��+# /�� �$( $-6�&� ε > 0  
$-6�&� An ��"���)( +��B�)�'� Bn ∈ A �����# /�� �&�
��+���� � [Bn] ⊂ An  

P (An) − P (Bn) ≤ ε

2n
.

D� *���*�$�B�� -
⋂
n

An = ∅# )$���'���$%��# ⋂
n
[B]n =

∅� 1� +��B�)�'� [Bn] ��+��!��# *�K��+! ��"���)( �����

���



D� $�B�� � �

����/��� n0 = n0(ε)# /��
n0⋂

n=1

[Bn] = ∅. (D1.1)

	5 )�+�+ ��$�# [−N,N ] 8 ��+*������ +��B�)�'�# � ) 0
)��+� +��B�)�' { [−N,N ]\[Bn] n = 1, 2, . . . } �6���!0
�� �������� *����� � K��&� ��+*�����&� +��B�)�'�� D�
$�++� ,�"��0����$( )!.�)�'!�� ����/��� *��*����� ��

n0⋃
n=1

([−N,N ] \ [Bn]) = [−N,N ],

� ���/ �#
n0⋂

n=1
[Bn] = ∅�

�/ ��'�( 	D���  ��# /�� An0 ⊂ An0−1 ⊂ . . . ⊂ A1#
*�$!/��+

P (An0) = P
(
An0 \

n0⋂
k=1

Bk

)
+ P

( n0⋂
k=1

Bk

)
=

= P
(
An0 \

n0⋂
k=1

Bk

)
≤ P

( n0⋃
k=1

(Ak \ Bk)
)
≤

≤
n0∑

k=1

P (Ak \ Bk) ≤
n0∑

k=1

ε

2k
< ε.

5 ) $! *�� �'�$%��)� ε > 0 K��  ����/���# /�� P (An) →
0 *� n → ∞�

9)����)(  �6�' �%)( �� *���*�$�B�� (# /�� ')� An ⊂
[−N,N ] �$( ��������&� N � 2�� ��� P ([−N,N ]) → 0 *� 
N → ∞# �� *� �������+! ε > 0 +�B�� ��"� ����� N #
/�� P ([−N,N ]) > 1 − ε

2 � 2�&��# *�)��$%�!

An = An ∩ [−N,N ] + An ∩ [−N,N ],

���
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��

P (An) = P (An ∩ [−N,N ]) + P (An ∩ [−N,N ]) ≤

≤ P (An ∩ [−N,N ]) +
ε

2
,

 # *� +��(( *���3�)�'!-.�� ��))!B��� � 	) ��+���" An

�� An ∩ [−N,N ]# *�$!/��+# /�� �$( ��)����/�� 6�$%3 C
n 6!��� '�*�$�(�%)( P (An ∩ [−N,N ]) ≤ ε

2 � H���# )��'�
��������# /�� P (An) → 0 *� n → ∞�

2�� + �6����+# P 8 '���(���)���( +��� �� A� D�
�����+� � *����$B��  +��� +� +�B�+ �� �)�'����+
)*�)�6�+ *����$B �% �� �� σ0�$&�6�! 6���$�')� C +��0
B�)�' B�

H���# '���(���)���� *��)����)�'� (R,B, P ) *�)����0
��� 9)����)( *�$�B �% ξ(x) = x ∀ x ∈ R� 2�&��

Fξ(x) = P{ξ < x} = P ((−∞, x)) = F (x).

�

���



D� $�B�� � �

?���	����� 4$ H	�����������	 ����� 	 ���
	�
�:	���	��� � ���������	� F��� ��

7���� 	 ���
	� �:	���	��� F��� �� ��������8
���� � ���������	� F��� ��� 9
�	 ��
���������,
��
�� *����	� ��
��������	� 
���� 
���	�
� � �����,

�!��� *����		� �� ��� ��������� 
���	�
� �� R �

+��� *����		�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� 2�� ��� F (x) �� !6�'���  

0 ≤ F (x) ≤ 1# �� ∀ε > 0 )!.�)�'!�� ����/��� / )$� ��/��
x1 < x2 < . . . < xK �����# /�� �� ��B��+  � *��+�B!���'

(−∞ ≡ x0, x1), [x1, x2), . . . , [xK , xK+1 ≡ +∞)

*� ��.�� � �!���  F (x) �� *��'�)C�� � ε� D!)�% x ∈
[xk, xk+1)� 2�� ��� �!���  Fn(x)  F (x) �� !6�'�-�# ��

|Fn(x)−Fn(xk)| ≤ Fn(xk+1)−Fn(xk) = Fn(xk+1)−F (xk+1)+

+F (xk+1)−F (xk)+F (xk)−Fn(xk) ≤ |Fn(xk+1)−F (xk+1)|+
+F (xk+1) − F (xk) + |F (xk) − Fn(xk)|,
|F (xk) − F (x)| ≤ F (xk+1) − F (xk).

D�K��+!

|Fn(x) − F (x)| ≤ |Fn(x) − Fn(xk)| + |Fn(xk) − F (xk)|+

+|F (xk) − F (x)| ≤ |Fn(xk+1) − F (xk+1)|+
+2|Fn(xk) − F (xk)| + 2(F (xk+1 − F (xk)). (D1.1)

2�� ��� Fn(xk) → F (xk)# �� ∀ε > 0 ∃N(k) �����# /��
∀n > N(k) '�*�$�(��)( |Fn(xk)−F (xk)| < ε, |Fn(xk+1)−
F (xk+1)| < ε� 2�� ��� x ∈ [xk, xk+1)# �� F (xk+1)−F (xk) <
ε�

��
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D!)�% N = max
0≤k≤K

N(k)� 2�&�� ∀n > N  ∀x ∈
R |Fn(xk) − F (xk)| < ε� 1� ��&��  � 	D��� )$�0
�!��# /�� ∀ε > 0 ∃N �����# /�� ∀n > N
 ∀x ∈ R '�*�$�(��)( |Fn(x) − F (x)| < 5ε� R��
 ����/��� ��'��+���!- )C�� +�)�% Fn(x) � F (x)�
�

���



D� $�B�� � �

?���	����� >$ H	�����������	 ��	����
���������	��� �� ��	���	�=�: F��� ���

&�	���� ���������	��� �� ��	���	�=�:

F��� ��� -�
�� (Pn(z) =
∞∑

k=0

p
(n)
k zk, n = 1, 2, . . . ) :

��
�����������
�� ���	�����	� *����	� �������,


���� P (z) =
∞∑

k=0

pkz
k : ���	������� *����	� ��
����,

�������
�	# ��� ����� ����! 
� lim
n→∞ p

(n)
k = pk, k =

0, 1, 2, . . . � �������	�� 	 ��
�������� ����! ��	 
��

z, |z| < 1
lim

n→∞Pn(z) = P (z).

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ;������	��
��� D���*�0
$�B +# /�� lim

n→∞ p
(n)
k = pk, k = 0, 1, 2, . . . � ; �) �!�+

*�� �'�$%��� ε > 0#  *!)�% |z| < 1� 2�&��

|Pn(z) − P (z)| =
∣∣∣ ∞∑

k=0

(p(n)
k − pk)zk

∣∣∣ ≤ N−1∑
k=0

|p(n)
k − pk|+

+2
∞∑

k=N

|z|k =
N−1∑
k=0

|p(n)
k − pk| + 2|z|N

1 − |z| .

2�� ��� 2|z|N
1−|z| → 0 *� |z| < 1# �� *� ��))+��� 0

'��+�+! ε > 0 ��"���)( N �����# /�� 2|z|N
1−|z| < ε

2 �
2�� ��� *� ��"�����+ � �) ��'����+ N )!++�
N−1∑
k=0

|p(n)
k − pk| → 0 *� n → ∞# �� *� ε  N ��"���)( n0

���
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�����# /��
N−1∑
k=0

|p(n)
k − pk| < ε

2 *� n ≥ n0� <$���'���$%��#

∀ ε > 0 ∃ n0 = n0(ε) �����# /�� |Pn(z)−P (z)| < ε
2 + ε

2 = ε
*� n > n0� R��  ����/���# /�� lim

n→∞Pn(z) = P (z) *� 

|z| < 1�

��
�������
��� D!)�% lim
n→∞Pn(z) = P (z) *� |z| < 1�

H� �&��� /����" *�)$���'���$%��)� 0 ≤ pn
0 ≤ 1 '�6 0

���+ )C��(.!-)( *��*�)$���'���$%��)�% p
(n,1)
0 → p0� H�

�&��� /����" *�)$���'���$%��)� 0 ≤ p
(n,1)
1 ≤ 1 '�6 ��0

�+ )C��(.!-)( *��*�)$���'���$%��)�% p
(n,2)
1 → p1  ����

H� *�)$���'���$%��)��"

p
(1,1)
k , p

(2,1)
k , p

(3,1)
k . . .

p
(1,2)
k , p

(2,2)
k , p

(3,2)
k . . .

p
(1,3)
k , p

(2,3)
k , p

(3,3)
k . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

'�6 ���+ � �&���$%�!- *��*�)$���'���$%��)�% p
(n,n)
k #

������( )C�� �)( � pk *� $-6�+ k� D���*�$�B +# /��
C��( 6� *� ����+ k *�)$���'���$%��)�% p

(n)
k �� )C�� �0

)( � pk� 2�&�� +�B�� '�6���% �'� )C��(. �)( � �����+
*����$�+ *��*�)$���'���$%��)� p

(n′)
k → p∗k, p

(n′′)
k → p∗∗k �

D� *��'�" /�)� �����+� Pn′(z) → P ∗(z) =
∞∑

k=0

p∗kz
k

 Pn′′(z) → P ∗∗(z) =
∞∑

k=0

p∗∗k zk� 2�� ��� *� !)$�' -

Pn(z) → P (z)# �� P ∗(z) = P ∗∗(z) = P (z)  p∗k =
p∗∗k = pk# ���� lim

n→∞ pn
k = pk� D��� '���/ �� <$���'���$%0

��# *� ')�C k *�)$���'���$%��)�% p
(n)
k )C�� �)( � pk�

�

���



D� $�B�� � =

?���	����� 6$ H	�����������	 ��	���
���������	��� �� :����������������:

F��� ���

7���� ?6$2� 9
�	 ��
�����������
�� *����	�

��
��������	� (Fn(x)) 
���� 
���	�
� � ����!� ���
*����		 F (x)� �� 
���
���� ����!� ��� ������!,

��� 
��� *����	� 0 ≤ F ∗(x) ≤ 1 ������ ��� Fn(x) ⇒
F ∗(x)# -�	 +��� �����
�� ����� ������!��
�	 F 	

F ∗ 
����� ��
� � � � � � � � $ % ) � ' �� �$( $-6�" �!���  g(x)

�6����/ + /���� C(g) +��B�)�'� �� ��/�� ��*����'��)� �
D�$�B + �$( x ∈ R

F ∗(x) = sup
y<x, y∈C(F )

F (y), (D4.1)

D���B�+# /�� F ∗ 8  )��+�( �!��� (�
�� F ∗ �� !6�'���# ��� ��� �)$ x1 < x2# ��

F ∗(x1) = sup
y<x1, y∈C(F )

F (y) ≤ sup
y<x2, y∈C(F )

F (y) = F ∗(x2).

�� D���B�+# /�� �$( $-6�&� x0 ∈ R F ∗(x0) =
lim

x→x0−0
F (x)� 5 ) $! 	D=�� ∀ε > 0 ∃y ∈ C(F ), y < x

�����# /�� F ∗(x0)−F (y) < ε� 96����/ + δ = x0−y > 0� 2�0
&�� ∀ε > 0 ∃δ = x0−y > 0 �����# /��  � x−δ = y < x < x0

)$��!�� F ∗(x0) − F (x) ≤ F ∗(x0) − F (y) < ε�
�� ����B�+# /�� F ∗ ��*����'�� )$�'�� ��")�' ��$%��#

lim
x→x0−0

F ∗(x) = lim
x→x0−0

lim
y→x−0

F (y) = lim
y→x0−0

F (y) = F ∗(x0).

=� N)$ x0 ∈ C(F )# �� ' ) $! ���������&� ' �

F ∗(x0) = lim
x→x0−0

F (x) = F (x0).

��=
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�� �)����' +# /�� ' ��B��" ��/�� *����$� )*��'� !
�!��� " F  F ∗ )�'*���-�� 2�� ��� +��B�)�'� ��/��
��*����'��)� F ')-�! *$���� ' R# ��# *� +��(( =# *�0
$!/ +

lim
x→x0+0

F ∗(x) = lim
x→x0+0, x∈C(F )

F ∗(x) =

= lim
x→x0+0, x∈C(F )

F (x) = lim
x→x0+0

F (x).

L� N)$ x0 ∈ C(F )# �� ' ) $! =#� x0 ∈ C(F ∗)�
�� D!)�% x0 /∈ C(F )# ���� lim

x→x0+0
F (x)− lim

x→x0−0
F (x) > 0�

5 ) $! 	D=��  =

lim
x→x0+0

F ∗(x) − lim
x→x0−0

F ∗(x) ≥ lim
x→x0+0

F ∗(x)−

− lim
x→x0−0

F (x) = lim
x→x0+0

F (x) − lim
x→x0−0

F (x) > 0,

���� x0 /∈ C(F ∗)� H� L  � )$��!��# /�� +��B�)�'�
��/�� ��*����'��)� F  F ∗ )�'*���-�� 2�� ���
' K� C ��/��C F = F ∗# �� Fn ⇒ F ∗� D�)��$%0
�! 0 ≤ Fn(x) ≤ 1# �� ' ��/��C ��*����'��)� 
0 ≤ F (x) ≤ 1� 2�&��  � 	D=�� )$��!��# /�� 0 ≤ F ∗ ≤ 1�
�

>������	� 1� � )�B�$�� -# F ∗ +�B�� �� ������%0
)( �!��� �" ��)*����$�� (#  6�# ��� +� !6�� $ )%
�� *� +��� ξn(ω) ≡ n# +�B�� ���!3��%)( )'�")�'�
F (+∞) − F (−∞) = 1� ��B�� 6��% !'������+ ��$%�� '
��+# /�� 0 ≤ F (+∞) − F (−∞) ≤ 1�

7���� ?6$4� 9
�	 Fn(x) → F (x) �� 
 �� �������
�� ������ �����
�� D� �� Fn(x) ⇒ F (x)�

���



D� $�B�� � =

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% x′, x′′ ∈ D, x′ < x <
x′′� 9/�' ���# /��

F (x′) = lim
n→∞Fn(x′) ≤ lim inf

n→∞ Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤

≤ lim
n→∞Fn(x′′) = F (x′′).

D�K��+!

F (x − 0) ≤ lim inf
n→∞ Fn(x) ≤ lim sup

n→∞
Fn(x) ≤ F (x + 0).

N)$ x 8 ��/�� ��*����'��)� F # �� ���"� � /$��� *�0
)$����&� ����'��)�'� )�'*���-� ) F (x)� <$���'���$%��#
' ��/��C ��*����'��)� F )!.�)�'!�� lim

n→∞Fn(x) = F (x)�
R��  ����/��� )$�6!- )C�� +�)�% Fn � F �
�

?���� ��	���� M����� )� 
���� ��
���������,
��
�	 *����	� ��
��������	� (Fn(x)) ����� !�����

���� 
������ 
� �����
�����������
��# 9� 
���!�

������ F (x) ����� �!�� !���� ������!��� 
���

����!� ��� *����	��� ��� ������� 0 ≤ F (x) ≤ 1�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% D = {xk} 8 )/�����

')-�! *$����� +��B�)�'� �� *�(+�"� H� �&��� /����"
/ )$�'�" *�)$���'���$%��)� (Fn(x1)) 	')� �� /$��� $�0
B�� +�B�! 
  � '�6 ���+ )C��(.!-)( *��*�)$���'�0
��$%��)�% (F1n(x1))� D!)�% c1 = lim

n→∞Fn1(x1)� H� �&��� 0

/����" / )$�'�" *�)$���'���$%��)� F1n(x2) '�6 ���+
)C��(.!-)( *��*�)$���'���$%��)�% F2n(x2)# *����$ ��0
����" �6����/ + c2  ���� 2�&�� �$( � �&���$%��" *��*�0
)$���'���$%��)� Fnn(x) ' $-6�" ��/�� xk ∈ D *�$!/ +#
/�� Fnn(xk) → ck� 2�� ��� Fnn(xk) ≤ Fnn(xl) *� xk < xl#

��L



D� $�B�� (

�� ' *����$� *� n → ∞ *�$!/ +# /�� ck ≤ cl� D�$�B +

F (x) = sup
xk≤x, xk∈D

ck.

9/�' ���# F (x) 8 ��!6�'�-.�( �!��� (� D�)��$%�!
F (xk) = ck �$( $-6�&� xk ∈ D# �� Fnn(xk) → F (xk) '
��/��C +��B�)�'� D� D� $�++� D=�� ��)-�� )$��!��#
/�� Fnn(x) ⇒ F (x)� 5 ) $! $�++� D=�� )$�6�" *����$
+�B�� 6��% '�6��� ��*����'��" )$�'� ��!6�'�-.�"
�!��� �"# �$( ������" 0 ≤ F (x) ≤ 1 ��

>������	� %� 1� )�+�+ ��$� +�B�� *������%# /��
*�)�������( ' ��������$%)�'� �!��� ( F )�+� !��0
'$��'��(�� �!B��+ !)$�' (+ 	��*����'�� )$�'�# ��
!6�'���# 0 ≤ F ≤ 1� ��������$%)�'� K��&� ����� 6!���
*�/� ��)$�'��+ *�'����� �+ ��������$%)�'� $�++�
D=���

>������	� 2� �� �*����$ $ )$�6!- )C�� +�)�% ���
)C�� +�)�% � ��!6�'�-.�" �!���  � N)$ �*����$(�%
)$�6!- )C�� +�)�% �$%������ '��# �� ���6!(# /��6�
*����$%��( �!��� ( 6�$� ��!6�'�-.�"# �� ���+!0
$ ��'�� *��'�" �����+� X�$$ ��$B�� 6��% ����"�
	� 
���� ��
�����������
�	 *����	� ��
��������	�

(Fn(x)) ����� !����� �����
�����������
��� 
����

������ 
� � ����!� ��� *����		� ��")�' ��$%��#
*� ����+ �*����$��  )$�6�" )C�� +�)� $-6�( *�0
)$���'���$%��)�% )�+� !B� )$�6� )C�� �)(# ��*� +��# �
�!���  � � C$�� 2�&��  $-6�( �� *��*�)$���'���$%0
��)�% 6!��� )$�6� )C�� �)( � �!���  � � C$�� � ��+!
B� *� ��������$%)�'� �6�����" �����+� ��*����'��)� 
�$( C������� )� /�)� C �!��� "# ������� *� '�� �)(

���
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� B�# ���6!��)(# /��6� *����$%��( �!��� ( ! *��*�)$�0
��'���$%��)� 6�$� ��!6�'�-.�"  ��*����'��" )$�'��

%�	�� ��	���� M����� 9
�	 g(x) : ������!���

�����	������ *����	�� ������������ �� �	
���� ���,

���� Fn(x) ⇒ F (x) 	 F (+∞) − F (−∞) = 1� ��

lim
n→∞

∞∫
−∞

g(x)dFn(x) =

∞∫
−∞

g(x)dF (x). (D4.2)

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D!)�% a  b (a < b) 8 ��/� 
��*����'��)� �!���  F (x)� <��/�$� ����B�+# /��

lim
n→∞

b∫
a

g(x)dFn(x) =

b∫
a

g(x)dF (x). (D4.3)

; �) �!�+ ε > 0� 2�� ��� g(x) ��'��+���� ��*����'0
�� �� ������� [a, b]# � +��B�)�'� ��/�� ��*����'��)� 
F (x) ')-�! *$���� �� / )$�'�" *�(+�" R# �� ����0
��� [a, b] +�B�� ���6 �% ��/��+ ��*����'��)� a =
x0, x1, . . . , xn−1, xn = b �!���  F (x) �� ��� � ��0
���� [xk−1, xk]# /�� |g(x) − g(xk)| < ε *� x ∈ [xk−1, xk]�
9*����$ + )�!*��/��!- �!��� -

gε(x) =
n∑

k=1

g(xk)Ix∈[xk−1,xk),

�$( ������" |gε(x)− g(x)| ≤ ε *� x ∈ [a, b]#  *!)�% M =
sup
x∈R

|g(x)|� 2�&�� *� ��)����/�� 6�$%3 C n

∣∣∣ b∫
a

g(x)dFn(x) −
b∫

a

g(x)dF (x)
∣∣∣ ≤ b∫

a

|g(x) − gε(x)|dFn(x)+

���



D� $�B�� (

+
∣∣∣ b∫

a

gε(x)dFn(x)−
b∫

a

gε(x)dF (x)
∣∣∣+ b∫

a

|g(x)−gε(x)|dF (x) ≤

≤ 2ε +
∣∣∣ n∑

k=1

[Fn(xk) − Fn(xk−1)]gε(xk)−

−
n∑

k=1

[F (xk) − F (xk−1)]gε(xk)
∣∣∣ = 2ε +

∣∣∣ n∑
k=1

gε(xk)[Fn(xk)−

−Fn(xk−1) − F (xk) + F (xk−1)]
∣∣∣ ≤ 2ε + M

n∑
k=1

[|Fn(xk)−

−F (xk)| + |Fn(xk−1) − F (xk−1)|] ≤ 2ε(1 + Mn).

R� + �������� 	D=��� 5�6���+ X > 0 ���# /��6�
F (−X) < ε

4 , 1 − F (X) < ε
4 # *� /�+ −X  X 6�0

$ ��/��+ ��*����'��)� F (x)� D�)��$%�! Fn(−X) →
F (−X), Fn(X) → F (X)# �� ∀ε > 0 ∃N �����# /��
∀n > N '�*�$�(��)( Fn(−X) < ε

2 , 1−Fn(X) < ε
2 � H+��+

)$��!-.!- �����!�

∣∣∣ ∞∫
−∞

g(x)dFn(x) −
∞∫

−∞
g(x)dF (x)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ X∫
−X

g(x)dFn(x)−

−
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫

|x|>X

g(x)dFn(x)
∣∣∣+ ∣∣∣ ∫

|x|>X

g(x)dF (x)
∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣ X∫
−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣ + M

( ∫
|x|>X

dFn(x)+

���
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+
∫

|x|>X

dF (x)
)
≤

∣∣∣ X∫
−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣+

+M [1−Fn(X)+Fn(−X)+F (∞)−F (X)+F (−X)−F (−∞)] =

=
∣∣∣ X∫
−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣ + M [1 − Fn(X)+

+Fn(−X) + 1 − F (X) + F (−X)] <

<
∣∣∣ X∫
−X

g(x)dFn(x) −
X∫

−X

g(x)dF (x)
∣∣∣ +

3Mε

2
. (D4.4)

1� �)��'��  	D=�� ���$-/��+# /�� *��0
'�( /�)�% 	D=�= +�B�� 6��% )��$��� )��$%
!&���� +�$�"� R�� ��'��3��� ��������$%)�'��
�

?��� ��	���� ���������	��� �� :������8
����������: F��� ��� -�
�� Fn(x), F (x) : *���,

�		 ��
��������	�� fn(t), f(t) : 
�����
�� �	� ��,

������	
�	��
�	� *����		# 9
�	 Fn(x) ⇒ F (x)� ��
fn(t) → f(t) ��� ������� t ∈ R�

� � � � � � � � $ % ) � ' �� D�)��$%�! *� ��B��+ � �0
) ��'����+ t �!��� ( g(x) = eitx ��*����'��  �&��� 0
/���# �� *� '����" �����+� X�$$ 

fn(t) =

∞∫
−∞

eitxdFn(x) →
∞∫

−∞
eitxdF (x) = f(t).

�

�=
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7���� ?6$>� 9
�	 f(t) : ��������	
�	��
���

*����	� 
�������� ��	�	�! ξ, X > 0, τ > 0, Xτ > 1�
��

P{|ξ| ≤ X} ≥

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt
∣∣∣ − 1

τX

1 − 1
τX

,

 ��
���
�	� ��	 Xτ = 2

P{|ξ| ≤ X} ≥ 2
∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt
∣∣∣ − 1. (D4.5)

� � � � � � � � $ % ) � ' � )$��!��  � ��*�/� ����'��)�'

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt
∣∣∣ =

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

∞∫
−∞

eitxdF (x)dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣ 1
2τ

∞∫
−∞

( τ∫
−τ

eitxdt
)
dF (x)

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
2τ

∞∫
−∞

( τ∫
−τ

cos txdt
)
dF (x)

∣∣∣ =

=
∣∣∣ ∞∫
−∞

sin xτ

xτ
dF (x)

∣∣∣ ≤ ∞∫
−∞

∣∣∣sinxτ

xτ

∣∣∣dF (x) =

=
∫

|x|≤X

∣∣∣sin xτ

xτ

∣∣∣dF (x) +
∫

|x|>X

∣∣∣sin xτ

xτ

∣∣∣dF (x) ≤

≤
∫

|x|≤X

dF (x) +
1

Xτ

∫
|x|>X

dF (x) = P{|ξ| ≤ X}+

+
1

Xτ
P{|ξ| > X} = P{|ξ| ≤ X} +

1
Xτ

[1 − P{|ξ| ≤ X}] =

�=�
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=
(
1 − 1

Xτ

)
P{|ξ| ≤ X} +

1
Xτ

. �

(
����� ��	���� ���������	��� �� :����8
������������: F��� ��� -�
�� (fn(t)) : ��
�����,
������
�� ��������	
�	��
�	� *����	�� (Fn(x)) : ��,


�����������
�� 
�����
�� �	� *����	� ��
���,

�����	�# 9
�	 ��	 ������ t ∈ R ��
�����������
��

(fn(t)) 
���	�
� � ��������� *����		 f(t)� ������!,
���  ����� �� f(t) : ��������	
�	��
��� *����	�# 9
,

�	 F (x) : 
�����
�� ��� �� *����	� ��
��������	��

�� Fn(x) ⇒ F (x)�
� � � � � � � � $ % ) � ' �� D� *��'�" �����+� X�$$ 

 � *�)$���'���$%��)� (Fn) +�B�� '���$ �% )$�6� )C�0
�(.!-)( *��*�)$���'���$%��)�% (Fnn), Fnn ⇒ F � D� 
K��+ F +�B�� 6��% '�6���� ��*����'��" )$�'�  ��!6�0
'�-.�"# *� /�+ 0 ≤ F ≤ 1�

����B�+# /�� F (x) 8 �!��� ( ��)*����$�� (� �$(
K��&� �)����)( �������%# /�� F (−∞) = 0, F (∞) = 1�
E�+�� +# /�� ��� ��� fn(0) = 1, |fn(t)| ≤ 1  fn → f # ��
f(0) = 1, |f(t)| ≤ 1� D� !)$�' - �����+� f ��*����'��
' �!$�# ���� ∀ε > 0 ∃τ0 > 0 �����# /�� |f(t) − 1| ≤ ε

4 *� 
|t| ≤ τ0� 1� ��&��

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt
∣∣∣ ≥ 1 − ε

4
*� 0 < τ ≤ τ0.

��$��# fn(t) → f(t) ∀t ∈ R  |fn(t)| ≤ 1Q *� �����+�
J�6�&� � +�B�� �!�+�" )C�� +�)� 	*����$%��" *���C��

�=�
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*�� �����+  ���&��$� J�6�&�

1
2τ

τ∫
−τ

fn(t)dt → 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt *� n → ∞,

 # )$���'���$%��#

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

fn(t)dt − 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt
∣∣∣ ≤ ε

4
.

E��/ �#

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

fn(t)dt
∣∣∣ =

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt −
[ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt−

− 1
2τ

τ∫
−τ

fn(t)dt
]∣∣∣ ≥ ∣∣∣ 1

2τ

τ∫
−τ

f(t)dt
∣∣∣−

−
∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

f(t)dt − 1
2τ

τ∫
−τ

fn(t)dt
∣∣∣ ≥ 1 − ε

4
− ε

4
= 1 − ε

2
.

N)$ 2
τ 8 ��/�� ��*����'��)� Fn(x)# �� ' ) $! 	D=��  �

$�++� D=��

P
{
|ξn| ≤ 2

τ

}
= Fn

(2
τ

)
−Fn

(
− 2

τ

)
≥ 2

∣∣∣ 1
2τ

τ∫
−τ

fn(t)dt
∣∣∣−1 ≥

≥ 2
(
1 − ε

2

)
− 1 = 1 − ε.

�=�
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D�)$����� ����'��)�'� 6!��� '�*�$�(�)(  �$( *��*�)$�0
��'���$%��)� (Fnn)# *���C��( ' ������+ � *����$! *� 
n → ∞# *�$!/ +

F
(2

τ

)
− F

(
− 2

τ

)
≥ 1 − ε,

���!�� F (+∞)−F (−∞) ≥ 1−ε ∀ε > 0� 2�� + �6����+#
F (+∞) − F (−∞) ≥ 1� 2�� ��� 0 ≤ Fnn(x) ≤ 1# ��  
0 ≤ F (x) ≤ 1# /�� '+�)�� ���� F (−∞) = 0, F (+∞) = 1�
H���# F (x) 8 �!��� ( ��)*����$�� (�

����B�+# /�� Fn(x) ⇒ F (x)� D!)�% Fn � F # ��&��
)!.�)�'!-� *��*�)$���'���$%��)� Fn′ ⇒ F ∗, Fn′′ ⇒
F ∗∗, F ∗ �= F ∗∗� D� *�(+�" �����+� ��*����'��)� �$(
C������� )� /�)� C �!��� " fn′ → f∗, fn′′ → f∗∗

 f∗ �= f∗∗# � K�� *��� '���/ � ��+!# /�� fn → f �
�

�==
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?���	����� @$ H	�����������	  ��������	�
��������	� ��	���� 7����
�����

L��������� ��������� ��	���� 7����
�����
9
�	 ��
�����������
�� ����	
	�!� 
������!� ��	,

�	� 
 ������!� ���!� �������� ����������� �
��,

	 =	��������� �� ��	 n → ∞ ��������� �� x ∈ R

P
{ 1

Dn

n∑
k=1

(ξk − ak) < x
}
→ N(x).

� � � � � � � � $ % ) � ' �� ��� �&��� /�� ( �6.��)� 
+�B�� )/ ���% ak = 0, k = 1, 2, . . . 	 ��/� ���� *���"� 
� )$!/�"��+ '�$ / ��+ ξ′k = ξk − ak� 5'���+ �6����/�0
� (�

fk(t) = Meitξk , Tn =
Sn√
DSn

=
Sn

Dn
,

fSn(t) = MeitSn , fTn(t) = MeitTn .

2�&�� ' ) $! )'�")�' C������� )� /�)��" �!���  

fTn(t) = MeitTn = Mei t
Dn

Sn = fSn

( t

Dn

)
=

n∏
k=1

fk

( t

Dn

)
,

(D5.1)
 �$( ��������$%)�'� �����+� ��)����/�� *������%# /��
*� n → ∞

fTn(t) → e−
t2

2 .

��")�' ��$%��# ��&�� *� �6�����" �����+� ��*����'��0
)� �$( C������� )� /�)� C �!��� " FTn(x) ⇒ N(x)# �
��� ��� �!��� ( )���������&� ���+�$%��&� ��)*����$�0
� ( N(x) ��*����'��# �� *� $�++� � )$�6�" )C�� +�)� �
��*����'��" �!���  FTn(x) 6!��� )C�� �)( ��'��+����
� N(x)�

�=�
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D�� �'�$%��+ �6����+ ��� �) �!�+ t ∈ R �� �����
��������$%)�'�� 5 ) $! ���$�B�� "

eiy = 1 + iy +
θ1y

2

2
,

eiy = 1 + iy − y2

2
+

θ2|y|3
3!

,

)*��'��$ '�C �$( ��B��&� ��")�' ��$%��&� y ) θ1 =
θ1(y), θ2 = θ2(y) ��� + # /�� |θ1| ≤ 1, |θ2| ≤ 1# ��C�� +#
/��

fk(t) = Meitξk =

+∞∫
−∞

eitxdFk(x) =
∫

|x|≥εDn

(
1 + itx+

+
θ1(tx)2

2

)
dFk(x)+

∫
|x|<εDn

(
1+itx− t2x2

2
+

θ2|tx|3
6

)
dFk(x) =

= 1 +
t2

2

∫
|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x) − t2

2

∫
|x|<εDn

x2dFk(x)+

+
|t|3
6

∫
|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x)

	���)% !/ ��'�$�)%# /��# )�&$�)�� *���*�$�B�� -# ak =
+∞∫
−∞

xdFk(x) = 0�

<$���'���$%��#

fk

( t

Dn

)
= 1 − t2

2D2
n

∫
|x|<εDn

x2dFk(x)+

�=L
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+
t2

2D2
n

∫
|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x) +

|t|3
6D3

n

∫
|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x).

(D5.2)
2�� ���∣∣∣1

2

∫
|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x)

∣∣∣ ≤ 1
2

∫
|x|≥εDn

x2dFk(x),

��

1
2

∫
|x|≥εDn

θ1x
2dFk(x) = θ̃1

∫
|x|≥εDn

x2dFk(x), (D5.3)

&�� θ̃1 = θ̃1(t, k, n)  |θ̃1| ≤ 1
2 �

2�/�� ��� B� !)����'$ '��+# /��∣∣∣1
6

∫
|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x)
∣∣∣ ≤ 1

6

∫
|x|<εDn

εDn

|x| · |x|3dFk(x) =

=
1
6

∫
|x|<εDn

εDnx2dFk(x),

 # ���/ �#

1
6

∫
|x|<εDn

θ2|x|3dFk(x) = θ̃2

∫
|x|<εDn

εDnx2dFk(x), (D5.4)

&�� θ̃2 = θ̃2(t, k, n)  |θ̃2| ≤ 1
6 �

D�$�B + ��*��%

Akn =
1

D2
n

∫
|x|<εDn

x2dFk(x),

�=�
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Bkn =
1

D2
n

∫
|x|≥εDn

x2dFk(x).

2�&�� ' ) $! 	D��� M 	D��=

fk

( t

Dn

)
= 1 − t2Akn

2
+ t2θ̃1Bkn + |t|3εθ̃2Akn = 1 + Ckn.

(D5.5)
E�+�� +# /��

n∑
k=1

(Akn + Bkn) = 1 (D5.6)

 # )�&$�)�� !)$�' - J ���6��&�#

n∑
k=1

Bkn → 0 *� n → ∞. (D5.7)

D�K��+! �$( ��)����/�� 6�$%3 C n

max
1≤k≤n

|Ckn| ≤ t2ε2 + ε|t|3 (D5.8)

 
n∑

k=1

|Ckn| ≤ t2 + ε|t|3. (D5.9)

5�)*�$%�!�+)( ��+# /�� �$( $-6�C ��+*$��)��C / 0
)�$ z *� |z| ≥ 1

2

ln (1 + z) = z + θ|z|2,
&�� θ = θ(z) ) |θ| ≤ 1  ln �6����/��� &$�'��� ���/�� �
$�&�� �+�� 2�&�� �$( ��)����/�� 6�$%3 C n  � 	D���  
	D��� )$��!��# /�� �$( ��)����/�� +�$�C ε > 0

ln fk

( t

Dn

)
= ln (1 + Ckn) = Ckn + θkn|Ckn|2,

�=�
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&�� |θkn| ≤ 1� <$���'���$%��#  � 	D���

t2

2
+ ln fTn(t) =

t2

2
+

n∑
k=1

ln fk

( t

Dn

)
=

=
t2

2
+

n∑
k=1

Ckn +
n∑

k=1

θkn|Ckn|2.

1�

t2

2
+

n∑
k=1

Ckn =
t2

2

(
1 −

n∑
k=1

Akn

)
+ t2

n∑
k=1

θ̃1(t, k, n)Bkn+

+ε|t|3
n∑

k=1

θ̃2(t, k, n)Akn,

 # ' ) $! 	D��L# 	D���# �$( $-6�&� δ > 0 +�B�� ��"� 
)��$% 6�$%3�� n0  ε > 0# /�� �$( ')�C n ≥ n0∣∣∣t2

2
+

n∑
k=1

Ckn

∣∣∣ ≤ δ

2
.

��$��# ' ) $! 	D���  	D���#∣∣∣ n∑
k=1

θkn|Ckn|2
∣∣∣ ≤ max

1≤k≤n
|Ckn|

n∑
k=1

|Ckn| ≤

≤ (t2ε2 + ε|t|3)(t2 + ε|t|3).
D�K��+! �$( ��)����/�� 6�$%3 C n �� )/�� '�6��� ε > 0
+�B�� ��6 �%)( ��&�# /��∣∣∣ n∑

k=1

θkn|Ckn|2
∣∣∣ ≤ δ

2
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 # )$���'���$%��# ∣∣∣t2
2

+ ln fTn(t)
∣∣∣ ≤ δ.

2�� + �6����+# �$( $-6�&� ��")�' ��$%��&� t

fTn(t)e
t2

2 → 1 *� n → ∞

 # ���/ �#

fTn(t) → e−
t2

2 *� n → ∞.
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