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Практическое  занятие  1   Предел   и   непрерывность 
функции многих переменных 

 
1.1 Пространство nR  
1.2 Функции многих переменных 
1.3 Предел функции многих переменных, повторные пределы 
1.4 Непрерывность функции многих переменных 
 
1.1 Пространство nR  
n -мерным арифметическим точечным пространством на-

зывается множество всех упорядоченных наборов ( nxxx ;...;; 21 ) 
действительных чисел 1x , 2x , ... , nx  и обозначается nR ; его 
элементы – точками пространства nR ; числа 1x , 2x , ... , nx  – 
координатами точки ( nxxx ;...;; 21 ). 

Точки пространства nR  обозначаются  nxxxM ;...;; 21  или 
 nxxxx ,...,, 21 . Точка  0;...;0;0O  называется началом коорди-

нат. 
Расстоянием (метрикой)  , 'x x  между двумя точками 
 nxxxx ;...;; 21  и  nxxxx  ;...;;' 21  называется число 

   2

1
; '

n

i i
i

x x x x


  . 

При 1n  имеем пространство 1R  (прямая) с расстоянием:  
  '

11', xxxx  ; 

при 2n  имеем пространство 2R  (плоскость) с расстоянием: 

     2'
22

2'
11'; xxxxxx  ; 

при 3n  имеем пространство 3R  с расстоянием: 

       2'
33

2'
22

2'
11'; xxxxxxxx  . 

Арифметическое n -мерное пространство, в котором опреде-
лено расстояние между двумя точками, называется метрическим 
(евклидовым) пространством nR . 
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Пусть  mx ,  m
n

mm
m xxxx ;...;; 21 , – последовательность точек 

метрического пространства nR . Говорят, что последователь-
ность точек  mx  сходится к точке a ,  naaaa ;...;; 21  (имеет 
предел a ), если   0;lim 


axmm

 : 

axmm



lim . 

Для того чтобы последовательность точек  mx , 

 m
n

mm
m xxxx ;...;; 21 , сходилась к пределу  1 2; ;...; n

na a a a R , 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства: 

11lim axm

m



, 22lim axm

m



, ... , n

m
nm

ax 


lim . 

Для последовательностей пространства nR  имеют место ана-
логичные определения и свойства как и для последовательно-
стей пространства 1R . 

Если последовательность точек  mx  метрического простран-
ства nR  сходится, то она является фундаментальной. Обратное 
утверждение для произвольного метрического пространства не-
верно. Метрическое пространство nR  называется полным, если 
любая фундаментальная последовательность его точек сходится. 

Множество точек  1 2; ;...; n
nx x x x R , расстояние от каждой 

из которых до фиксированной точки  00
2

0
1

0 ;...;; nxxxx   меньше 
положительного числа r , называется  -окрестностью точки 

 00
2

0
10 ;...;; nxxxx  : 

    0 0,U x x x x     . 
Данное множество называется n -мерным открытым шаром 

радиуса   с центром в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  . 

Проколотой  -окрестностью точки 0
nx R  с радиусом   

называется множество точек nxR , удовлетворяющих неравен-
ству     0,0 xx : 

    0 00 ,nU x x x x      R


. 
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Пусть G  – некоторое множество пространства nR . Точка на-
зывается внутренней точкой множества G , если существует ее 
окрестность, целиком принадлежащая этому множеству. Мно-
жество G  называется открытым, если все его точки внутрен-
ние. Любое открытое множество, содержащее точку 

 00
2

0
10 ;...;; nxxxx  , является ее окрестностью. Точка называется 

граничной точкой множества G , если в любой ее окрестности 
содержатся точки, как принадлежащие множеству G , так и не 
принадлежащие ему. Множество граничных точек называется 
границей множества G  и обозначается G . Граничная точка 
может, как принадлежать множеству G , так и не принадлежать 
ему. Точка называется предельной точкой множества G , если в 
любой ее окрестности содержится бесконечно много точек мно-
жества G . Точка, не являющаяся предельной точкой множества 
G , называется изолированной точкой множества G . Множество 
G  называется замкнутым, если оно содержит все свои предель-
ные точки. Множество, которое получается, если присоединить 
к множеству G  все его предельные точки, называется замыка-
нием G  и обозначается G . Множество G  называется ограни-
ченным, если существует такой n -мерный шар, который содер-
жит внутри себя все точки множества G . Множество G  называ-
ется компактом, если оно замкнуто и ограничено. 

Множество  
         1 2 1 2; ;...; , ,... , ;n nx x x x t x t x t t    , 

называется непрерывной кривой, соединяющей точки 
      1 1 2; ;...; nP x x x    и       2 1 2; ;...; nP x x x   . Здесь 

 ix t , ni ,...,2,1 , непрерывные функции на отрезке   ; . 
Множество G  называется связным, если любые две точки 

этого множества можно соединить непрерывной кривой  , це-
ликом принадлежащей этому множеству. Открытое связное 
множество называется областью, объединение области и ее гра-
ницы называется замкнутой областью. 
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1.2 Функции многих переменных 
Пусть nG R . Если правило f  каждой точке 
  Gxxxx n  ;...;; 21  ставит в соответствие некоторое вполне оп-

ределенное действительное число  1 2, ,..., nf x x x , то говорят, что 
на множестве G  задана числовая функция (или отображение) 
f  от n  переменных: 

: nf R R . 
Множество G  называется областью определения и обознача-

ется   GfD  ; множество   ,E u u f x x G   R  – мно-
жеством значений функции f . 

В частном случае при 2n  функцию двух переменных мож-
но рассматривать как функцию точек плоскости 2R . Частное 
значение функции  ,f x y  в точке  0 0 0;M x y  обозначается 
 00 , yxf ,  0Mf ,  0 0;x y

f  и 
0M

f . 

Функция f  двух переменных x  и y  может быть задана ана-
литическим, табличным, графическим и другими способами. 

График функции двух переменных  yxfz ,  изображается в 
трехмерном пространстве при выбранной декартовой системе 
координат Oxyz  как множество точек 

    3; ; ,x y z z f x y   R , 

которое есть некоторая поверхность в 3R . Проекцией этой по-
верхности на плоскость Oxy  является область  fD . 

Функцию трех и более переменных изобразить графически 
затруднительно.  

Функции многих переменных задаются: 
– явно уравнением, разрешенным относительно зависимой 

переменной:  
),( yxfz  , ),,( zyxfu  , ),...,,( 21 nxxxfu  ; 

– неявно уравнением, не разрешенным относительно зависи-
мой переменной: 

 ; 0F x y  ),  ; ; 0F x y z  ,  1 2; ;...; 0nF x x x  . 
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Множество точек  nxxxx ,...,, 21  пространства nR , удовле-
творяющих уравнению   cxxxf n ,...,, 21 , называется множест-
вом уровня функции  nxxxfu ,...,, 21 , соответствующим дан-
ному значению c . 

При 2n  множество уровня называется линией уровня; при 
3n  множество уровня  называется поверхностью уровня; при 
3n  множество уровня называется гиперповерхностью уровня. 

 
1.3 Предел функции многих переменных, повторные пределы 

Число A  называется пределом (по Гейне) функции ( )f x , 

 nxxxx ,...,, 21 , в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  , если для любой по-

следовательности точек  mx ,  m
n

mm
m xxxx ;...;; 21 ,  ,1m , 

 0xUxm  


, сходящейся к 0x , соответствующая последова-
тельность   mf x  значений функции сходится к A : 

 xfA
xx 0

lim


    

    1mmx ,  0xUxm   , 0lim xxkk



      0lim xfxf mk




. 

Предел функции также обозначается:  
 n

xx

xx
xx

xxxfA

nn

,...,,lim 21

..........
0

0
22

0
11






  и  
0

lim
M M

A f M


 , 

где  1 2, ,..., nM x x x ,  0 0 0
0 1 2; ;...; nM x x x  точки пространства nR . 

Аналогично функции одной переменной, определение преде-
ла по Гейне функции многих переменных на языке последова-
тельностей эквивалентно определению предела по Коши. 

Число A  называется пределом (по Коши) функции ( )f x , 

 nxxxx ,...,, 21 , в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  , если для любого 

0  существует   0 , такое, что для любой точки 

 0xUx  


 выполняется неравенство    Axf : 
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 xfA
xx 0

lim


   :0 0xU  


 0x U x  


     Axf . 

Если функция двух переменных  ;f x y  определена в окре-

стности   00 ,; yxU 


 и число A  является пределом при 
   00 ,, yxyx  , то предел 

 yxfA
yy
xx

;lim
0
0




  

называется двойным пределом. 
Геометрически неравенство  ;f x y A    означает, что 

точки графика функции  ,f x y  для  ;x y    0 0;U x y 


 нахо-
дятся между двумя плоскостями z A    и z A   , т. е. пре-
дел функции  ;f x y  при 0xx  , 0yy   определяется поведе-
нием функции вблизи точки  0 0;x y  и не зависит от значения 
функции в этой точке. 

Для случая функций многих переменных сохраняются все 
свойства пределов функций одной переменной (кроме тех, где 
существенна упорядоченность точек числовой прямой, напри-
мер, односторонние пределы). 

Бесконечные пределы для функций многих переменных 
( )f x ,  nxxxx ,...,, 21 , определяются по той же схеме, что и для 

функций одной переменной.  
Например,  

 
0

lim
x x

f x


    :0 0xU  


 0x U x  


    f x  . 

П о в т о р н ы е  п р е д е л ы . Для функции  ,f x y  можно оп-
ределить понятие предела по переменной x , полагая перемен-
ную y  постоянной, и можно определить предел по y , полагая x  
постоянной. 

Пусть функция  ,f x y  задана в окрестности точки  0 0,x y  
за исключением, быть может, самой точки  0 0,x y . И пусть для 
каждого фиксированного y  из этой окрестности при 0xx   для 
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функции  yxfz ,  одной переменной x  существует предел 
   

0
фик

lim ;
x x
y

f x y g y


 , а при 0yy   для функции  yg существует 

предел   byg
yy


 0

lim . Тогда говорят, что существует повторный 

предел b  для функции  ,f x y  в точке  0 0,x y : 
  byxf

xxyy



;limlim

00

. 

Аналогично определяется повторный предел  yxf
yyxx

;limlim
00 

. 

Т е о р е м а  1  Пусть функция  ,f x y  определена в некото-
рой окрестности точки  0 0,x y  и имеет в этой точке двойной 
предел   byxf

yy
xx





;lim
0
0

. И пусть для любого фиксированного x  из 

этой окрестности существует предел    
0

фик

lim ;
y y
x

f x y h x


  и для 

любого фиксированного y  из этой окрестности существует 
предел    

0
фик

lim ;
x x
y

f x y g y


 . Тогда повторные пределы 

 yxf
xxyy

;limlim
00 

 и  yxf
yyxx

;limlim
00 

 существуют и равны: 

   yxfyxf
yyxxxxyy

;limlim;limlim
0000 

 . 

 
1.4 Непрерывность функции многих переменных 

Функция  f x ,  nxxxx ,...,, 21  nR , определенная в окрестно-

сти  0,U x  точки  00
2

0
10 ;...;; nxxxx   называется непрерывной в 

точке 0x , если    0
0

lim xfxf
xx




. 

В противном случае точка 0x  называется точкой разрыва 
функции  f x . 

В частности, для функции  ,f x y  точки разрыва могут быть 
изолированными или образовывать линию разрыва, а для функ-
ции ( , , )f x y z  точки разрыва могут быть изолированными, обра-
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зовывать линию или поверхность разрыва. 
Для случая функций многих переменных сохраняются все 

свойства непрерывных функций одной переменной. 
Пусть функция  f x ,  nxxxx ,...,, 21  nR , определена на 

множестве G  nR . Функция  f x  называется непрерывной на 
множестве G , если в каждой точке этого множества она непре-
рывна: 

   
0

0lim
x x

f x f x


     0x G  . 

Т е о р е м а  2  ( н е п р е р ы в н о с т ь  с л о ж н о й  ф у н к -
ц и и )  Пусть функции  1x t ,  2x t , ... ,  nx t ,  1 2, ,..., mt t t t , 
определены в некоторой окрестности точки 

 0 0 0
0 1 2; ;...; m

mt t t t R  и непрерывны в точке 0t . Функция 

 1 2, ,..., nf x x x  определена в окрестности точки 

      0 1 0 2 0 0; ;...; n
nx x t x t x t R  и непрерывна в точке 0x . То-

гда в некоторой окрестности точки 0t  определена сложная 

функция         1 2; ;...;
n

t f x t x t x t  , причем функция  t  

непрерывна в точке 0t . 
 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Дайте определения: а) n -мерного арифметического точеч-

ного пространства; б) расстояния в пространстве nR , в) n -
мерного евклидова пространства. 

2 Дайте определения окрестности и проколотой окрестности 
точки в пространстве nR . 

3 Какая точка множества называется: а) внутренней; б) гра-
ничной; в) предельной; г) изолированной?  

4 Может ли внутренняя точка не принадлежать множеству? 
Может ли точка одновременно быть внутренней и граничной 
для некоторого множества? 

5 Какое множество называется а) открытым; б) замкнутым; 
в) компактом; г) связным; д) областью? 
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6 Что называется функцией в пространстве nR ? 
7 Что называется множеством уровня? 
8 Сформулируйте определения предела функции  ,f x y  в 

точке по Гейне и по Коши.  
9 Дайте для функции многих переменных определения бес-

конечных пределов: 
а)  

0

lim
x x

f x


  ,  
0

lim
x x

f x


  ,  
0

lim
x x

f x


  ; 

б)  lim
x

f x A


 ,  lim
x

f x A


 ,  lim
x

f x A


 ; 

в)  lim
x

f x


  ,  lim
x

f x


  ,  lim
x

f x


  . 

10 Сформулируйте определение повторного предела функции 
двух переменных.  

11 Какая функция называется непрерывной в точке?  
12 Какими свойствами обладают непрерывные функции? 
13 Сформулируйте теорему о непрерывности сложной функ-

ции многих переменных. 
 
Решение типовых примеров 
 
1 Найти область определения функции: 
а) 22 yxz  ,       в) 22

2
2
1 ...1 nxxxz  ,  

б) 22 24 yxz  .    г)  2225ln zyxz  . 
Р е ш е н и е . а) область определения этой функции 
  2D f  R , множество значений     ;0fE . Графиком дан-

ной функции в пространстве 3R  является круговой параболоид 
(рисунок 1. 1); 

б) областью определения  fD  этой функции является мно-
жество всех точек плоскости 2R , для которых определено вы-
ражение 22 24 yx  , т. е.  

024 22  yx . 
Множество таких точек лежит внутри и на эллипсе с полу-

осями 2a , 2b  (рисунок 1. 2): 
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2 2

2; 1
4 2
x yD f x y

      
  

R . 

Множество значений    2;0fE . Графиком этой функции 
является верхняя часть эллипсоида; 

  
Рисунок 1. 1 – График функции 

22 yxz   
Рисунок 1. 2 – График функции 

22 24 yxz   
 
в) функция определена, если 0...1 22

2
2
1  nxxx  или 

1... 22
2

2
1  nxxx . Отсюда  

   2 2 2
1 2 1 2( ; ;...; ) ... 1n

n nD f x x x x x x     R , 

т. е. областью определения  fD  данной функции является 
множество точек замкнутого n -мерного шара радиусом 1r  с 
центром в начале координат. R . Множество значений функции 
есть отрезок  0;1 : 

   1;0fE ; 
г) функция определена, если 05 222  zyx  или 

5222  zyx . Отсюда областью определения  fD  данной 
функции является множество точек открытого трехмерного ша-
ра радиусом 5 : 

    3 2 2 2; ; 5D f x y z x y z    R . 

Множество значений функции есть    5ln;fE . 
2 Используя определение предела а) по Гейне; б) по Коши 
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доказать 
3 3

0
0

lim 0
x
y

x y
x y







. 

Р е ш е н и е . а) область определения данной функции 
    2;D f x y x y  R . Возьмем произвольную последова-

тельность точек     ;k k kM x y , таких, что kk yx  , 0kx , 
0ky . Тогда 

  22
33

kkkk
kk

kk
k yyxx

yx
yxMf 




 . 

Следовательно, 

 
3 3

2 2

0
0

lim lim 0k k k kx k
y

x y x x y x
x y 




   


; 

б) выберем произвольное число 0  и найдем   , такое, 

что для любой точки     ; ; 0;0M x y U 


 выполняется нера-

венство    0, yxf . Так как для любой точки  fDyxM );(  
справедливо соотношение 

  22
33

, yxyx
yx
yxyxf 




 , 

то 
  xyyxyxyxyxf  22220, . 

Оценим yx  : 

  02 22222  yxyxyxyx     22

2
1 yxyx  . 

Таким образом,  

        MOyxyxf ,
2
3

2
30, 222 . 

Отсюда   
3
2, MO , где  MO;  – расстояние от точки 

 yxM ;  до точки  0;0O . 
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Следовательно, для любого 0  существует число 

  
3
2

 , такое, что для любой точки     ; , 0;0M x y U   

будет выполняться неравенство  
3 3

0x y
x y


 


. 

По определению предела функции по Коши заключаем, что  
3 3

0
0

lim 0
x
y

x y
x y







 

3 Найти точки разрыва функций: 

а) 
  224

1
yx

z


 ;  б) 
yx

z



1 ;  в)

9
2

222 


zyx
u . 

Р е ш е н и е . а) функция 
  224

1
yx

z


  определена на 2R  

всюду, кроме точки  0;4M , которая и является точкой разрыва 
функции; 

б) функция 
yx

z



1  определена для любых x , y , таких, что 

yx  . Следовательно, прямая yx   является линией разрыва 
функции; 

в) функция 
9

2
222 


zyx

u  определена для любых x , y , 

z , таких, что 9222  zyx . Следовательно, сфера с центром в 
начале координат и радиусом R  3 является поверхностью раз-
рыва функции. 
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Задания для аудиторной работы 
 
1 Являются ли окрестностями точки  1;1A  множества: 

а)   ; 0 1, 0 1x y x y    ; 

б)   2 2; 1x y x y  ; 

в)   ; 0 2, 1 2x y x y     ; 

г)   ; 0 1, 0 1x y x y    ? 
2 Найти внутренние, граничные и предельные точки мно-

жеств: 
а)   ; 1, 1x y x y  ; 

б)   2 2; ; 2x y z x y z   ; 

в)   2 2 2; ; 1 4x y z x y z    ; 

г)   ; 0x y x y  . 
Какие из множеств являются открытыми, замкнутыми, связ-

ными, компактами? 
3 Найти предел последовательности  nx  в 2R , где  

1 1sin ; sinnx n n
n n

     
  

. 

4 Найти области определения следующих функций: 

а) 422  yxz ;      д)  229 yxz  ;  

б) xyz cos ;       е) 
yx

xz


 arcsin ;  

в) 
z

yx
u

22

arcsin


 ;    ж) 25222  zyxu ; 

г) 
2225

1

yx
z


 ;     и) 1 1

sin sin
z

x y
  . 
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5 Найти для функции  
yx
yxyxf

23
32;




  значения  1;2f , 

 2;1f ,  aaf ; ,  aaf ; . 
6 Выяснить, имеет ли предел при 0x , 0y  функция  

  22

22

;
yx
yxyxf




 ? 

7 Вычислить пределы: 

а) 
93

lim
0
0 


 xy

xy

y
x

;      г) 
y
xy

y
x

sinlim
0
0




;  

б)   22
22 1sinlim

yx
yx

y
x 





;    д) 
2 2

4 4lim
x
y

x y
x y






; 

в)    
   22

22

3
2 32

32lim




 yx

yx

y
x

;   е) 21
0

tg 2lim
x
y

xy
x y



. 

8 Показать, что для функции  

   
yx

yxyxf 1sin1sin32;   

не существуют повторные пределы  yxf
yx

;limlim
00 

, 

 yxf
xy

;limlim
00 

, но существует   0;lim
0
0





yxf
y
x

. 

9 Показать, что для функции 

 
yx

yxyxyxf





2;
22

 

существуют повторные пределы  
0 0

limlim ;
x y

f x y
 

,  
0 0

limlim ;
y x

f x y
 

, а 

предел  yxf
y
x

;lim
0
0




 не существует. 

10 Имеет ли предел при x , y  функция  

  24

42

;
yx
yxyxf




 ? 
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11 Найти точки разрыва следующих функций: 

а)  
   22 21

1;



yx

yxf ;    г)   1; ;
sin

f x y z
xyz

 ;  

б)      2 2; ln 1 1 2f x y x y     ; д)  
zyx

zyxf


 22
1;; ;  

в)  
yx

yxyxyxf





32;
22

;    е)   222
1;;

zyx
zyxf


 . 

 
Задания для домашней работы 
 
1 Являются ли окрестностями точки  1; 1A    множества: 

а)   ; 1 2, 1 1x y x y      ; 

б)   2 2; 1x y x y  ; 

в)   ; 2 1, 3 0x y x y      ? 
2 Найти внутренние, граничные и предельные точки мно-

жеств: 
а)   ; 1x y x y  ; 

б)   2 2; ; 4x y z x y z   ; 

в)  
2 2

2; ; 1 4
4 9
x zx y z y

 
    

 
; 

г)   2 2; 1x y x y    1;0 . 
Какие из множеств являются открытыми, замкнутыми, связ-

ными, компактами? 
3 Найти предел последовательности  nx  в 3R , где  

  2

2

1 3 5 1; ;
2 5 2

n n

n
n n nx

n n n

            
. 

4 Найти области определения функций: 
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а) 229 yxz  ;      д) 
yx

yxz
4

432



 ;  

б)  yxz  ln ;       е) xyz sin ;  

в)  y
y
xz  1arcsinarccos 2 ;  ж)  2221ln zyxu  ;  

г) 
x

yz
u

22

arcsin


 ;    и) 1
cos sin

z
x y

 . 

5 Найти  4;3f , 







y
xf ;1 ,  aaf ; ,  aaf ; , где  

  22
2;

yx
xyyxf


 . 

6 Вычислить пределы: 

а)   22
1

22

0
0

1lim yx

y
x

yx 




 ;     г) 
xy

xy

y
x

sinlim
0
0




;  

б) 22

3

2
1

lim
yx
yx

y
x 






;       д) 33

2

1
1

lim
yx

yx

y
x 



;  

в) 
 
  22

22

0
1 1

41
lim

yx
yx

y
x 






;    е)    2 2

lim x y

x
y

x y e 




 . 

7 Показать, что для функции  
 222

22

;
yxyx

yxyxf


  сущест-

вуют оба повторных предела  
0 0

limlim ;
x y

f x y
 

,  
0 0

limlim ;
y x

f x y
 

 а 

предел  yxf
y
x

;lim
0
0




 не существует. 

8 Показать, что для функции     1 1; sin sinf x y x y
x y

   не 

существуют повторные пределы  
0 0

limlim ;
x y

f x y
 

,  
0 0

limlim ;
y x

f x y
 

, а 

предел  yxf
y
x

;lim
0
0




 существует. 
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9 Имеет ли предел функция    24lnsin; yxyxf   при 
0x , 0y ? 

10 Найти точки разрыва функций: 

а)  
yx

yxf
sinsin

1;  ; 

б)    221ln; yxyxf  ;  

в)     11
1; 2222 


yxyx

yxf ; 

г)   2 2 2

1; ;
1

f x y z
x y z


  

; 

д)  
1

1;; 222 


zyx
zyxf ;  

е)     xyyx
yxf


 2

1; . 
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Практическое занятие 2 Частные производные 
 
2.1 Частные и полные приращения функции многих перемен-

ных 
2.2 Частные производные 
2.3 Геометрический и механический смысл частных произ-

водных функции многих переменных 
2.4 Полный дифференциал функции многих переменных и 

его геометрический смысл 
 
2.1 Частные и полные приращения функции многих пе-

ременных 
Пусть функция  1 2, ,..., nf x x x  определена в окрестности точ-

ки  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  . Дадим переменной 0

1x  приращение 1x , а 
значения 0

2x , 0
3x , ... , 0

nx  оставим без изменения. 
Частным приращением функции  1 2, ,..., nf x x x  по перемен-

ной 1x  в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx   называется приращение 

     00
2

0
1

00
21

0
10 ;...;;;...;;

1 nnx xxxfxxxxfxf  . 
Аналогично определяются частные приращения  02

xfx , 
 03
xfx , ... ,  0xf

nx  по переменным 2x , ... , nx  в точке 

 00
2

0
10 ;...;; nxxxx  . 

Полным приращением в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx   функции 

 1 2, ,..., nf x x x  называется разность  

     00
2

0
1

0
2

0
21

0
10 ;...;;;...;; nnn xxxfxxxxxxfxf  . 

Геометрически для функции  ,f x y  в точке  0 0;x y  частные 
и полное приращения 

     000000 ,,, yxfyxxfyxfz xx  , 
     000000 ,,, yxfyyxfyxfz yy   

     000000 ,,, yxfyyxxfyxfz   
можно изобразить отрезками 11BA , 22BA  и 33BA  (рисунок 2. 1). 
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Рисунок 2. 1 – Геометрический смысл частных и 

полного приращений функции  ,f x y  
 
2.2 Частные производные 
Частной производной функции  1 2, ,..., nf x x x  по переменной 

1x  в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx   называется предел отношения част-

ного приращения функции fx1  0x  к соответствующему при-
ращению аргумента 1x , когда 1x  произвольным образом 
стремится к нулю: 

1

f
x



=
   

1

00
2

0
1

00
21

0
1

0

;...;;;...;;lim
1 x

xxxfxxxxf nn
x 




. 

Для записи частной производной функции  1 2, ,..., nf x x x  по 

переменной 1x  в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx   используется также 

обозначение 
0

1

'
xxxf


. 

Аналогично определяются частные производные 
2x

f

 , 

3x
f


 , 

... , 
nx

f

  по переменным 2x , ... , nx  в точке  00

2
0
10 ;...;; nxxxx  . 

Частная производная функции нескольких переменных опре-
деляется как производная функции одной из этих переменных 
при условии, что все остальные переменные остаются постоян-
ными. Вследствие этого, все правила и формулы дифференциро-
вания, справедливые для производных функций одной перемен-
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ной, имеют место и для частных производных. Однако во всех 
этих правилах и формулах при нахождении частной производ-
ной по какой-либо переменной все остальные переменные счи-
таются постоянными. 

 
2.3 Геометрический и механический смысл частных про-

изводных функции многих переменных 
Геометрический смысл частных производных. Рассмотрим 

функцию  yxfz , , графиком которой является поверх-
ность  . Точке    fDyxP 000 ;  на поверхности   соответст-
вует точка  0000 ;; zyxM . Пересечем график данной функции 
плоскостью 0yy  . В сечении получается кривая  0; yxfz   (на 
рисунке 2.2 это кривая BAM 0 ), которую можно рассматривать 
как график функции одной переменной  0; yxfz   в плоскости 

0yy  . Тогда, по геометрическому смыслу производной функ-

ций одной переменной, значение частной производной 
x
z

  

функции  yxfz ,  в точке  000 ; yxP  есть тангенс угла  , об-
разованного положительным направлением оси Ox  и касатель-
ной, проведенной в точке  000 ; yxM  к линии пересечения по-
верхности  yxfz ,  и плоскости 0yy   (рисунок 2. 2). 

 

 

Рисунок 2. 2 – Геометрический смысл 
 ;z x y

x



 в точке  0 0 0;P x y  
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Аналогично определяется геометрический смысл частной 
производной функции  yxfz ,  по y . 

Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Графиком 
функции двух независимых переменных  yxfz ,  в простран-
стве 3R  является некоторая поверхность   (рисунок 2. 3). Вы-
берем на ней точку  0000 ;; zyxM .  

 
Рисунок 2. 3 – Касательная плоскость   к поверхности   

 
Касательной плоскостью к поверхности   в данной точке 
0M  называется плоскость, которая содержит все касательные к 

кривым, проведенным на поверхности через эту точку. 
Уравнение касательной плоскости   к поверхности, прохо-

дящей через касательные 1T  и 2T  имеет вид 
          0,, 0000000  zzyyyxfxxyxf yx   

или 
       0000000 ,, yyyxfxxyxfzz yx  . 

Нормалью к поверхности   в данной точке  0000 ;; zyxM  на-
зывается прямая, проходящая через эту точку перпендикулярно 
к касательной плоскости, проведенной в данной точке поверхно-
сти. Используя условие перпендикулярности прямой и плоско-
сти, канонические  уравнения нормали запишутся в виде: 

 
 

 
 

 
1,,

0

00

0

00

0










 zz

yxf
yy

yxf
xx

yx
.  
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Точка, в которой 0 zyx FFF  или хотя бы одна из этих 
частных производных не существует, называется особой точкой 
поверхности. В такой точке поверхность может не иметь каса-
тельной плоскости. 

Механический смысл частных производных. Частные произ-
водные  00 , yxf x  и  00 , yxf y  характеризуют скорость измене-
ния функции  yxfz ,  в данной точке  000 ; yxP , причем 

 00 , yxf x  задает скорость изменения функции в направлении 
прямой 0yy   (или, что то же, относительно переменной x ), 

 00 , yxf y  – в направлении прямой 0xx   (относительно пере-
менной y ). 

 
2.4 Полный дифференциал функции многих переменных 

и его геометрический смысл 
Пусть функция  ,f x y  определена в окрестности  0; PU   

точки  000 ; yxP . Функция  ,f x y  называется дифференцируе-
мой в точке  000 ; yxP , если ее полное приращение в этой точке 
можно представить в виде: 

     
0 0

0 0 0 0,
, ,

x y
f A x y x B x y y x y          ,   (2.1) 

где A  и B  – некоторые постоянные, зависящие от 0x  и 0y ; 
 yx  ,  и  yx  ,  – бесконечно малые функции от 

x  и y :  
  0,lim

0
0





yx
y
x

 ,   0,lim
0
0





yx
y
x

 . 

Соотношение (2.1) называется условием дифференцируемо-
сти функции  ,f x y  в точке  000 ; yxP .  

Условие дифференцируемости записывается также в виде:  
 f A x B y o       ,    (2.2) 

где 22 yx   – расстояние между точками  000 ; yxP  и 

 yxP ; ,   0lim
0


 




o . 
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Функция  ,f x y , дифференцируемая в каждой точке множе-
ства G , называется дифференцируемой на G . 

В равенствах (2.1) и (2.2) слагаемое yBxA  , линейное от-
носительно x  и y , называется главной частью приращения 
функции. 

Т е о р е м а  1  ( с в я з ь  д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т и  и  
н е п р е р ы в н о с т и )  Если функция  ,f x y  дифференцируема 
в точке  000 ; yxP , то она и непрерывна в этой точке. 

Т е о р е м а  2  ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  д и ф ф е р е н -
ц и р у е м о с т и  ф у н к ц и и )  Если функция  ,f x y  дифферен-
цируема в точке  000 ; yxP , то она имеет в этой точке частные 
производные  00 , yxf x  и  00 , yxf y , причем   Ayxf x  00 , , 

  Byxf y  00 , . 
Утверждения, обратные утверждениям теорем 1 и 2 неверны: 

из непрерывности функции, а также существования ее частных 
производных, еще не следует дифференцируемость функции. 

Т е о р е м а  3  ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  д и ф ф е р е н -
ц и р у е м о с т и  ф у н к ц и и )  Если функция  ;f x y  имеет ча-
стные производные в некоторой окрестности точки  000 ; yxP , 
непрерывные в самой этой точке, то она дифференцируема в 
точке  000 ; yxP . 

Функции с непрерывными частными производными называ-
ются непрерывно дифференцируемыми. 

Если функция  ;f x y  дифференцируема в точке  000 ; yxP , 
то ее полное приращение в этой точке можно представить в виде 

     
0 0

0 0 0 0,
, ,x yx y

f f x y x f x y y x y           .  (2.3) 

Сумма первых двух слагаемых есть главная линейная (отно-
сительно x  и y ) часть приращения функции и называется 
полным дифференциалом функции: 

      yyxfxyxfyxdf yx  000000 ,,; . 
Приращения независимых переменных x  и y  называются 
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дифференциалами независимых переменных x  и y  и обознача-
ются соответственно dx  и dy . 

Тогда полный дифференциал функции запишется в виде: 

     dy
y

yxfdx
x

yxfyxdf








 0000
00

,,, . 

Выражения  dx
x

yxf


 00 , ,  dy
y

yxf


 00 ,  называются частными 

дифференциалами функции  ;f x y  и обозначаются xd f  и yd f . 
Таким образом,  

x ydf d f d f  . 

Отбрасывая в формуле (2.2) слагаемое  o  , т. е. заменяя 
приращение функции ее дифференциалом, получается равенство  

 
       0 0 0 0 0 0 0 0; ; , ,x yf x x y y f x y f x y x f x y y          , (2.4) 

 
которое используется для вычисления приближенного значения 
 0 0;f x x y y     при малых x  и y . 
Геометрический смысл дифференциала. Учитывая, что 

dxxxx  0 , dyyyy  0 , уравнение касательной плос-
кости можно записать в виде 

   dy
y

yxfdx
x

yxfzz








 0000
0

,, . 

Правая часть этого уравнения представляет собой полный 
дифференциал функции  ,f x y  в точке  0 0 0;P x y , а левая его 
часть 0zz   – приращение аппликаты касательной плоскости в 
точке касания:  0 0 0,z z df x y  . 

Определение дифференцируемости функции и ее дифферен-
циала обобщаются на случай функции многих переменных 
 1 2, ,..., nf x x x  в точке  00

2
0
10 ;...;; nxxxx  .  

Условие дифференцируемости запишется в виде 
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 odx
x
fdx

x
fdx

x
ff n

n













 ...2
2

1
1

, 

где      22
2

2
1 ... nxxx  . 

Дифференциал функции  1 2, ,..., nf x x x  имеет вид 

n
n

dx
x
fdx

x
fdx

x
fdf












 ...2
2

1
1

. 

 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Как определяются частные и полные приращения функции 

многих переменных? 
2 Дайте определение частных производных. 
3 В чем состоит геометрический и механический смысл част-

ных производных функции многих переменных? 
4 Запишите уравнения касательной плоскости и нормали к 

поверхности. 
5 Дайте определение дифференцируемости функции несколь-

ких переменных в точке. 
6 Как связаны непрерывность и дифференцируемость функ-

ции? 
7 Сформулируйте необходимое условие дифференцируемо-

сти функции в точке. 
8 Сформулируйте достаточное условие дифференцируемости 

функции в точке. 
9 Что называется полным дифференциалом функции многих 

переменных? В чем состоит его геометрический смысл? 
 
Решение типовых примеров 
 
1 Найти частные и полное приращения функции 2xyz   в 

точке  2;10M , если 1,0x , 2,0y . 
Р е ш е н и е . Имеем 

      2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0; ,x z z x x y z x y x x y x y y x           ,  

  4,01,022
2;1  zx . 
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Аналогично 
     2 2

0 0 0 0 0 0 0 0, ,y z z x y y z x y x y y x y           
2

0002 yxyyx  , 

 
84,02,02,0212 2

2;1
 zy . 

Тогда  
      2 2

0 0 0 0 0 0 0 0; ,z z x x y y z x y x x y y x y             

324,1212,21,1 22  . 
2 Найти частные производные функций  
а)  22 sin yxxz  ;  
б)  zyxxyu  ln ;  
в)  xtzxyu  2sin . 

Р е ш е н и е . а) частную производную 
x
z

  вычисляем как 

производную данной функции по переменной x , считая y  по-
стоянной. Тогда 

 2cos2 yxx
x
z



 . 

Аналогично 

 2cos2 yxy
y
z





; 

б) частную производную 
x
u

  вычисляем как производную 

данной функции по переменной x , считая, что переменные y , 
z  постоянны. Получим 

zyx
yzyxy

zyx
y

x
u









 11 2

. 

Аналогично 

zyx
xzxyx

zyx
x

y
u









 11 2

, 
zyxz

u




 1 ; 
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в) имеем: 

      xtztytxtzxtzy
x
u



 2sincossin2 , 

x
y
u



 ,  

     xtzxtzxtz
z
u



 2sincossin2 ,  

      xtzxxxtzxtz
t
u



 2sincossin2 . 

3 Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по-
верхности 225 yxz   в точке  3;1;10M . 

Р е ш е н и е . Уравнение поверхности задано явной функцией. 
Вычислим частные производные функции в точке 0M : 

x
x
f 2

 ,  y

y
f 2

 , 

 
2

1,1





x
f ,  

 
2

1,1





y
f . 

Тогда уравнение касательной плоскости примет вид 
      031212  zyx  или 0722  zyx , 

канонические уравнения нормали – 

1
3

2
1

2
1










 zyx  или 

1
3

2
1

2
1 





 zyx . 

4 Доказать, что функция 2xyz   дифференцируема на всей 
плоскости Oxy .  

Р е ш е н и е .  Действительно, полное приращение данной 
функции в любой точке   2;P x y R  имеет вид 

    22 xyyyxxz  
   222 22 yxxyyxyyxyxy  . 

Положив Ay 2 , Bxy 2 ,  22 yyxy , yx , полу-
чим представление z  в виде условия дифференцируемости, так 
как A  и B  в фиксированной точке  000 ; yxP  являются постоян-
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ными, а 0  и 0  при 0x  и 0y . 

5 Доказать, что функция   22, yxyxf   в точке  0;0O  не 
имеет частных производных. 

Р е ш е н и е . Действительно, 

   
x
x

x
x

f
xxx 








 00

lim
000

lim0,0 . 

Функция 
x
x




 не имеет предела при 0x . Следовательно, 

 0,0xf   не существует. 
Аналогично доказывается, что не существует  0,0yf  . 
6 Найти полный дифференциал функции  

 
22

,,
yx

zzyxf


 . 

Р е ш е н и е . Имеем 

 2
3

22 yx

zx
x
f





 , 

 2
3

22 yx

zy
y
f





 , 

 2
1

22

1

yxz
f





 . 

Тогда полный дифференциал равен 













 dz
z
fdy

y
fdx

x
fdf  

     









 dz

yx
dy

yx

zydx
yx

zx

2
1

222
3

222
3

22

1  

   

 2322

22

yx

ydyxdxzdzyx




 . 

7 Приближенно вычислить    22 07,305,4  . 
Р е ш е н и е . Пусть 40 x , 30 y , 05,0x , 07,0y . Тогда 

искомое число будем рассматривать как значение функции  
  22, yxyxf   

при xxx  0 , yyy  0 . 
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Так как  

2 2

f x
x x y



 

, 
2 2

f y
y x y



 

, 

то по формуле (2.4) получим: 

   2 24,05 3,07   

2 24 3  
2 2 2 2

4 30,05 0,07
4 3 4 3

   
 

5 0,08 =5,08. 

 
Задания для аудиторной работы 

 
1 Найти частные производные функций: 
а) 7543 232  yxyxyxz ;  г)  yxyz 43sin  ;  

б) 
42

3 yxz  ;         д) 32

5

4
3

yx
yxz




 ;  

в) 
y
xz arccos ;        е) 

yx
xyz




1arctg . 

2 Вычислить значения частных производных в точке: 

а) 
yx
yxz




 ,  2,30M ;     б) 
xz
zyu


 ,  3,1,20M . 

3 Найти полный дифференциал функций: 

а) 21
arctg

x
yz


 ;       б) y
x

ez  . 

4 Вычислить полный дифференциал и полное приращение 

функции 
x
yz arctg  при переходе от точки  1;10M   к точке 

 8,0;1,1M . 
5 Показать, что функция  xeyyz  sin  удовлетворяет урав-

нению 

z
y
zy

x
z







 . 

 

 34

6. Вычислить приближенно значение выражения: 

а) 
95,0
02,1arctg ;        б) 02,298,1 . 

7 Найти уравнение касательной плоскости и нормали к по-
верхности 221 yxz   в точке  3,1,1M . 

 
Задания для домашней работы 
 
1 Найти частные производные функций: 
а) 853324 332  yxyxyyxz ;  г)  yxxz 6cos2  ; 

б) 
42

5 xyyxz  ;          д) 62

53

52
34

yx
yxz




 ;  

в) 
y
xz arcsin ;         е) xeyz 2 . 

2 Вычислить значения частных производных в точке: 

а) 
yx

xyz


 ,  5,40 M ;   

б) 222 zyxu  ,  2,2,10 M . 
3 Найти полный дифференциал функций: 
а) 

xyzu  ;           б) 22ln yxz  . 
4 Вычислить полный дифференциал и полное приращение 

функции 22 yxyxz   при переходе от точки  1;20M  к точке 
 9,0;1,2M . 
5 Показать, что функция  zyx eeeu  ln  удовлетворяет 

уравнению 

1











z
z

y
z

x
z . 

6 Вычислить приближенно значение выражения: 

а)    22 98,203,1  ;        б)  33 99,009,0ln  . 
7 Найти уравнение касательной плоскости и нормали к по-

верхности  22ln yxz   в точке  0,0,1M . 


