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д)    tfttf z 4 , z ℂ, с показателем роста 0s ; 

г)    
t

dzzftg
0

,  t0 , с показателем роста 0s . 

 
1.2 П р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а  
Изображением (интегралом Лапласа) оригинала  tf  называ-

ется несобственный интеграл вида  

   



0

dtetfpF pt , 

зависящий от комплексного параметра p . 
Преобразованием Лапласа называется операция перехода от 

оригинала  tf  к изображению  pF . 
Соответствие между оригиналом  tf  и изображением  pF  

записывается в виде  
 f t ≑  F p . 

Пусть функция  tf  оригинал с показателем роста 00 s . 
Т е о р е м а  1  ( с у щ е с т в о в а н и е  и з о б р а ж е н и я )  Для 

оригинала  tf  с показателем роста 00 s  изображение  pF  
существует в полуплоскости 0Re sup  , причем функция  pF  
является аналитической в этой полуплоскости. 

Т е о р е м а  2  ( н е о б х о д и м ы й  п р и з н а к  с у щ е с т в о -
в а н и я  и з о б р а ж е н и я )  Если функция  pF  является изо-
бражением оригинала  tf , то   0lim

Re



pF

p
. 

Т е о р е м а  3  ( е д и н с т в е н н о с т ь  о р и г и н а л а )  Если 
функции  pF  и  p  совпадают, то совпадают между собой и 
соответствующие оригиналы  tf  и  t  во всех точках, в кото-
рых они непрерывны. 

 
1.3 С в о й с т в а  п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а  
Преобразование Лапласа обладает свойствами: 
– линейность: линейной комбинации оригиналов соответствует 

линейная комбинация изображений, т. е. если    pFtf 11   и 
   pFtf 22   и 1c , 2c  – постоянные числа, то  

       pFcpFctfctfc 22112211   ; 
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Раздел 2 Функции комплексной переменной 
 
Тема 1 Функции комплексной переменной 
1.1 Множества, кривые, области. 
1.2 Предел последовательности. 
1.3 Предел и непрерывность функции комплексной переменной. 
1.4 Основные элементарные функции комплексной переменной. 
 
1.1 М н о ж е с т в а ,  к р и в ы е ,  о б л а с т и  
Множество точек плоскости ℂ, удовлетворяющих неравенству 

0z z   , называется  -окрестностью точки 0z : 

    zzU 0, ℂ  0zz . 
Множество точек комплексной плоскости, удовлетворяющих ус-

ловию 0z R  , называется R - окрестностью бесконечно удален-
ной точки z  : 

    zRU , ℂ Rz  . 
Комплексная плоскость вместе с бесконечно удаленной точкой 

z   называется расширенной комплексной плоскостью. Символы 
x i  , iy  , ie   задают направления на расширенной ком-
плексной плоскости. 

Точка 0z  называется предельной точкой множества E  ℂ, если в 
любой окрестности точки 0z  расположено бесконечно много точек 
z Ε . Предельная точка 0z  может принадлежать множеству E , а 
может и не принадлежать ему. 

Точка z Ε  называется внутренней точкой множества E , если 
существует такое 0  , что окрестность ( ; )U z  состоит только из 
точек множества E . Множество называется открытым, если каждая 
точка этого множества является его внутренней точкой. 

Точка 0z  расширенной комплексной плоскости называется гра-
ничной точкой множества E , если при любом 0   окрестность 

0( , )  U z  содержит точки z E  и точки z E . Граничная точка 
множества E  может принадлежать множеству E , а может и не при-
надлежать ему. Совокупность всех граничных точек множества назы-
вается границей множества. Множество E , содержащее свою грани-
цу, называется замкнутым и обозначается E . 
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Пусть t T ℂ. Если каждому значению t T  поставлено в со-
ответствие z ℂ, то говорят, что на множестве T  задана комплекс-
нозначная функция действительной переменной t : ( )z z t . 

Полагая ( ) ( ) ( )z t x t iy t  , можно считать, что задание функции 
( )z t  равносильно заданию на множестве T  двух действительных 

функций ( )x t  и ( )y t  переменной t . Очевидно, если ( )x t  и ( )y t  не-
прерывные функции, то и функция ( )z t  является непрерывной. Гра-
фиком функции ( )z t  является кривая на комплексной плоскости . 
Точкой самопересечения кривой ( )z t  называется точка z , для кото-
рой при 1 2t t  имеет место соотношение 1 2( ) ( )z t z t . 

Кривой Жордана называется непрерывная кривая ( )z t , t T , не 
имеющая точек самопересечения. Замкнутой кривой называется кри-
вая Жордана, у которой конец совпадает с началом (совпадение нача-
ла и конца замкнутой кривой не считается точкой самопересечения). 
Кривая Жордана  z t  называется гладкой, если функции ( )x t  и ( )y t  

непрерывно-дифференцируемы и ' 2 ' 2 0t tx y   на множестве T . 
Кривая Жордана называется кусочно-гладкой, если она состоит из ко-
нечного числа гладких кривых.  

Множество E  называется связным множеством, если две любые 
его точки можно соединить кривой Жордана, целиком лежащей в E . 
Связное открытое множество E  называется областью.  

 

а) б) 
Рисунок 4 – Односвязная (а) и многосвязная (б) области 

 
Область, ограниченная замкнутым контуром  , обозначается D . 

Область D  называется односвязной, если любой замкнутый контур   
целиком лежащий в D , ограничивает область D D   (рисунок 4, а). 
В противном случае область называется многосвязной (рисунок 4, б). 

Для многосвязной области D  найдутся контуры 1 , 2 , …, n , 
такие, что точки из областей 

1
D , 

2
D , …, 

n
D  не входят в D . С по-
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Раздел 3 Операционное исчисление 
 

Тема 1 Преобразование Лапласа 
 
1.1 Оригиналы и их свойства.  
1.2 Преобразование Лапласа.  
1.3 Свойства преобразования Лапласа. 
1.4 Таблица оригиналов и изображений. 
 
1.1 О р и г и н а л ы  и  и х  с в о й с т в а   
Комплекснозначная функция  tf  называется оригиналом, если 

она удовлетворяет условиям: 
1)   0tf  при 0t ; 
2) при 0t  функция  tf  кусочно-непрерывна; 
3) при t  функция  tf  имеет ограниченную степень роста, 

т. е. существует такое положительное число M  и такое неотрица-
тельное число 0s , что для всех 0t  выполняется неравенство: 

  tseMtf 0 , 0M , 00 s . 
Число 0s  называется показателем роста функции  tf . 
Если  tf1 ,  tf2 , ... ,  tfn  – оригиналы с показателями роста 

1s , 2s , ... , ns , то функция        tfctfctfctf nn 2211 , 

ic ℂ, является также оригиналом с показателем роста 

 0 1 2max , ,..., ns s s s . 
Пусть функция  tf  – оригинал с показателем роста 0s . Тогда 

являются оригиналами следующие функции: 
а)  tf  с показателем роста 0s ; 
б)    tftf  1 , 0 , с показателем роста 0s ; 

в)    tfetf t2 ,  ℂ, показатель роста которой равен  

0 0

0

Re , если Re 0,
0, если Re 0;
s s

s
s

 


  
   

 

г)    3

0, если ,
, если ,

t
f t

f t t


 
   

 

с показателем роста 0s , 0  ; 
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22 Как для  мероморфной функции вычисляется логарифмический 
вычет по контуру? 

23 Как вычисляются интегралы по замкнутому контуру?  
24 Как вычисляются несобственные интегралы? 

25 Как вычисляются интегралы вида   
2

0

cos,sin dxxxR ?  

26 В чем суть леммы Жордана? Для каких интегралов она исполь-
зуется? 

27 В каких случаях можно вычислить сумму ряда с помощью вы-
четов? 
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мощью дополнительных разрезов 1l , 2l , ..., nl  многосвязная область 
преобразуется в односвязную (рисунок 5), так как в области с разре-
зами любой замкнутый контур   не будет содержать внутри себя 
точек из областей 

1
D , 

2
D , …, 

n
D . 

 
Рисунок 5 – Многосвязная область D  и ее разрезы 1l , 2l , 3l  

 
Положительным направлением обхода границы области D  счита-

ется то направление, при котором область D  остается слева. 
 
1.2 П р е д е л  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  
Пусть дана последовательность комплексных чисел  nz , 
1,2,n  ... . 

Число a , a ℂ называется пределом числовой последовательно-
сти  nz , если для любого 0   существует номер  N   такой, что 

для всякого  n N   справедливо неравенство nz a   : 

lim nn
a z


       0 : nN n N z a          . 

Комплексное число a    называется пределом последовательно-
сти  nz , если 0R   найдется такой номер  N R , что для любого 

n N  выполняется неравенство nz R : 

lim nn
z


        0 : nR N R n N R z R      . 

Т е о р е м а  1 Для того чтобы существовал конечный предел 
a i    последовательности  nz , n n nz x iy  , необходимо и 
достаточно, чтобы существовали пределы последовательностей 
действительных чисел  nx  и  ny  и lim nn

x 


 , lim nn
y 


 . 

Пусть nz  ni
nr e   и ia r e   показательные формы для 

n n nz x iy   и a i    соответственно. 
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Т е о р е м а  2  Для того чтобы существовал конечный предел 
ir e  , 0r  , последовательности  ni

nr e  , необходимо и достаточ-

но, чтобы существовал предел lim nn
r r


 , а при соответствующем 

выборе области главных значений аргументов n  и   существовал 
предел lim nn

 


 . 

Последовательность  nz  называется ограниченной, если сущест-

вует число M ℝ+ такое, что все элементы последовательности 
удовлетворяют неравенству nz M . 

Сходящиеся последовательности комплексных чисел обладают 
свойствами: 

– сходящаяся последовательность имеет только один предел; 
– если последовательность  nz  сходится, то она ограничена:  

lim nn
z a


     M ℝ: nz M ; 

– сумма (разность) двух сходящихся последовательностей есть 
сходящаяся последовательность, предел которой равен сумме пре-
делов последовательностей: 

 lim lim limn n n nn n n
z w z w

  
   ; 

– произведение  двух сходящихся последовательностей есть 
сходящаяся последовательность предел которой равен произведе-
нию пределов последовательностей: 

 lim lim limn n n nn n n
z w z w

  
   ; 

– частное двух сходящихся последовательностей  nz  и  nw , 
lim 0nn

w


 , есть сходящаяся последовательность предел которой 

равен частному пределов последовательностей: 
lim

lim
lim

nn n
n

n nn

zz
w w






 ; 

Т е о р е м а  3  ( к р и т е р и й  К о ш и )  Для того чтобы последо-
вательность  nz  была сходящейся, необходимо и достаточно, что-

бы для любого 0   существовал номер  N   такой, что для вся-

кого  n N   и 1,2,...p   справедливо неравенство n p nz z    . 
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3 Сформулируйте и докажите основную теорему Коши: а) для 
односвязной области, б) для многосвязной области. 

4 Сформулируйте и докажите теорему об интегральной формуле 
Коши. 

5 Сформулируйте и докажите теорему среднем для функции ком-
плексной переменной. 

6 Сформулируйте и докажите теорему Тейлора. 
7 Сформулируйте и докажите основную теорему о вычетах.  
 
В о п р о с ы  и  з а д а ч и  н а  п о н и м а н и е  
1 Как определяется действительная и мнимая части функции ком-

плексной переменной? 
2 Для каких функций выполняются условия Коши-Римана? 
3 По каким формулам вычисляется производная функции ком-

плексной переменной? 
4 Является ли аналитическая функция гармонической? 
5 В чем состоит геометрический смысл модуля производной? 
6 В чем состоит геометрический смысл аргумента производной? 
7 В чем состоит различие между конформным отображениями 1- 

и 2-го родов? 
8 В чем суть теоремы Римана? 
9 В чем суть принцип соответствия границ? 
10 Для каких путей интегрирования целесообразна заме-

на 0
iz z re   ? 

11 В чем состоит принцип максимума модуля аналитической 
функции? 

12 В чем суть теоремы Морера? 
13 Как исследовать ряд комплексных чисел на сходимость? 
14 Какая сходимость функционального  ряда сильнее: точечная 

или равномерная? 
15 Когда можно почленно дифференцировать и интегрировать 

степенные ряды? 
16 Как определяется ряд Тейлора для многозначных функций? 
17 Как определяется ряд Лорана в окрестности бесконечно уда-

ленной точки? 
18 Как представима функция, имеющая нуль кратности m ? 
19 Как влияет характер изолированной особой точки на вид ряда 

Лорана? 
20 Как определяется особенность в бесконечно удаленной точке? 
21 Как вычисляется вычет относительно: а) устранимой точки; б) 

простого полюса;  в) полюса порядка m ; г) существенно особой точ-
ки; д) бесконечно удаленной точки? 
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28 Какой ряд называется функциональным рядом?  
29 Что называется точкой сходимости и областью сходимости 

функционального ряда? 
30 Какой функциональный ряд называется равномерно сходящим-

ся?  
31 Какой ряд называется степенным?  
32 Что называется: а) радиусом сходимости, б) кругом сходимости 

степенного ряда? 
33 Какой ряд называется рядом Лорана? 
34 Что называется областью сходимости ряда Лорана? 
35 Какая точка называется нулем функции? Что называется крат-

ностью нуля? 
36 Какая точка называется изолированной особой точкой? 
37 Какая изолированная особая точка называется: а) устранимой, 

б) полюсом,  в) существенно особой? 
38 Что называется вычетом функции? 
39 Что называется логарифмическим вычетом? 
 
Ф о р м у л и р о в к и  т е о р е м  и  ф о р м у л ы  
1  Сформулируйте критерий Коши существования предела функции 

комплексной переменной. 
2 Как определяются элементарные функции комплексной перемен-

ной? 
3 Что называется производной функции  f z  в точке? 
4 Какая функция называется дифференцируемой в точке?  
5 Сформулируйте критерий конформного отображения? 
6 Сформулируйте принцип симметриии Римана-Шварца. 
7 Перечислите свойства интеграла от функции комплексной пе-

ременной. 
8 По какой формуле осуществляется замена переменной в инте-

грале от функции комплексной переменной? 
9 Какими свойствами обладает интеграл типа Коши? 
10 Сформулируйте теорему Коши-Лиувилля. 
11 Перечислите основные свойства равномерно сходящихся функ-

циональных рядов. 
 
Д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м  
1 Сформулируйте и докажите необходимое и достаточное усло-

вия дифференцируемости. 
2 Сформулируйте и докажите теорему о связи интеграла от 

функции комплексной переменной по кривой и криволинейного инте-
грала 2-го рода? 
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1.3 П р е д е л  и  н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и  к о м -
п л е к с н о й  п е р е м е н н о й  

Если каждому комплексному числу z E  ( z x iy  ) по правилу 
f  поставлено в соответствие одно или несколько комплексных чисел 
w G , ( w u iv  ), то говорят, что на множестве E  задана функция 
комплексной переменной ( )w f z , переменная z  называется незави-
симой переменной, а w  – значением функции. 

Если каждому z E  соответствует одно значение w G , то 
функция ( )w f z  называется однозначной; в противном случае – 
многозначной. При этом множество E  называется областью опреде-
ления, а совокупность всех значений w , которые функция принимает 
на E , называется множеством значений. 

Геометрически функция ( )w f z  представляет собой отображе-
ние области E  плоскости ℂ  Oxy  на некоторую область G  плоско-

сти W  *O uv  (рисунок 6) 

 
Рисунок 6 – Геометрическая интерпретация функции ( )w f z  

 
Обратное отображение множества G  на множество E  определяет 

обратную функцию  z w . 
Если функция 1 ( )w f z  отображает область E  на область 1E , а 

функция 1( )w g w  отображает область 1E  на область G , то сложная 

функция   w g f z  осуществляет отображение области E  на G . 
Функция ( )f z  называется однолистной на множестве E , если 

она однозначна и в различных точках 1 2z z  множества E  принима-
ет различные значения    1 2f z f z . 

Пусть z x iy   и w u iv  . Тогда функция ( )f z  может быть 
записана в виде: 

( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y  , 
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где ( , ) Re ( )u x y f z  – действительная часть, ( , ) Im ( )v x y f z  – 
мнимая часть. 

Модуль функции ( )f z  находится по формуле: 

     2 2; ;f z u x y v x y  . 
Пусть однозначная функция ( )f z  определена в некоторой окре-

стности точки 0z ℂ, кроме, быть может, самой точки 0z . 
Комплексное число A  ( A   ) называется пределом функции 

( )f z  при 0z z , если для любого 0   найдется такое 
( ) 0    , что для всех точек z , удовлетворяющих неравенству 

00 z z    , выполняется неравенство ( )f z A   : 

0

lim ( )
z z

A f z


  00 0 : 0z z z                f z A   . 

Комплексное число A   , называется пределом функции ( )f z  
при 0z z , если для любого 0R   найдется такое ( ) 0R  , что для 
всех точек z , удовлетворяющих неравенству 00 z z    , выпол-

няется неравенство ( )f z R : 

0

lim ( )
z z

f z


     00 0 : 0R R z z z               f z R . 

Функция ( )z  называется бесконечно малой при 0z z , если ее 
предел равен нулю: 

0

lim ( ) 0
z z

f z


 . 

Т е о р е м а  4  ( к р и т е р и й  К о ш и )  Для существования ко-
нечного предела A  функции ( )f z  необходимо и достаточно, чтобы 
для любого числа 0   существовало такое число ( ) 0    , что 
для любых точек 'z  и ''z , принадлежащих области определения 
функции ( )f z  и удовлетворяющих неравенствам 0 'z z     и 

0 ''z z    , выполняется неравенство ( ') ( '')f z f z   . 
Т е о р е м а  5 Пусть функция ( ) ( , ,) ( , )f z u x y iv x y   определе-

на и конечна в некоторой окрестности точки 0 0 0z x iy   и 

0 0A u iv  . Тогда для того, чтобы 
0

lim ( )
z z

f z A


 , необходимо и 

достаточно, чтобы существовали пределы 

0
0

0lim ( , )
x x
y y

u x y u



 , 
0
0

0lim ( , )
x x
y y

v x y v



 . 
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Вопросы для самоконтроля 
О п р е д е л е н и я   
1 Что называется окрестностью точки 0z ? 
2 Дайте определение: а) предельной, б) внутренней, в) граничной 

точки множества E  . 
3 Какое множество называется: а) открытым, б) замкнутым? 
4 Какая функция называется комплекснозначной? 
5 Какая кривая называется кривой Жордана? 
6 Дайте определение связного множества. 
7 Что называется областью комплексной плоскости? 
8 Какая область называется: а) односвязной, б) многосвязной? 
9 Какое направление обхода границы области называется положи-

тельным? 
10 Сформулируйте определение числовой последовательности ком-

плексных чисел. 
11 Что называется пределом числовой последовательности комплекс-

ных чисел и какими свойствами он обладает? 
12 Дайте определение функции комплексной переменной. 
13 Какая функция называется: а) однозначной, б) многозначной, в) 

однолистной? 
14 Что называется пределом функции комплексной переменной? 
15 Какая функция комплексной переменной называется непрерывной 

а) в точке, б) в области?  
16 Какая функция называется равномерно-непрерывной? 
17 Что называется дифференциалом функции комплексной пере-

менной? 
18 Какая функция называется аналитической: а) в точке, б) в об-

ласти?  
19 Какие функции называются гармоническими?  
20 Какое отображение называется конформным? 
21 Какое направление движения по кривой называется: а) положи-

тельным, б) отрицательным? 
22 Что называется интегралом от функции комплексной перемен-

ной? 
23 Что называется первообразной для функции комплексной пере-

менной? 
24 Дайте определение неопределенного интеграла для функции 

комплексной переменной и запишите формулу Ньютона-Лейбница. 
 
25 Какой интеграл называется интегралом типа Коши? 
26 Сформулируйте определение ряда комплексных чисел? 
27 Какой ряд с комплексными числами называется абсолютно схо-

дящимся? 
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Рисунок 10 – Рисунок к лемме Жордана 

 
10.4 С у м м и р о в а н и е  н е к о т о р ы х  р я д о в  с  п о м о -

щ ь ю  в ы ч е т о в  
Вычисление некоторых рядов с помощью теории вычетов осно-

вано на следующих теоремах. 
Т е о р е м а  3  Пусть: 
1)  zf  аналитична во всей комплексной плоскости за исклю-

чением конечного числа полюсов 1z , 2z , ... , nz  (отличных от це-
лых чисел),  

2) функция  zf  удовлетворяет условию   





 2

1
z

Ozf  при 

z . Тогда справедлива формула: 

      
 






n

k zzk
zzfkf

k1
ctgRes   

Т е о р е м а  4  Пусть: 
1)  zf  аналитична во всей комплексной плоскости за исклю-

чением конечного числа полюсов 1z , 2z , ... , nz  (отличных от це-
лых чисел), 

2) функция  zf  удовлетворяет условию 

   zzf za Ime  при z , Gz ,  a0 ,  

G  ℂ    nzzzzzzz ...,,,\ 21 . 
Тогда справедлива формула: 

     
 

 






n

k zzk

k

z
zfkf

k1 sin
Res1


 . 

 29

Пусть функции ( )f z  и ( )g z  имеют конечные пределы при 

0z z . Тогда имеют место соотношения: 

0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
z z z z z z

f z g z f z g z
  

   , 

0 0 0

lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )
z z z z z z

f z g z f z g z
  

   , 

 
0

0

0

lim ( )( )lim
( ) lim

z z

z z
z z

f zf z
g z g z






 
 

 
 при ( ) 0g z  . 

Функция ( )f z  называется непрерывной в точке 0z , если  

0
0lim ( ) ( )

z z
f z f z


 . 

Функция ( )f z  называется непрерывной в области D , если она 
непрерывна в каждой точке этой области. 

Сумма, разность и произведение конечного числа функций ком-
плексной переменной, непрерывных в области D , является непре-
рывной функцией в этой области. Частное двух непрерывных функ-
ций ( )f z  и  g z  в области D  является непрерывной функцией в 

тех точках этой области, где   0g z  . 
Если функция 1 ( )w f z  непрерывна в точке 0z  и функция 

1( )w g w  непрерывна в точке  1 0w f z , то сложная функция 

  w g f z  непрерывна в точке 0z . 
Функция ( )f z  называется равномерно непрерывной в области D , 

если для любого 0   можно найти такое ( ) 0    , что для лю-
бых двух точек 'z , ''z  D , расстояние между которыми меньше   
( ' ''z z   ), расстояние между соответствующими значениями 

функции  'f z  и  ''f z  меньше   ( ( ') ( '')f z f z   ). 
Очевидно, что всякая равномерно непрерывная функция в области 

D  является непрерывной функцией в этой области. Обратное утвер-
ждение верно не всегда: непрерывная функция в области D  может и 
не обладать свойством равномерной непрерывности. 

Т е о р е м а  6  ( К а н т о р а )  Если ( )f z  непрерывна в замкну-
той области D , то она равномерно непрерывна в этой области. 
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1.4 О с н о в н ы е  э л е м е н т а р н ы е  ф у н к ц и и  к о м -
п л е к с н о й  п е р е м е н н о й  

Дробно-рациональной функцией называется функция вида: 

 
1

0 1
1

0 1

...

...

n n
n

m m
m

a z a z af z
b z b z b





  


  
,  

ia , jb ℂ, 0,1,...,i n , 0,1,...,j m , n , m ℕ, 
частными случаями которой являются: 
– линейная функция  f z  a z b ; 

– степенная функция  f z  nz ; 

– дробно-линейная функция  f z 
a z b
c z d




, 0ad bc  ; 

– функция Жуковского  f z 
1 1
2

z
z

  
 

. 

Показательной функцией называется функция вида  
 f z  ze , 

для которой при z x iy   справедливо представление 
(cos sin )x i y xe e y i y   ,  

и формулы Эйлера 
cos sinize z i z  , cos sinize z i z   . 

Тригонометрическими функциями называются функции: 

cos
2

iz ize ez


 ,   sin
2

iz ize ez
i


 ,  

sintg
cos

zz
z

 ,   
cosctg
sin

zz
z

 . 

Все тригонометрические тождества для тригонометрических 
функций комплексного переменного аналогичны тождествам триго-
нометрических функций действительного переменного; 

Гиперболическими функциями называются функции: 

sh
2

z ze ez


 ,     ch
2

z ze ez


 ,  

shth
ch

zz
z

 ,     
chcth
sh

zz
z

 . 

Гиперболические и тригонометрические функции связаны между 
собой соотношениями: 
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10.3  В ы ч и с л е н и е  о п р е д е л е н н ы х  и н т е г р а л о в  о т  
т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й  

Рассмотрим интеграл  
2

0

cos,sin dxxxR , где  xxR cos,sin  – 

рациональная функция от xsin  и xcos , ограниченная внутри 
промежутка интегрирования. С помощью замены  

zeix  , 
iz
dzdx  , 

z
zx

2
1cos

2 
 , 

zi
zx
2

1sin
2 

  

данный интеграл сводится к интегралу от рациональной функции 
 zF  комплексной переменной z  по окружности 1z . К инте-

гралу  
1z

dzzF  применима основная теорема о вычетах. Тогда 

   





n

k zz
zFidxxxR

k1

2

0

Res2cos,sin 


. 

 

Интегралы вида  


0

cos xdxxR  ,  


0

sin xdxxR  , где  xR  – 

рациональная функция, 0  любое действительное число вы-
числяются с использованием леммы Жордана. 

Л е м м а  Ж о р д а н а  Пусть функция  zg  аналитическая в 
верхней полуплоскости  z ℂ 0Im z , за исключением конеч-
ного числа особых точек, и стремится в этой полуплоскости к 
нулю при z . Тогда при 0  

  0lim 
RC

zi

R
dzezg  , 

где контур RC  – полуокружность в верхней полуплоскости с цен-
тром в точке 0 и радиусом R  (рисунок 10). 
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1 0 . 2  В ы ч и с л е н и е  н е с о б с т в е н н ы х  и н т е г р а л о в  
о т  р а ц и о н а л ь н ы х  ф у н к ц и й  

 

Вычисление интегралов  




dxxf  основано на следующей тео-

реме. 
Т е о р е м а  2  Пусть функция  xf , заданная на всей числовой 

оси  x , может быть аналитически продолжена на 
верхнюю полуплоскость 0Im z . Функция  zf  является анали-
тической в верхней полуплоскости z ℂ 0Im z  за исключе-
нием конечного числа изолированных точек 1 2, , , nz z z . И пусть 
существуют такие положительные числа M , 0R ,  , что для 
всех точек верхней полуплоскости, удовлетворяющих условию 

0RRz  , имеет место оценка    1z
Mzf . Тогда несобст-

венный интеграл  




dxxf  существует и вычисляется по форму-

ле: 

   









n

k zz
zfidxxf

k1

Res2 , Im 0kz  . 

Пусть    
 xQ
xPxf

n

m  – рациональная функция, где  xPm , 

 xQn  – многочлены степеней m  и n  соответственно. Если 

функция  xf  непрерывна на всей действительной оси и 
2 mn , то  

   idxxf 2




, 

где   – сумма вычетов функции    
 zQ
zPzf

n

m  во всех полюсах, 

расположенных в верхней полуплоскости  z ℂ 0Im z . 
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sh sinz i iz   , sin shz i iz  , 
ch cosz iz , cos chz iz , 
th tgz i iz  , tg thz i iz  , 
cth ctgz i iz , ctg cthz i iz . 

 
Для гиперболических функций справедливы тождества, аналогич-

ные тригонометрическим тождествам за исключением  
2 2ch sh 1z z  . 

Логарифмической функцией называется функция вида: 
Ln ln Argz z i z   или  

Ln z = ln (arg 2 )z i z k  , k ℕ, 
которая является многозначной.  

Значение функции, которое получается при 0k  , называется 
главным значением и обозначается 

ln ln argz z i z  . 
Общей степенной функцией называется функция 

z Ln ze ,  ℂ, 0z  , 
которая является многозначной. Главное значение данной функции 
равно  

ln zz e  . 
Общей показательной функцией называется функция  

Lnz z aa e  , a ℂ }0{\ , 
которая является многозначной, и ее главное значение равно 

lnz z aa e  . 
Обратные тригонометрические функции Arcsin z , Arccos z , 

Arctg z , Arcctg z  определяются как обратные функции к функциям 
sin z , cos z , tg z , ctg z  соответственно. Эти функции являются мно-
гозначными и выражаются через логарифмическую: 

 2Arcsinz Ln 1i iz z    ,   
1Arctg Ln

2 1
i izz

iz
     

, 

 2Arccos Ln 1z i z z    ,  Arcctg Ln
2
i z iz

z i
    

. 

Функции являются многозначными, и их главные значения 
arcsin z , arccos z , arctg z , arcctg z  получаются, если брать главные 
значения соответствующих логарифмов; 
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Обратные гиперболические функции Arcsh z , Arcch z , Arcth z , 
Arccth z  определяются как обратные функции к функциям sh z , 
ch z , th z , cth z  соответственно. Эти функции являются многознач-
ными и выражаются через логарифмическую: 

 2Arcsh Ln 1z z z   ,    2Arcch Ln 1z z z   , 

1 1Arcth Ln
2 1

zz
z

    
,   

1 1Arccth Ln
2 1

zz
z
    

. 

Функции являются многозначными и их главные значения 
arcsh z , arcch z , arcth z , arccth z  получаются, если брать главные 
значения соответствующих логарифмов. 

 
Тема 2 Аналитические функции 
2.1 Определение производной. 
2.2 Условия Коши-Римана. 
2.3 Аналитическая функция. 
2.4 Сопряженно-гармонические функции. 
 
2.1 О п р е д е л е н и е  п р о и з в о д н о й  
Пусть однозначная функция  f z  определена и конечна в не-

которой области D  ℂ. И пусть точки z  и z z   принадлежат 
области D . Обозначим  f z =    f z z f z   . 

Производной функции  f z  в точке z  называется предел (если 
он существует и конечный) 

   
0

' lim
z

f z
f z

z 





. 

Приращение z  стремится к нулю любым образом, т. е. точка 
z z   приближается к точке z  по любому направлению. 

Функция  f z  называется дифференцируемой в точке z , если 

ее приращение  f z  представимо в виде 

   f z C z z z      , 

где   0z    при 0z  . 

Т е о р е м а  1 Для того чтобы функция  f z  была дифферен-
цируемой в точке z , необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лось равенство 
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люсы первого порядка. При этом в нуле функции  zf  логарифми-
ческий вычет равен порядку нуля функции  zf , а в полюсе равен 
порядку полюса функции  zf , взятому со знаком минус. 

Пусть  zf  – мероморфная функция в области D ,   – замкну-
тый кусочно-гладкий контур, целиком лежащий в области D  и не 
проходящий через полюсы и нули функции  zf . Логарифмиче-
ским вычетом относительно контура   называется интеграл  

 
 

1
2

f z
dz

i f z 


 . 

Т е о р е м а  3  Если N  – сумма кратностей нулей функции 
 zf , лежащих внутри  , P  – сумма кратностей полюсов 

функции  zf , лежащих внутри  , то  

 
 

1
2

f z
dz N P

i f z 
 




  . 

 
Тема 10 Приложение вычетов 
 
10.1 Вычисление интегралов по замкнутому контуру.  
10.2 Вычисление несобственных интегралов от рациональных 

функций.   
10.3 Вычисление определенных интегралов от тригонометриче-

ских функций. 
10.4 Суммирование некоторых рядов с помощью вычетов. 
 
1 0 . 1  В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в  п о  з а м к н у т о м у  

к о н т у р у  
Для вычисления интегралов комплексной переменной по замк-

нутому контуру используется основная теорема о вычетах. 
Т е о р е м а  1  ( о с н о в н а я  т е о р е м а  о  в ы ч е т а х )  Если 

функция  zf  является аналитической на границе   области D  и 
всюду внутри области, за исключением конечного числа особых 
точек nzzz ,,, 21  , то  

   
1

2 Res
n

k
k

f z dz i f z


  ) 
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9.2 В ы ч е т  о т н о с и т е л ь н о  б е с к о н е ч н о  у д а л е н н о й  
т о ч к и  

Вычет функции  zf  относительно бесконечно удаленной точ-
ки z  находится с помощью разложения функции  zf  в ряд 
Лорана в окрестности этой точки. Поэтому вычет функции  zf  
относительно z  равен взятому с противоположным знаком 
коэффициенту при первой отрицательной степени в разложении 
Лорана: 

  1Res 
 czf

z
. 

Вычет аналитической функции относительно бесконечно уда-
ленной устранимой особой точки может оказаться отличным от 
нуля. 

 
9.3 О с н о в н а я  т е о р е м а  о  в ы ч е т а х  
Т е о р е м а  1 Если  zf  – функция, аналитическая в каждой 

точке расширенной плоскости ℂ, за исключением конечного числа 
изолированных особых точек, то 

    0ResRes
1


 

 zfzf
z

n

k zz k

. 

 
9.4 Л о г а р и ф м и ч е с к и й  в ы ч е т  
Логарифмической производной функции  zf  называется 

функция 

    
 zf
zfzf


ln . 

Логарифмическим вычетом аналитической функции  zf  в 
точке 0z  называется вычет в этой точке логарифмической произ-

водной   ln f z  :   
0

Res ln
z z

f z


 . 

Очевидно, что  

    
 0 0

Res ln Res
z z z z

f z
f z

f z 

  . 

Т е о р е м а  2  В нулях и полюсах функции  zf , аналитической 

в области D , логарифмическая производная   zfln  имеет по-
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     'f z f z z z z      , 

где  
0

lim 0
z

z
 

  . 

Величина  'f z z  называется дифференциалом функции 

 f z  и обозначается    'df z f z z  . 

В частности, при  f z z  получаем dz z  , т. е. дифферен-
циал независимой переменной совпадает с ее приращением. Заме-
няя приращение z  на dz , имеем 

   'df z f z dz . 
Таким образом, дифференциал дифференцируемой функции ра-

вен произведению ее производной на дифференциал независимой 
переменной. 

2.2 У с л о в и я  К о ш и - Р и м а н а  
Пусть      ; ;f z u x y iv x y   однозначная функция ком-

плексной переменной z x iy  , определенная в области D . 
Т е о р е м а  2 Для того чтобы в точке z x iy   функция 

     ; ;f z u x y iv x y   была дифференцируемой необходимо и 

достаточно, чтобы функции  ;u x y  и  ;v x y  были дифференци-

руемы в точке  ;x y  как функции двух действительных перемен-
ных x  и y , и выполнялись условия Коши-Римана: 

u v
x y
 


 

,        
u v
y x
 

 
 

. 

 
2.3 А н а л и т и ч е с к а я  ф у н к ц и я   
Функция  f z  называется аналитической в точке z , если она 

дифференцируема как в самой точке, так и в ее окрестности. 
Функция  f z  называется аналитической в области D  ℂ, если 
она аналитична в каждой точке этой области. 

Производная аналитической функции находится по формулам: 

 ' u vf z i
x x
 

 
 

,    ' u vf z i
x y
 

 
 

, 

 ' v vf z i
y x
 

 
 

,    ' v uf z i
y y
 

 
 

. 
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Поскольку свойства алгебраических действий и правила пре-
дельного перехода для функций действительной переменной рас-
пространяются и на функцию комплексной переменной, то правила 
дифференцирования функций действительной переменной спра-
ведливы и для функции комплексной переменной: 

        ' ' 'f z g z f z g z   , 

            ' ' 'f z g z f z g z f z g z     , 

 
 

       
 2

' 'f z f z g z f z g z
g z g z


    

  
 

,   0g z  , 

     ' ' 'gf g z f g z  , 

 
  1

1'f z
f z

  . 

 
2.4 С о п р я ж е н н о - г а р м о н и ч е с к и е  ф у н к ц и и   
Функция  ;g x y  действительных переменных x  и y  называ-

ется гармонической, если она дважды дифференцируема и ее част-

ные производные 
 2

2

;g x y
x




 и 
 2

2

;g x y
y




 удовлетворяют уравне-

нию Лапласа 
   2 2

2 2

; ;
0

g x y g x y
x y

 
 

 
. 

Т е о р е м а  3 Если функция      ; ;f z u x y iv x y   аналити-

ческая в области D  ℂ, то  ;u x y  и  ;v x y  являются гармони-
ческими в области D . 

Обратное верно не всегда: если взять за  ;u x y  и  ;v x y  две 
произвольные функции, гармонические в области D , то функция 
     ; ;f z u x y iv x y   не всегда будет аналитической в этой об-

ласти, так как две произвольно взятые гармонические функции мо-
гут не удовлетворять условиям Коши-Римана. 

Две гармонические в области D  ℂ функции  ;u x y  и 

 ;v x y , связанные в области D  условиями Коши-Римана, назы-
ваются сопряженными. 
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Вычет  zf
zz 0

Res


 можно найти либо непосредственно по опре-

делению 

   
0

1Res
2z z

f z f z dz
i 




  , 

либо используя разложение в ряд Лорана: 
 

0
1Res

z z
f z c

 . 

Рассмотрим вычисление вычетов в различных особых точках. 
Пусть 0z  есть устранимая особая точка функции  zf . В этом 

случае в разложении в ряд Лорана отсутствует главная часть. По-
этому   0Res

0




zf
zz

. 

Пусть точка 0z  является простым полюсом функции  zf . То-
гда вычет находится по формуле 

     
00

0Res lim
z zz z

f z z z f z


      . 

Если функция  zf  есть частное двух аналитических в точке 

0z  функций    
 zh
zgzf  , где   00 zg ,  zh  имеет простой 

нуль в точке 0z ,   00 zh ,   00  zh , то точка 0z  является про-

стым полюсом функции    
 zh
zgzf   и  

 
 

 
 0

0

0

Res
z z

g z g z
h z h z




. 

Пусть точка 0z  является полюсом порядка m  функции  zf . 
Тогда вычет находится по формуле 

   
   

00

1
0

1

1Res lim
1 !

mm

mz zz z

d z z f z
f z

m dz





    


. 

Пусть точка 0z  является существенно особой точкой функции 

 zf . Тогда для вычисления вычета функции  zf  в этой точке 
непосредственно определяют коэффициент 1c  в разложении 
функции  zf  в ряд Лорана. 
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– если в разложении в ряд Лорана функции  f z  есть лишь ко-
нечное число членов с положительными степенями z , то беско-
нечно удаленная точка называется полюсом функции  f z ; 

– если в разложении в ряд Лорана функции  f z  есть беско-
нечно много членов с положительными степенями z , то бесконеч-
но удаленная точка называется существенно особой точкой функ-
ции  f z . 

Функции ze , sin z , cos z , sh z , ch z  в бесконечно удаленной 
точке имеют существенную особенность, так как их разложения в 
ряд Лорана содержат бесконечное множество положительных сте-
пеней z . 

 
Тема 9 Вычеты 
 
9.1 Понятие вычета.  
9.2 Вычет относительно бесконечно удаленной точки. 
9.3 Основная теорема о вычетах. 
9.4 Логарифмический вычет.  
 
9.1 П о н я т и е  в ы ч е т а  
Пусть 0z  изолированная особая точка функции  zf . Вычетом 

аналитической функции  zf  в изолированной особой точке 0z  

называется число, равное значению интеграла  


dzzf
i2

1
, взя-

тому в положительном направлении по любому замкнутому кусоч-
но-гладкому контуру  , лежащему в области аналитичности 
функции  zf  и содержащему внутри себя единственную особую 
точку 0z  функции  zf , и обозначается  

0

Res
z z

f z


: 

   
0

1Res
2z z

f z f z dz
i 




  . 

Вычет функции  zf  относительно изолированной особой точ-
ки 0z  совпадает с коэффициентом 1c  разложения функции  zf  

в ряд Лорана по степеням  0z z :  
0

1Res
z z

f z c
 . 
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Т е о р е м а  4 Пусть D  ℂ односвязная область и функция 
 ;u x y  гармоническая в D . Тогда существует такая сопряжен-

ная ей гармоническая функция  ;v x y , определенная с точностью 

до постоянного слагаемого, что функция      ; ;f z u x y iv x y   
является аналитической. 

 
Тема 3 Конформное отображение 
3.1 Геометрический смысл модуля производной.   
3.2 Геометрический смысл аргумента производной.  
3.3 Понятие о конформном отображении. 
3.4 Критерий конформности. 
 
3.1 Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  м о д у л я  п р о и з в о д н о й  
Пусть функция  w f z  – аналитическая в некоторой точке 0z  

и  0' 0f z  . Модуль производной  0'f z  называется коэффици-

ентом подобия в точке 0z  при отображении  w f z . При 

 0' 1f z   имеет место растяжение, при  0' 1f z   – сжатие. 
 
3.2 Г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  а р г у м е н т а  п р о и з -

в о д н о й   
Аргумент производной  0arg 'f z  – это угол, на который надо 

повернуть касательную в точке 0z  к любой гладкой кривой  , 
проходящей через точку 0z  так, чтобы получить касательную в 
точке  0 0w f z  к образу '  этой кривой при отображении 

 w f z . При этом, если 0arg '( ) 0f z  , то поворот происходит 
против часовой стрелки, если 0arg '( ) 0f z   – по часовой. 

 
3.3 П о н я т и е  о  к о н ф о р м н о м  о т о б р а ж е н и и  
Взаимно-однозначное отображение области D  ℂ на область 
'D  W, осуществляемое функцией  w f z , называется кон-

формным, если оно в каждой точке области D  обладает свойством 
сохранения углов и постоянством растяжений. 

Другими словами, если  w f z  конформное отображение об-

ласти D  ℂ в область 'D   W, то  
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– величина угла между пересекающимися в точке 0z  кривыми 
области D  равна величине угла между образами этих кривых, пе-
ресекающихся в точке  0 0w f z  области 'D ; 

– бесконечно малому кругу с центром в точке 0z D  соответ-
ствует бесконечно малый круг с центром в точке  0 0w f z  'D . 

Если при отображении  w f z  направление отсчета соответ-
ствующих углов одинаковое, то имеет место конформное отобра-
жение 1-го рода, если направление отсчета углов изменяется на 
противоположное, то – конформное отображение 2-го рода. 

Т е о р е м а  1 Пусть функция  w f z  – аналитическая в точ-

ке 0z  и  0' 0f z  . Тогда отображение  w f z  является кон-
формным в точке 0z . 

 
3.4 К р и т е р и й  к о н ф о р м н о с т и  
 
Т е о р е м а  2  ( к р и т е р и й  к о н ф о р м н о с т и ) Для того, 

чтобы функция  w f z  являлась конформным отображением в 

области D , необходимо и достаточно, чтобы  f z  была одноли-

стной, аналитической и  ' 0f z   всюду в области D . 

Для конформного отображения  w f z  справедливы сле-
дующие теоремы. 

Т е о р е м а  3  ( Р и м а н а ) Всякую односвязную область D  
плоскости ℂ, граница которой состоит более чем из одной точки, 
можно конформно отобразить на внутренность единичного круга 

1w   плоскости W. 
Т е о р е м а  4  Существует единственная функция ( )w f z , 

осуществляющая конформное отображение заданной односвязной 
области D , граница которой состоит более чем из одной точки, 
на единичный круг 1w   так, что 

0( ) 0f z  ,  0arg '( )f z  , 0z E ,  . 
Т е о р е м а  5  ( п р и н ц и п  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о г о  

с о о т в е т с т в и я  г р а н и ц ) Пусть в ограниченной односвязной 
области D  ℂ с контуром   задана аналитическая функция 

( )w f z , непрерывная в D  и осуществляющая взаимно однознач-
 57

8.2 Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  в  р я д  Л о р а н а  в  о к р е -
с т н о с т и  и з о л и р о в а н н о й  о с о б о й  т о ч к и  

Пусть аналитическая функция  f z  в окрестности точки 0z  
разлагается в ряд Лорана: 

     0 0 0
0 1

k k k
k k k

k k k
c z z c z z c z z

  



  

       , kc ℂ. 

Т е о р е м а  3 Для того чтобы точка 0z  была устранимой осо-
бой точкой функции  f z , необходимо и достаточно, чтобы ряд 

Лорана функции  f z  не содержал членов с отрицательными 

степенями разности  0z z  (ряд Лорана не содержит главной 
части). 

Т е о р е м а  4  Для того чтобы точка 0z  была полюсом функ-
ции  f z , необходимо и достаточно, чтобы ряд Лорана функции 

 f z  содержал конечное число членов с отрицательными степе-

нями разности  0z z  (в главной части ряда содержится конеч-
ное число членов).  

Т е о р е м а  5  Для того чтобы точка 0z  была существенно 
особой точкой функции  f z , необходимо и достаточно, чтобы 
ряд Лорана содержал бесконечно много членов с отрицательными 
степенями разности  0z z  (в главной части ряда содержится 
бесконечно много членов с отрицательными показателями). 

 
8.3 Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  в  р я д  Л о р а н а  в  о к р е -

с т н о с т и  б е с к о н е ч н о  у д а л е н н о й  т о ч к и   
Исследование характера бесконечно удаленной особой точки 

z   удобнее проводить путем замены 
1z
w

 , при которой точка 

z   переходит в точку 0w  . Тогда: 
– если в разложении в ряд Лорана функции  f z  нет членов с 

положительными степенями z , то бесконечно удаленная точка 
называется устранимой особой точкой функции  f z ; 
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Т е о р е м а  1  Точка 0z  является нулем порядка m  функции 

 f z , аналитической в точке 0z , тогда и только тогда, когда в 
некоторой окрестности точки 0z  имеет место равенство 

     0
mf z z z z   , 

где  z  аналитична в точке 0z  и   0z  . 
Точка 0z  называется изолированной особой точкой функции 

 f z , если существует окрестность этой точки, в которой  f z  
аналитична всюду, кроме самой точки 0z z . 

Изолированная особая точка 0z  функции  f z  называется: 
– устранимой особой точкой, если существует конечный предел 

 
0

lim
z z

f z a


 , a   ; 

– полюсом, если  
0

lim
z z

f z


  ; 

– существенно особой, если  
0

lim
z z

f z


 не существует. 

Точка 0z  является полюсом порядка m , если для функции  

   
1g z

f z
  точка 0z  является нулем порядка m . Полюс по-

рядка 1m   называется простым полюсом. 
Т е о р е м а  2  Для того чтобы точка 0z  являлась полюсом по-

рядка m  функции  f z , необходимо и достаточно, чтобы функ-

цию  f z  можно было представить в виде: 

   
 0

m

z
f z

z z





, 

где функция  z  аналитична в точке 0z  и  0 0z  . 

Аналитическая функция  f z  называется мероморфной в об-

ласти D  ℂ, если  f z  не имеет в ней других особых точек, 
кроме полюсов. 
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ное отображение контура   на некоторый контур   плоскости 
W. Тогда, если при заданном отображении контуров сохраняется 
направление обхода, то функция ( )w f z , осуществляет кон-
формное отображение D  на внутреннюю область 'D   W, огра-
ниченную контуром  . 

Пусть область D  содержит в составе своей границы прямоли-
нейный отрезок  . Область *D , полученная зеркальным отраже-
нием области D  относительно прямой, на которой лежит отрезок 
 , называется областью, симметричной области D  относительно 
  (рисунок 7). 

 
Рисунок 7 – Симметричные области D  и *D   

относительно   
 
Точки 1z  и 2z  называются симметричными относительно пря-

мой, если они лежат на перпендикуляре к этой прямой по разные 
стороны от нее и на равных расстояниях. 

Т е о р е м а  6  ( п р и н ц и п  с и м м е т р и и  Р и м а н а -
Ш в а р ц а ) Пусть 1) граница области D  содержит прямолиней-
ный отрезок  ; 

2) на множестве D   определена непрерывная функция 
( )w f z , осуществляющая отображение области D  на об-

ласть *D ; 
3) при отображении ( )w f z  прямолинейный отрезок   гра-

ницы области D  переходит в прямолинейный отрезок   границы 
области *D .  

Тогда 1) если  f z  аналитична в области D , то она анали-
тична в области *D ; 

2) области D  и *D  симметричны относительно прямой, со-
держащей отрезок  ; 
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3) различные точки 1z , 2z  из D  симметрично отображаются 
в различные точки 1w  и 2w  из *D  соответственно. 

 
Тема 4 Интегрирование функции комплексной переменной 
 
4.1 Интеграл от функции комплексной переменной.  
4.2 Свойства интегралов по комплексной переменной. 
4.3 Основная теорема Коши.  
4.4 Теорема Коши для многосвязной области 
 
4.1 И н т е г р а л  о т  ф у н к ц и и  к о м п л е к с н о й  п е р е -

м е н н о й  
Пусть ( )w f z  – однозначная функция комплексной перемен-

ной z , определенная на некоторой гладкой кривой   с началом в 
точке 0z  и концом в точке 1z . Кривая   может быть как замкнутой, 
так и незамкнутой. Направление движения по кривой   от началь-
ной точки 0z  к конечной точке 1z  называется положительным на-
правлением на кривой   и обозначается через  . Противополож-
ное направление на кривой   называется отрицательным и обозна-
чается  . 

Разобьем кривую   на n  частичных дуг произвольно выбран-
ными точками  , 1 , 2 , ... , 1n  , n , 1n z  , расположенными 
последовательно в положительном направлении кривой   причем 

0z  , (рисунок 8). На каждой частичной дуге 1k k   , 

0,1, , 1k n  , выберем произвольную точку 
  и составим инте-

гральную сумму  
1

0

n

k

f   






 , где        . 

 
Рисунок 8 – Разбиение кривой   
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k
k

k
c z




 , 

сходящийся в кольце R z   .  

При преобразовании 
1z
w

  точка z    отображается в точку 

0w   и окрестность бесконечно удаленной точки – в окрестность 

точки 0w  . В окрестности точки 0w   функция   1g w f
w

   
 

 

является аналитической и ее разложение в ряд Лорана есть 

  ' k
k

k
g w c w





  . Возвращаясь к прежней переменной 
1z
w

 , по-

лучаем ряд Лорана для функции  f z  в окрестности бесконечно 
удаленной точки z  : 

  1 k
k

k
f z g c z

z





   
 

 , 

где '
k kc c , 0, 1, 2,k     .  

 
Тема 8 Классификация изолированных особых точек анали-

тической функции 
 
8.1 Классификация изолированных особых точек аналитической 

функции.  
8.2 Разложение функции в ряд Лорана в окрестности изолиро-

ванной особой точки.  
8.3 Разложение функции в ряд Лорана в окрестности бесконеч-

но удаленной точки. 
 
8.1 К л а с с и ф и к а ц и я  и з о л и р о в а н н ы х  о с о б ы х  т о -

ч е к  а н а л и т и ч е с к о й  ф у н к ц и и   
Пусть функция  f z  является аналитической в точке 0z . Точка 

0z  называется нулем функции  f z  порядка m , если выполняют-
ся условия 

 0 0f z  ,  0' 0f z  , …,    1
0 0mf z  ,    0 0mf z  . 

При 1m   точка 0z  называется простым нулем. 
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7.4 О б л а с т ь  с х о д и м о с т и  р я д а  Л о р а н а  

Заменой переменной 
0

1
z z

 


 главная часть ряда Лорана пре-

образуется в степенной ряд, который сходится к аналитической 
функции     в круге   . Возвращаясь к переменной z , име-

ем, что главная часть сходится к функции  1
0

1f z
z z


 

   
 в об-

ласти 0
1z z


  . Область сходимости представляет собой внеш-

ность круга радиуса 1
1R


  с центром в точке 0z . 

Правильная часть ряда Лорана представляет собой степенной 
ряд, поэтому его областью сходимости является круг радиуса 2R  с 
центром в точке 0z . Внутри этого круга ряд сходится к некоторой 
аналитической функции  2f z .  

Если 1 2R R , то существует общая область сходимости рядов, 
составляющих ряд Лорана. Внутри кольца 1 0 2R z z R    ряд 
Лорана сходится к некоторой аналитической функции 
     1 2f z f z f z  . Если 1 2R R , то ряд Лорана расходится. 
Областью сходимости ряда Лорана называется общая часть 

сходимости его главной и правильной частей.  
Т е о р е м а  3 Функция  f z , аналитическая в кольце 

1 0 2R z z R   , однозначно представляется в этом кольце рядом 

Лорана  0
k

k
k

c z z




 , где коэффициенты kc  вычисляются по 

формуле  
 

  1
0

1
2k k

f z
c dz

i z z 



 ,  0, 1, 2,k     , 

  – любой замкнутый контур в кольце 1 0 2R z z R   , со-
держащий точку 0z   внутри. 

Рядом Лорана для аналитической функции  f z  в окрестности 
бесконечно удаленной точки z   называется ряд  
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Интегралом от функции  f z  вдоль кривой   в выбранном 

направлении называется предел  
1

max 0 0
lim

n

k
k

f



 




 


 , не завися-

щий от способа разбиения кривой   на частичные дуги      и от 
выбора точек 

 , 0,1, , 1k n  : 

   
1

max 0 0
lim

n

k
k

f z dz f



 




  

  . 

Если для функции  f z , определенной на кривой  , данный 

предел существует, то говорят, что функция  f z  интегрируема 
по кривой  . Кривая   называется путем или контуром интегри-
рования. 

Интеграл от функции  f z  в положительном направлении кри-

вой   обозначается  f z dz

 , в отрицательном –  f z dz


 , в 

случае замкнутого контура   –  f z dz

 .  

Т е о р е м а  1 Если функция  f z  непрерывна на гладкой кривой 

 , заданной параметрическими уравнениями  x x t ,  y y t , 
t   , а начальная и конечная точка дуги соответствуют 

значениям t   и t  , то интеграл существует  f z dz

  и 

справедлива формула 

      'f z dz f z t z t dt




  ,      z t x t iy t  . 

Т е о р е м а  2 (с в я з ь  с  к р и в о л и н е й н ы м  и н т е г р а л о м  
2 - г о  р о д а ) Если функция  f z  непрерывна на гладкой кривой 

 , то интеграл  f z dz

  существует и справедлива формула 

         , , , ,f z dz u x y dx v x y dy i v x y dx u x y dy
  

      . 
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4.2 С в о й с т в а  и н т е г р а л о в  п о  к о м п л е к с н о й  п е -
р е м е н н о й  

Интегралы от функций комплексной переменной обладают 
свойствами: 

– линейность: если функции  f z  и  g z  непрерывны на ку-
сочно-гладкой кривой  , то для любых 1c , 2c   имеет место 
равенство: 

       1 2 1 2c f z c g z dz c f z dz c g z dz
  

        ; 

– ориентированность: пусть   и   – один и тот же путь ин-
тегрирования, проходимый соответственно в положительном или 
отрицательном направлении кусочно-гладкой кривой  , и функ-
ция  f z  непрерывна на этой кривой. Тогда 

   f z dz f z dz
  

   ; 

– аддитивность: пусть кривая   состоит из кусочно-гладких 
кривых 1 2, , , n    и функция  f z  непрерывна на  . Тогда 

       
1 2 n

f z dz f z dz f z dz f z dz
   

       ; 

причем направление на кривых k , 0,1, 2, ..., 1k n  , совпадает 
с направлением на кривой  ; 

– если   произвольная кусочно-гладкая кривая с началом 0z  и 

концом 1z , то 1 0dz z z


  ; 

– если   гладкая кривая, замкнутая или незамкнутая, имеющая 
длину L , то dz L



 ; 

– оценка интеграла: для любой функции  f z , непрерывной на 
гладкой кривой  , справедливо неравенство: 

   f z dz f z dz
 

  ; 

– если  f z M , то во всех точках гладкой кривой   длины 

L  справедливо неравенство:  f z dz M L


  . 
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Разложения в ряд Маклорена некоторых элементарных функций 
комплексной переменной аналогичны разложениям в ряд Тейлора 
функций действительной переменной: 

2

1 ... ...
1! 2! !

n
z z z ze

n
     , zℂ, 

   
3 5 2 1

1sin ... 1 ...
3! 5! 2 1 !

n
nz z zz z

n


     


, zℂ, 

   
2 4 2

1cos 1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

n
nz z zz

n
      , zℂ, 

   
2 3

1ln 1 ... 1 ...
2 3

n
nz z zz z

n
       , 1z  , 

    21
1 1 ...

1! 2!
m m mmz z z


     , 1z  . 

Ряд Тейлора для многозначной функции получается из разло-
жения соответствующей однозначной функции путем прибавления 
к нему чисел 2 ik , k ℕ. 

Т е о р е м а  2  ( ф о р м у л а  Э й л е р а )  Для функции ize   спра-
ведливо равенство: 

zizeiz sincos  . 
 
7.3 Р я д  Л о р а н а  
Ряд вида  

 0
k

k
k

c z z




 , 

называется рядом Лорана. Здесь k ℕ, 0z  – фиксированная точка 
комплексной плоскости; z  – переменная точка; kc ℂ – коэффи-
циенты ряда. 

Ряд Лорана представляет собой сумму двух рядов  

     0 0 0
1 0

k k k
k k k

k k k
c z z c z z c z z

  



  

       . 

Ряд  0
1

k
k

k
c z z







  называется главной частью, ряд 

 0
0

k
k

k
c z z





  – правильной частью ряда Лорана.  

 



 52

 
Тема 7 Ряды Тейлора и Лорана 
 
7.1 Ряд Тейлора.  
7.2 Основные разложения элементарных функций в ряд Макло-

рена. 
7.3 Ряд Лорана.  
7.4 Область сходимости ряда Лорана. 
 
7.1 Р я д  Т е й л о р а  
Т е о р е м а  1 ( Т е й л о р а ) Функция  f z , однозначная и ана-

литическая в круге 0z z R  , единственным образом разлагает-
ся в этом круге в ряд Тейлора 

   0
0

k
k

k
f z c z z





  , 

где  0 0c f z , 
   0

!

k

k

f z
c

k
 , 0,1, 2, ...k  . 

Коэффициенты kc , учитывая интеграл типа Коши (практиче-
ское занятие 5), можно вычислять по формулам 

 
  1

0

1
2k k

c

f z dz
c

i z z


 
 , 1, 2,k   , 

где c  – произвольная окружность с центром в точке 0z . 

Говорят, что функция  f z  голоморфна в точке 0z , если она в 
некоторой окрестности этой точки раскладывается в ряд по степе-
ням ( 0z z ). Функция, голоморфная в каждой точке области D , 
называется голоморфной в этой области. 

Особой точкой функции  f z  называется точка, в которой 
функция не является аналитической. 

 
7.2 О с н о в н ы е  р а з л о ж е н и я  э л е м е н т а р н ы х  

ф у н к ц и й  в  р я д  М а к л о р е н а  
При 0 0z   имеет место ряд Маклорена: 

 
   

0

0
!

k
k

k

f
f z z

k





  . 
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4.3 О с н о в н а я  т е о р е м а  К о ш и   
Пусть функция  f z  является аналитической в односвязной 

области D . 
Т е о р е м а  3 ( К о ш и )  Если функция  f z  аналитическая в 

области D , ограниченной контуром  , и   – замкнутый контур 

в D , то   0f z dz


 . 

Если при этом  f z непрерывна в D , то   0f z dz


 . 

 
4.4 Т е о р е м а  К о ш и  д л я  м н о г о с в я з н о й  о б л а с т и   
Пусть  f z  – аналитическая функция в n -связной области D , 

внешней границей которой является замкнутый кусочно-гладкий 
контур 0 . И пусть 1 2 1, , , n     – система замкнутых кусочно-
гладких кривых, лежащих в области D  и удовлетворяющих сле-
дующим условиям: 

– кривые k , 0,1, , 1k n  , принадлежат внутренности 0 ; 

– для любого m , 0,1, , 1m n  , кривые k  при k m  лежат 
во внешности m ; 

– многосвязная область D  получается из односвязной области, 
ограниченной замкнутой кривой 0 , если из нее удалить односвяз-
ные области, ограниченные замкнутыми кривыми k . 

 
Рисунок 9 – Многосвязная область D  

 
Обозначим через   систему контуров, составленную из замк-

нутой кривой 0 , проходимой в положительном направлении, и 
замкнутых кривых k , 0,1, , 1k n  , проходимых в отрица-
тельном направлении (рисунок 9):  
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0 1 2 1n      
      . 

Т е о р е м а  4 Пусть функция  f z  является: 
1) аналитической функцией в многосвязной области D , огра-

ниченной системой контуров 0 1 2 1n      
      , 

2) непрерывной в D . 
Тогда  

  0f z dz


 . 

Из теоремы 4 следует: 
       

0 1 2 1n

f z dz f z dz f z dz f z dz
      



       . 

Т е о р е м а  5 Пусть  f z  – аналитическая функция в одно-

связной области D . Тогда интеграл от функции  f z  не зависит 
от пути интегрирования, а зависит лишь от начальной точки 0z  
и конечной точки z  пути интегрирования. 

 
Тема 5 Интегральная формула Коши 
 
5.1 Первообразная и неопределенный интеграл. 
5.2 Формула Ньютона-Лейбница. 
5.3 Интегральная формула Коши. 
5.4 Интеграл типа Коши. 
 
5.1 П е р в о о б р а з н а я  и  н е о п р е д е л е н н ы й  и н т е г р а л  
Пусть функция  f z  определена в области D  (односвязной 

или многосвязной). Первообразной функции  f z  в области D  

называется такая функция  F z , что в каждой точке z D  вы-

полняется равенство    'F z f z . 

Т е о р е м а  1 Если  F z  – первообразная функции  f z  в об-

ласти D , то совокупность всех первообразных функции  f z  

определяется формулой  F z c , где cℂ. 
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Для степенного ряда  0
0

k
k

k
c z z





 , имеющего как точки схо-

димости (кроме 0z , где ряд всегда сходится), так и точки расходи-
мости, всегда существует такое действительное число 0R  , что 
внутри круга 0z z R   ряд сходится, а вне этого круга – расхо-
дится. 

Область 0z z R   называется кругом сходимости, а число R  
– радиусом сходимости степенного ряда.  

Радиус сходимости R  вычисляется: 

– по формуле Коши-Адамара 
1

lim k
kk

R
c



 ,  

– по формуле 
1

lim k

k
k

cR
c



 , если этот предел существует. 

Если 0R  , то ряд  0
0

k
k

k
c z z





  сходится лишь в точке 0z ; 

если R   , то ряд сходится на всей комплексной плоскости ℂ. 

Внутри круга сходимости 0z z R   ряд  0
0

k
k

k
c z z





  схо-

дится к аналитической функции. 
Степенной ряд внутри круга сходимости можно почленно ин-

тегрировать и почленно дифференцировать любое число раз. При 
этом радиус сходимости каждого вновь полученного ряда равен 
радиусу сходимости исходного ряда, а над суммой ряда выполня-
ется то же действие, что и над самим рядом. 
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Ряд 
1

k
k

a



  называется мажорантным рядом для  

1
k

k
u z




 . 

Равномерно сходящиеся функциональные ряды обладают свой-
ствами: 

– непрерывность: сумма равномерно сходящегося в области D  
ряда, состоящего из непрерывных функций, есть функция, непре-
рывная в области D ; 

– интегрирование: равномерно сходящийся в области D  ряд 
непрерывных функций можно интегрировать вдоль любой кусоч-
но-гладкой кривой  , целиком лежащей в области D , и справед-
лива формула 

   
1 1

k k
k k

u z dz u z dz
 

  

   
 
   ; 

– дифференцирование равномерно сходящийся в области D  ряд 
аналитических функций можно дифференцировать любое число 
раз в области D  и справедлива формула 

     
1 1

n
n

k kn
k k

d u z u z
dz

 

 

   
 
  . 

 
6.4 С т е п е н н ы е  р я д ы  
Ряд вида  

 0
0

k
k

k

c z z




  

называется степенным рядом по степеням  0z z . Здесь kc ℂ – 
коэффициенты ряда, 0z ℂ – фиксированная точка. 

Т е о р е м а  3  ( А б е л я ) Если степенной ряд  0
0

k
k

k

c z z




  

сходится в точке 1z , то он сходится во всех точках z , удовле-
творяющих условию 0 1 0z z z z   , причем сходимость будет 

равномерной в любом круге 0z z R  , 1 0R z z  . Если степен-

ной ряд  0
0

k
k

k

c z z




  расходится в точке 2z , то он расходится 

во всех точках z , удовлетворяющих условию 0 2 0z z z z   . 
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Совокупность всех первообразных  F z , функции  f z  назы-

вается неопределенным интегралом от функции  f z  и обознача-

ется:    f z dz F z c  . 
5.2 Ф о р м у л а  Н ь ю т о н а - Л е й б н и ц а  
Т е о р е м а  2  ( ф о р м у л а  Н ь ю т о н а - Л е й б н и ц а ) Если 

функция  f z  является аналитической в односвязной области D , 

то интеграл от  f z  вдоль любого кусочно-гладкого контура, 
соединяющего две любые точки 0z  и 1z  этой области и лежащего 
целиком в ней, равен  

     
1

0

1 0

z

z

f d F z F z    . 

Интегралы от элементарных функций комплексной переменной 
в области их аналитичности вычисляются с помощью тех же фор-
мул и методов, что и в случае действительной переменной. 

Замена переменной в интегралах от функций комплексной пе-
ременной производится аналогично случаю функции действитель-
ной переменной. Пусть аналитическая функция  z w  отобра-
жает взаимно однозначно контур   в плоскости W на контур   в 

плоскости ℂ. Тогда справедлива формула замены переменной: 
      f z dz f w w dw



 


   

Если путь интегрирования является полупрямой, выходящей из 
точки 0z , или окружностью с центром в точке 0z , то целесообраз-
но использовать замену 0

iz z re   . В первом случае const  , а 
r  – действительная переменная интегрирования, во втором случае 

constr  , а   – действительная переменная интегрирования. 
Т е о р е м а  3 (и н т е г р а л ь н а я  ф о р м у л а  К о ш и ) Пусть 

функция  f z  аналитична в области D . Тогда для любой точки 

0z D  справедливо равенство 

   
0

0

1
2

f z
f z dz

i z z 


 , 

где   – кусочно-гладкий замкнутый контур, целиком лежащий в 
области D  и охватывающий точку 0z . 
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Интеграл 
 1

2 0

f z
dz

i z z   , стоящий в правой части равенства 

теоремы 1, называется интегралом Коши функции  f z . 
Если в условиях теоремы точка 0z  расположена вне области, 

ограниченной контуром  , то  
 

 1 0
2 0

f z
dz

i z z 


 . 

 
Т е о р е м а  4  ( о  с р е д н е м ) Значение аналитической функ-

ции  f z  в любой точке 0z  области D , в которой функция  f z  
является аналитической, равно среднему арифметическому ее 
значений на любой окружности с центром в точке 0z , целиком 
лежащей в области D . 

Пусть функция      , ,f z u x y iv x y   аналитическая в одно-
связной области D . Если в области D  постоянна действительная 
часть  ,u x y  функции  f z  или постоянен модуль функции 

 f z , то функция  f z  постоянна в области D . 
Т е о р е м а  5  ( о  м а к с и м у м е  м о д у л я )  Пусть функция 
 f z , не равная тождественно постоянной, является аналитиче-

ской в области D  и непрерывна в D . Тогда максимальное (мини-
мальное) значение модуля  f z  достигается только на границе 

области D . 
Другими словами, модуль  f z  не может достигать максиму-

ма (минимума) внутри области D  кроме случая, когда 
  constf z  . 
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Другими словами, функция  f z  является суммой функцио-

нального ряда  
1

k
k

u z



  в точке 0z  области D , если для любого 

0   можно указать такой номер N , что    0 0
1

k
k

f z u z 




   

при n N . В общем случае номер N  зависит от выбора значений 
  и точек 0z . 

 
6.3 Р а в н о м е р н а я  с х о д и м о с т ь  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  

р я д о в  

Ряд  
1

k
k

u z



  называется равномерно сходящимся к функции 

 f z  в области D , если для любого 0   можно указать такой 

номер N , что    0 0
1

k
k

f z u z 




   при n N  и z D  . Зна-

чение N  зависит только от   и одинаково для любых z D . 
Т е о р е м а  1  ( к р и т е р и й  К о ш и ) Функциональный ряд 

 
1

k
k

u z



  равномерно сходится в области D  тогда и только то-

гда, когда для любого 0   существует такой номер N  , что 
для любых k N  и p  выполняются неравенства: 

     1 2 ...k k k pu z u z u z       ,   z D . 
Т е о р е м а  2  ( п р и з н а к  В е й е р ш т р а с с а ) Пусть  

1) функциональный ряд  
1

k
k

u z



  сходится в области D ; 

2) члены ряда удовлетворяют неравенствам 
 k ku z a ,  k ℕ, z D  ; 

3) ряд 
1

k
k

a



  сходится. 

Тогда функциональный ряд  
1

k
k

u z



  сходится абсолютно и 

равномерно в области D . 
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Очевидно, ряд 
1

k k
k

i 




  сходится тогда и только тогда, когда 

сходится каждый из рядов 
1

k
k





  и 

1
k

k





 . При этом 1 2S S iS  , 

где 1S  – сумма ряда 
1

k
k





 , 2S  – сумма ряда 

1
k

k





 . 

Данное утверждение позволяет проводить исследование сходи-
мости рядов с комплексными членами, основываясь на сходимости 
рядов с действительными членами. Для исследования применяются 
признаки сравнения рядов, Даламбера, Коши и другие достаточные 
признаки сходимости рядов. 

 
6.2 Ф у н к ц и о н а л ь н ы е  р я д ы  

Ряд  
1

k
k

u z



 , членами которого являются функции  ku z  ком-

плексной переменной z , называется функциональным рядом. 

Точка 0z  называется точкой сходимости ряда  
1

k
k

u z



 , если 

сходится соответствующий числовой ряд  0
1

k
k

u z



 . Функциональ-

ный ряд  
1

k
k

u z



  называется сходящимся в области D , если он 

сходится в каждой точке этой области. Совокупность всех точек 
сходимости называется областью сходимости функционального 

ряда. В общем случае область сходимости ряда  
1

k
k

u z



  может 

быть многосвязной и замкнутой. 

Суммой функционального ряда  
1

k
k

u z



  в области D  называ-

ется функция  f z , которая в каждой точке 0z D  равна значе-

нию соответствующего числового ряда  0
1

k
k

u z



 : 

   0 0
1

k
k

f z u z




 . 
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5.4 И н т е г р а л  т и п а  К о ш и  
Пусть в плоскости ℂ задана произвольная кусочно-гладкая кри-

вая   (замкнутая или незамкнутая) и на ней – произвольная не-
прерывная функция  f z .  

Интеграл  

   1
2

f z
dz

i z


 

 
 , 

где   – произвольная точка комплексной плоскости, не лежащая 
на кривой  , называется интегралом типа Коши. Интеграл Коши 
является частным случаем интеграла типа Коши. 

Т е о р е м а  6  Пусть   – кусочно-гладкая кривая, расположен-
ная в комплексной плоскости ℂ и  f z  – непрерывная функция на 

этой кривой. Тогда функция    является: а) аналитической в 

любой области D  комплексной плоскости ℂ, не содержащей то-
чек кривой  , б) бесконечно дифференцируемой в области D , 
причем ее производная любого порядка n  может быть получена 
по формуле  

     
  1

!
2

n
n

f zn dz
i z


  



 
 . 

С л е д с т в и е  1 Производные любого порядка от функции 
  , аналитической в области D , также являются аналитиче-

скими в этой области. 
С л е д с т в и е  2 Пусть  f z  аналитическая в области D  

функция и на ее границе  . Тогда функция  f z  бесконечно 
дифференцируема в этой области и ее производная n -го порядка в 
точке 0z D  находится по формуле 

     
 0 1

0

!
2

n
n

f znf z dz
i z z 





 , 1, 2,...n  . 

С л е д с т в и е  3 В любой точке z  области D , в которой 
функция  f z  является аналитической, справедливы неравенства 
Коши  

     !n
n

n M
f z





 , 1, 2,...n  , 
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где   — радиус произвольной окружности c  с центром в 

точке 0z , целиком лежащей в области D ;  M  – наибольшее 

значение модуля функции  f z  на окружности c . 

Т е о р е м а  7  ( К о ш и - Л и у в и л л я ) Если функция  f z  ана-
литична во всей комплексной плоскости  и ограничена по моду-
лю, то она постоянна. 

Т е о р е м а  8  ( М о р е р а ) Если функция  f z  непрерывна в 

области D  и интеграл   0f z dz


  по любому замкнутому ку-

сочно-гладкому контуру  , лежащему в области D , то  f z  
является аналитической функцией в области D . 

Из условия теоремы следует, что в области D  интеграл 

 
0

z

z

f d   не зависит от пути   интегрирования, соединяющего 

фиксированную точку 0z  с произвольной точкой z  ( 0z  и z  лежат 
в области D ) и определяет аналитическую функцию z  

   
0

z

z

F z f d   , 

для которой    'F z f z , z D . 
 
Тема 6 Ряды аналитических функций 
 
6.1 Числовые ряды с комплексными членами.  
6.2 Функциональные ряды.  
6.3 Равномерная сходимость функциональных рядов.  
6.4 Степенные ряды. 
 
6.1 Ч и с л о в ы е  р я д ы  с  к о м п л е к с н ы м и  ч л е н а м и  
Ряд  

1 2 3
1

...k
k

a a a a




     , 

где ka  ℂ, называется числовым рядом с комплексными членами, 

ka  – общим членом ряда. 
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Если положить k k ka i   , k ℕ, k , k ℂ, то ряд с ком-

плексными членами запишется в виде 
1

k k
k

i 




 . 

Сумма 
1

n

n k k
k

S i 


   называется частичной суммой ряда, а 

сумма 
1

n k k
k n

r i 


 

   называется остатком ряда. 

Ряд 
1

k k
k

i 




  называется сходящимся, если существует пре-

дел последовательности частичных сумм  nS : 
lim nn

S S


 , 

комплексное число S  называется суммой ряда. 

Если ряд 
1

k k
k

i 




  сходится, то его общий член k ki   

стремится к нулю при k  :  
 lim 0k kk

i 


  . 

В случае сходимости ряда 
1

k k
k

i 




  его остаток nr  стремится 

к нулю при неограниченном возрастании n . Добавление или от-
брасывание конечного числа членов ряда не влияет на сходимость 
ряда. 

Ряд 
1

k k
k

i 




  называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится ряд с действительными положительными членами 

1
k k

k
i 





 . В случае абсолютной сходимости ряда 
1

k k
k

i 




  

имеем абсолютную сходимость рядов 
1

k
k





  и 

1
k

k





 . 


