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Функция  f x ,  nxxxx ,...,, 21 , называется равномерно-

непрерывной на множестве G , Gℝn, если для любого 0  су-
ществует   0 , такое, что для любых двух точек 

 ''
2

'
1

' ;...;; nxxxx   и  ''''
2

'
1

'' ;...;; nxxxx   множества G , находящихся 
на расстоянии, меньшем  , выполняется неравенство 
     ''' xfxf : 

0    0  : Gxx  ''' ,     ''' , xx         ''' xfxf . 
Функция, непрерывная на множестве, не обязательно будет 

равномерно непрерывной на этом множестве.  
Построим отрицание: функция  f x ,  nxxxx ,...,, 21 , не явля-

ется равномерно-непрерывной на множестве G , если 00   та-

кое, что 0  существуют элементы  ''
2

'
1

' ;...;; nxxxx   и 

 ''''
2

'
1

'' ;...;; nxxxx   множества G  такие, что    ''' , xx , но 

     ''' xfxf . 
 
3 . 4  Т е о р е м а  К а н т о р а  
Т е о р е м а  2  ( К а н т о р а ) Функция  f x ,  nxxxx ,...,, 21 , 

непрерывная на компакте G , Gℝn, равномерно-непрерывна на 
этом компакте. 

Колебанием  Gf ;  функции  xfu  ,   Gxxxx n  ,...,, 21 , 
называется верхняя грань всевозможных разностей значений 
функции f : 

     xfxfGf
Gxx




'

; '
sup; ,   Gxxxx n  ''

2
'
1

' ;...;; . 

Диаметром множества G  называется верхняя грань расстояний 
между точками множества G ℝn. 

Обозначается:  xxG
Gxx

;supdiam '

; '



  или    xxG

Gxx
;supd '

; '



 . 

Равномерная непрерывность функции  xfu  , 
 nxxxx ,...,, 21 , на множестве Gℝn означает, что колебание 

функции на любом множестве достаточного малого диаметра 
сколь угодно мало. 
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функции  f x . 

В частности, для функции  ,f x y  точки разрыва могут быть 
изолированными или образовывать линию разрыва, а для функции 

( , , )f x y z  точки разрыва могут быть изолированными, образовы-
вать линию или поверхность разрыва. 

Для случая функций многих переменных сохраняются все свой-
ства непрерывных функций одной переменной. 

 
Тема 3 Функции многих переменных, непрерывные  
на множествах 
 
3.1 Непрерывность функции на компактах 
3.2 Теорема Вейерштрасса 
3.3 Равномерная непрерывность функций 
3.4 Теорема Кантора 
 
3 . 1  Н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и  н а  к о м п а к т а х  
Пусть функция  f x ,  nxxxx ,...,, 21  ℝn, определена на 

множестве G  ℝn. Функция  f x  называется непрерывной на 
множестве G , если в каждой точке этого множества она непре-
рывна: 

   
0

0lim
x x

f x f x


     0x G  . 

 
3 . 2  Т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а  
Т е о р е м а  1  ( В е й е р ш т р а с с а ) Функция  f x , 

 nxxxx ,...,, 21 , непрерывная на компакте Gℝn ограничена и 
принимает на этом компакте свои наибольшее и наименьшее зна-
чения: 

 sup
x G

M f x


 ,  inf
x G

m f x


 . 

Функция, непрерывная на линейно связном множестве, прини-
мая какие-либо два значения, принимает и любое промежуточное 
между ними. Функция, непрерывная на замыкании линейно связ-
ного множества, принимая какие-либо два значения, принимает и 
любое промежуточное между ними. 

3 . 3  Р а в н о м е р н а я  н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и й  



 

 20

2 . 3  П о в т о р н ы е  п р е д е л ы  
Пусть функция  ,f x y  задана в окрестности точки  0 0,x y  за 

исключением, быть может, самой точки  0 0,x y . И пусть для каж-
дого фиксированного y  из этой окрестности при 0xx   для 
функции  yxfz ,  одной переменной x  существует предел 

   
0

фик

lim ;
x x
y

f x y g y


 , а при 0yy   для функции  yg существует 

предел   byg
yy


 0

lim . Тогда говорят, что существует повторный 

предел b  для функции  ,f x y  в точке  0 0,x y : 
  byxf

xxyy



;limlim

00

. 

Аналогично определяется повторный предел  yxf
yyxx

;limlim
00 

. 

Т е о р е м а  1   Пусть функция  ,f x y  определена в некоторой 

окрестности точки  0 0,x y  и имеет в этой точке двойной предел 
  byxf

yy
xx





;lim
0
0

. И пусть для любого фиксированного x  из этой 

окрестности существует предел    
0

фик

lim ;
y y
x

f x y h x


  и для любого 

фиксированного y  из этой окрестности существует предел 

   
0

фик

lim ;
x x
y

f x y g y


 . Тогда повторные пределы  yxf
xxyy

;limlim
00 

 и 

 yxf
yyxx

;limlim
00 

 существуют и равны: 

   yxfyxf
yyxxxxyy

;limlim;limlim
0000 

 . 

 
2 . 4  Н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и  м н о г и х  п е р е -

м е н н ы х  
Функция  f x ,  nxxxx ,...,, 21  ℝn, определенная в окрест-

ности  0,U x  точки  00
2

0
10 ;...;; nxxxx   называется непрерывной в 

точке 0x , если    0
0

lim xfxf
xx




. 

В противном случае точка 0x  называется точкой разрыва 
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Введение 
 
Данное издание является второй частью учебно-методического 

комплекса «Математический анализ» для физических специально-
стей. Здесь излагается материал  по темам: непрерывность и диф-
ференцируемость функции многих переменных, криволинейные, 
кратные и поверхностные интегралы; векторный анализ; интегра-
лы, зависящие от параметра, которые являются составляющими 
учебной программы излагаемой дисциплины второго семестра. 

Структура учебно-методического комплекса аналогична первой 
части:  

– примерный тематический план; 
– краткий лекционный курс;  
– вопросы для самоконтроля; 
– примерные задания к практическим занятиям с решениями 

типовых примеров;  
– примерные задания контрольных работ и тестовые задания 

для рубежного контроля,  
– примерный перечень вопросов и задач к экзамену; 
– учебно-методический материал для проведения деловых игр. 
Учебно-методический комплекс предназначен для организа-

ции учебного процесса по курсу «Математический анализ» на фи-
зическом факультете университета. Изложенные вопросы разде-
лов математического анализа могут быть использованы студен-
тами для самостоятельной подготовки по данному предмету. 

 
 



 

 6

Учебная программа курса «Математический анализ»  
 
Раздел 1 Теория рядов (продолжение) 
Тема 4 Функциональные  ряды 
Поточечная и равномерная сходимость функциональных после-

довательностей. Геометрический смысл поточечной сходимости 
функциональных последовательностей. Геометрический смысл  
равномерной сходимости функциональных последовательностей. 
Критерий Коши равномерной сходимости функциональных после-
довательностей. Функциональные ряды. Поточечная сходимость 
функциональных рядов. Равномерная сходимость функциональных 
рядов. Признаки равномерной сходимости функциональных рядов. 
Признак Вейерштрасса. Признаки Дирихле и Абеля. Свойства рав-
номерно сходящихся функциональных рядов: непрерывность, 
дифференцируемость, интегрируемость. 

Тема 5 Степенные ряды 
Определение степенного ряда. Теорема Абеля. Радиус сходимо-

сти. Формула  Коши-Адамара. Интервал сходимости. Область схо-
димости. Свойства сходящихся степенных рядов. Непрерывность, 
дифференцируемость, интегрируемость степенных рядов.  

Тема 6 Ряд Тейлора 
Определения ряда Тейлора. Теорема о разложении функции в 

ряд Тейлора. Ряд Маклорена. Разложение элементарных функций в 
ряд Маклорена. Приложения степенных рядов. Использование ряда 
Тейлора для вычисления пределов, для вычисления приближенных 
значений функции, для решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. 

Раздел 2 Дифференциальное исчисление функции многих 
переменных 

Тема 1 Пространство ℝn 
Определение n -мерного пространства. n -мерное арифметиче-

ское точечное пространство. Метрика. Свойства метрики. Метри-
ческое пространство. Сходимость последовательности точек в n -
мерном пространстве. Полнота пространства. Основные подмно-
жества пространства ℝn. Открытые и замкнутые шары. Открытые 
и замкнутые параллелепипеды. Окрестности  Замкнутые множест-
ва. Открытое множество. Предельная точка. Изолированная точка. 
Ограниченное множество пространства ℝn.  Связное множество. 
Компакт. Теорема Больцано- Вейерштрасса.  
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где  1 2, ,..., nM x x x ,  0 0 0
0 1 2; ;...; nM x x x  точки пространства ℝn. 

Аналогично функции одной переменной, определение предела 
по Гейне функции многих переменных на языке последовательно-
стей эквивалентно определению предела по Коши. 

Число A  называется пределом (по Коши) функции ( )f x , 

 nxxxx ,...,, 21 , в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  , если для любого 

0  существует   0 , такое, что для любой точки 

 0xUx  


 выполняется неравенство    Axf : 

 xfA
xx 0

lim


   :0 0xU  


 0x U x  


     Axf . 

Если функция двух переменных  ;f x y  определена в окрест-

ности   00 ,; yxU 


 и число A  является пределом при 
   00 ,, yxyx  , то предел 

 yxfA
yy
xx

;lim
0
0




  

называется двойным пределом. 
Геометрически неравенство  ;f x y A    означает, что точ-

ки графика функции  ,f x y  для  ;x y    0 0;U x y 


 находятся 
между двумя плоскостями z A    и z A   , т. е. предел 
функции  ;f x y  при 0xx  , 0yy   определяется поведением 

функции вблизи точки  0 0;x y  и не зависит от значения функции в 
этой точке. 

Для случая функций многих переменных сохраняются все свой-
ства пределов функций одной переменной (кроме тех, где сущест-
венна упорядоченность точек числовой прямой, например, одно-
сторонние пределы). 

Бесконечные пределы для функций многих переменных ( )f x , 
 nxxxx ,...,, 21 , определяются по той же схеме, что и для функ-

ций одной переменной.  
Например,  

 
0

lim
x x

f x


    :0 0xU  


 0x U x  


    f x  . 
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которое есть некоторая поверхность в ℝ3. Проекцией этой поверх-
ности на плоскость Oxy  является область  fD . 

Функцию трех и более переменных изобразить графически за-
труднительно.  

Функции многих переменных задаются: 
– явно уравнением, разрешенным относительно зависимой пе-

ременной:  
),( yxfz  , ),,( zyxfu  , ),...,,( 21 nxxxfu  ; 

– неявно уравнением, не разрешенным относительно зависимой 
переменной: 

 ; 0F x y  ),  ; ; 0F x y z  ,  1 2; ;...; 0nF x x x  . 
Множество точек  nxxxx ,...,, 21  пространства ℝn, удовлетво-

ряющих уравнению   cxxxf n ,...,, 21 , называется множеством 
уровня функции  nxxxfu ,...,, 21 , соответствующим данному 
значению c . 

При 2n  множество уровня называется линией уровня; при 
3n  множество уровня  называется поверхностью уровня; при 
3n  множество уровня называется гиперповерхностью уровня. 

 
2 . 2  О п р е д е л е н и е  п р е д е л а  ф у н к ц и и  м н о г и х  

п е р е м е н н ы х  
Число A  называется пределом (по Гейне) функции ( )f x , 

 nxxxx ,...,, 21 , в точке  00
2

0
10 ;...;; nxxxx  , если для любой по-

следовательности точек  mx ,  m
n

mm
m xxxx ;...;; 21 ,  ,1m , 

 0xUxm  


, сходящейся к 0x , соответствующая последователь-

ность   mf x  значений функции сходится к A : 

 xfA
xx 0

lim


    

    1mmx ,  0xUxm   , 0lim xxkk



      0lim xfxf mk




. 

Предел функции также обозначается:  
 n

xx

xx
xx

xxxfA

nn

,...,,lim 21

..........
0

0
22

0
11






  и  
0

lim
M M

A f M


 , 
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Тема 2 Предел функции многих переменных 
Понятие функции многих переменных. Линии и поверхности 

уровня. Определение предела функции многих переменных.  Свой-
ства предела. Двойной предел. Повторные пределы.  Теорема о 
существовании повторных пределов. Непрерывность функции 
многих переменных. Непрерывность сложной функции. Свойства 
непрерывных функций многих переменных.  

Тема 3 Функции многих переменных, непрерывные на множест-
вах 

Непрерывность функции на компактах. Теорема Вейерштрасса. 
Функции, непрерывные на линейно связных множествах. Равно-
мерная непрерывность функций. Теорема Кантора. Колебание 
функции. Диаметр множества.  

Тема 4 Частные производные 
Частные и полные приращения функции многих переменных. 

Частные производные. Геометрический и механический смысл ча-
стных производных функции многих переменных. Уравнение каса-
тельной плоскости и нормали к поверхности. Дифференцируе-
мость функции многих переменных. Необходимое и достаточное 
условия дифференцируемости.  

Тема 5 Дифференцирование сложной функции 
Полный дифференциал функции многих переменных. Частные 

дифференциалы.  Геометрический смысл полного дифференциала. 
Дифференцирование сложной функции. Полная производная. Ин-
вариантность формы первого дифференциала функции многих пе-
ременных.  

Тема 6 Частные производные и дифференциалы высших поряд-
ков 

Частные производные высших порядков. Теорема о равенстве 
смешанных производных. Дифференциалы высших порядков 
функции двух переменных. Символические формулы для вычисле-
ния дифференциалов высших порядков для функции двух пере-
менных. Полный дифференциал функции многих переменных. 

Тема 7 Формула Тейлора для функции многих переменных 
Формула Тейлора для функции двух переменных с остаточным 

членом в виде Лагранжа. Формула Тейлора для функции двух пе-
ременных с остаточным членом в виде Пеано.  Формула Маклоре-
на для функции двух переменных. Примеры разложения функции 
двух переменных по формуле Тейлора и Маклорена. 

 
 



 

 8

Тема 8 Экстремум функции многих переменных 
Понятие экстремума функции многих переменных. Необходи-

мое условие локального экстремума. Некоторые сведения о квад-
ратичных формах. Положительно определенная и отрицательно 
определенная квадратичные формы. Критерий Сильвестра. Доста-
точные условия  локального экстремума функции многих перемен-
ных. Исследование на локальный экстремум функций. 

Тема 9 Дифференцирование неявной функции 
Неявные функции, задаваемые одним уравнением. Теорема о 

существовании и непрерывности неявной функции. Дифференци-
рование неявной функции, задаваемой одним уравнением. Неявные 
функции, задаваемые системой уравнений. Матрица Якоби и яко-
биан системы функций. Зависимость функций. Достаточное усло-
вие независимости. 

Тема 10 Условный экстремум 
Понятие условного экстремума.  Уравнения связи. Методы оты-

скания условного экстремума. Метод исключения части перемен-
ных. Метод множителей Лагранжа. Правило нахождения точек 
условного экстремума. Глобальный экстремум функции многих 
переменных. Наибольшее и наименьшее значения функции двух 
переменных в замкнутой области. 

Раздел 3 Интегральное исчисление функции многих пере-
менных 

Тема 1 Криволинейные интегралы 1-го рода 
Задачи, приводящие к понятию криволинейного интеграла 1-го 

рода. Задача о массе материальной линии. Задача о площади ци-
линдрической поверхности. Определение и свойства криволиней-
ного интеграла 1-го рода. Вычисление криволинейного интеграла 
1-го рода. Приложения криволинейного интеграла 1-го рода. 

Тема 2 Криволинейные интегралы 2-го рода 
Задача о работе переменной силы. Определение и свойства кри-

волинейного интеграла 2-го рода. Криволинейный интеграл 2-го 
рода по замкнутому контуру. Вычисление криволинейного инте-
грала 2-го ро.  Связь между криволинейными интегралами 1-го и 2- 
го рода. Приложения криволинейного интеграла 2-го рода. 

Тема 3 Мера Жордана в пространстве ℝn 
Клетки и клеточные множества в ℝn. Определение клетки Мера 

клетки Свойства клеток. Клеточное множество. Свойства клеточ-
ных множеств. Множества измеримые по Жордану. Жорданова 
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 ix t , ni ,...,2,1 , непрерывные функции на отрезке   ; . 
Множество G  называется связным, если любые две точки этого 

множества можно соединить непрерывной кривой  , целиком 
принадлежащей этому множеству. Открытое связное множество 
называется областью, объединение области и ее границы называ-
ется замкнутой областью. 

 
Тема 2 Предел функции многих переменных 
 
2.1 Понятие функции многих переменных 
2.2 Определение предела функции многих переменных 
2.3 Повторные пределы 
2.4 Непрерывность функции многих переменных 
 
2 . 1  П о н я т и е  ф у н к ц и и  м н о г и х  п е р е м е н н ы х  
Пусть G ℝn. Если правило f  каждой точке 
  Gxxxx n  ;...;; 21  ставит в соответствие некоторое вполне оп-

ределенное действительное число  1 2, ,..., nf x x x , то говорят, что 
на множестве G  задана числовая функция (или отображение) f  
от n  переменных: 

:f ℝn→ℝ. 
Множество G  называется областью определения и обозначает-

ся   GfD  ; множество E u ℝn   ,u f x x G   – множе-

ством значений функции f . 
В частном случае при 2n  функцию двух переменных можно 

рассматривать как функцию точек плоскости ℝ2. Частное значение 
функции  ,f x y  в точке  0 0 0;M x y  обозначается  00 , yxf , 

 0Mf ,  0 0;x y
f  и 

0M
f . 

Функция f  двух переменных x  и y  может быть задана анали-
тическим, табличным, графическим и другими способами. 

График функции двух переменных  yxfz ,  изображается в 
трехмерном пространстве при выбранной декартовой системе ко-
ординат Oxyz  как множество точек 

  ; ;x y z  ℝ3  ,z f x y , 



 

 16

    0 0,U x x x x     . 

Данное множество называется n -мерным открытым шаром ра-
диуса   с центром в точке  00

2
0
10 ;...;; nxxxx  . 

Проколотой  -окрестностью точки 0x ℝn с радиусом   на-

зывается множество точек xℝn, удовлетворяющих неравенству 
    0,0 xx : 

  0U x x   


ℝn   00 ,x x   . 

Пусть G  – некоторое множество пространства ℝn
. Точка назы-

вается внутренней точкой множества G , если существует ее окре-
стность, целиком принадлежащая этому множеству. Множество G  
называется открытым, если все его точки внутренние. Любое от-
крытое множество, содержащее точку  00

2
0
10 ;...;; nxxxx  , является 

ее окрестностью. Точка называется граничной точкой множества 
G , если в любой ее окрестности содержатся точки, как принадле-
жащие множеству G , так и не принадлежащие ему. Множество 
граничных точек называется границей множества G  и обозначает-
ся G . Граничная точка может, как принадлежать множеству G , 
так и не принадлежать ему. Точка называется предельной точкой 
множества G , если в любой ее окрестности содержится бесконеч-
но много точек множества G . Точка, не являющаяся предельной 
точкой множества G , называется изолированной. 

 
1 . 4  К о м п а к т  
Множество G  называется замкнутым, если оно содержит все 

свои предельные точки. Множество, которое получается, если при-
соединить к множеству G  все его предельные точки, называется 
замыканием G  и обозначается G . Множество G  называется ог-
раниченным, если существует такой n -мерный шар, который со-
держит внутри себя все точки множества G . Множество G  назы-
вается компактом, если оно замкнуто и ограничено. 

Множество  
         1 2 1 2; ;...; , ,... , ;n nx x x x t x t x t t    , 

называется непрерывной кривой, соединяющей точки 
      1 1 2; ;...; nP x x x    и       2 1 2; ;...; nP x x x   . Здесь 
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мера нуль Критерий измеримости множества в ℝn.. Разбиение из-
меримых множеств. Свойства разбиений. 

Тема 4 Определение и свойства двойного интеграла 
Задачи, приводящие к понятию двойного интеграла. Задача о 

массе неоднородной пластины. Задача об объеме цилиндроида. 
Интегральная сумма Римана. Верхняя и нижняя суммы Дарбу. Оп-
ределение двойного интеграла. Необходимое условие интегрируе-
мости. Достаточное условие интегрируемости. Критерий интегри-
руемости Дарбу. Основные свойства двойного интеграла.  

Тема 5 Сведение двойного интеграла к повторному 
Формула сведения двойного интеграла к повторному интегралу 

по прямоугольнику. Доказательство формулы сведения двойного 
интеграла к повторному интегралу по прямоугольнику. Примеры 
вычисления двойных интегралов по прямоугольнику. Сведение 
повторного интеграла по элементарной области. Доказательство 
формулы сведения повторного интеграла по элементарной облас-
ти. Примеры вычисления двойных интегралов по элементарной 
области. 

Тема 6 Замена переменных в двойном интеграле 
Теорема о замене переменных в двойном интеграле. Якобиан 

отображения. Геометрический смысл знака якобиана. Криволиней-
ные координаты. Переход к полярным координатам. Примеры вы-
числения двойных интегралов посредством замены переменных. 

Тема 7 Формула Грина 
Связь двойных и криволинейных интегралов 2-го рода по замк-

нутому контуру. Формула Грина. Условия независимости криво-
линейного интеграла 2-го рода от пути интегрирования. Примеры 
вычисления криволинейных интегралов 2-го рода с помощью фор-
мулы Грина.  

Тема 8  Приложения двойного интеграла 
Геометрические приложения двойного интеграла. Вычисление 

площадей плоских фигур. Вычисление площади поверхности. Вы-
числение объема тела. Физические приложения двойного интегра-
ла. Вычисление массы материальной фигуры. Вычисление стати-
стических моментов. Вычисление координат центра масс. Вычис-
ление моментов инерции. 

Тема 9 Определение и свойства тройного интеграла 
Задача о массе пространственного тела. Интегральная сумма 

Римана. Определение тройного интеграла. Свойства тройного ин-
теграла. Вычисление тройного интеграла. Сведение тройного инте-
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грала к повторному интегралу.  Примеры вычисления тройных ин-
тегралов по параллелепипеду и по элементарной области.  

Тема 10 Замена переменных в тройном интеграле 
Формула замена переменных в тройном интеграле. Цилиндри-

ческие координаты. Примеры вычисления тройных путем перехода 
к цилиндрическим координатам. Сферические координаты. При-
меры вычисления тройных  интегралов путем перехода к сфериче-
ским координатам. Приложения тройного интеграла.  

Тема 11 Элементы теории поверхностей 
Понятие поверхности. Способы задания поверхности. Каса-

тельная плоскость и нормаль к поверхности. Первая квадратичная 
форма поверхности. Длина кривых на поверхности. Площадь по-
верхности. Вторая квадратичная форма. Ориентация поверхности. 

Тема 12 Поверхностный интеграл 1-го рода 
Задача о массе изогнутой пластины. Определение поверхност-

ного интеграла 1-го рода. Свойства поверхностного интеграла 1-го 
рода. Вычисление поверхностного интеграла 1-го рода. Примеры 
вычисления поверхностных интегралов 1-го рода. Приложения по-
верхностного интеграла 1-го рода. 

Тема 13 Поверхностный интеграл 2-го рода 
Задача о потоке жидкости. Определение поверхностного инте-

грала 2-го рода. Свойства поверхностного интеграла 2-го рода. 
Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода. Примеры вычис-
ления поверхностных интегралов 2-го рода.  Связь поверхностных 
интегралов 1-го и 2-го рода. 

Тема 14 Формула Остроградского-Гаусса, формула Стокса 
Связь между поверхностными и тройными интегралами. Фор-

мула Остроградского Гаусса. Примеры вычисления поверхностных 
интегралов сведением к тройным интегралам. Связь между по-
верхностными и криволинейными интегралами. Формула Стокса. 
Примеры вычисления криволинейных интегралов сведением к по-
верхностным. 

Тема 15 Скалярные поля 
Понятие о задачах векторного анализа и теории поля. Опреде-

ление скалярного поля. Поверхности и линии уровня скалярного 
поля. Производная по направлению Градиент скалярного поля.  

Тема 16  Векторные поля 
Определение векторного поля. Векторные линии. Поток век-

торного поля. Физический смысл потока. Дивергенция векторного 
поля. Циркуляция векторного поля. Ротор векторного поля. Теоре-
ма Стокса.  
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при 3n  имеем пространство ℝ3 с расстоянием: 

       2'
33

2'
22

2'
11'; xxxxxxxx  . 

Арифметическое n -мерное пространство, в котором определе-
но расстояние между двумя точками, называется метрическим 
(евклидовым) пространством ℝn. 

 
1 . 2  С х о д и м о с т ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  т о ч е к  в  

n - м е р н о м  п р о с т р а н с т в е  
Пусть  mx ,  m

n
mm

m xxxx ;...;; 21 , – последовательность точек 

метрического пространства ℝn. Говорят, что последовательность 
точек  mx  сходится к точке a ,  naaaa ;...;; 21  (имеет предел 
a ), если   0;lim 


axmm

 : 

axmm



lim . 

Для того чтобы последовательность точек  mx , 

 m
n

mm
m xxxx ;...;; 21 , сходилась к пределу  1 2; ;...; na a a a   ℝn, 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства: 

11lim axm

m



, 22lim axm

m



, ... , n

m
nm

ax 


lim . 

Для последовательностей пространства ℝn имеют место анало-
гичные определения и свойства как и для последовательностей 
пространства ℝ1. 

Если последовательность точек  mx  метрического пространст-

ва ℝn сходится, то она является фундаментальной. Обратное ут-
верждение для произвольного метрического пространства неверно. 
Метрическое пространство ℝn называется полным, если любая 
фундаментальная последовательность его точек сходится. 

1 . 3  О с н о в н ы е  п о д м н о ж е с т в а  п р о с т р а н с т в а  ℝn 
Множество точек  1 2; ;...; nx x x x  ℝn, расстояние от каждой 

из которых до фиксированной точки  00
2

0
1

0 ;...;; nxxxx   меньше 
положительного числа r , называется  -окрестностью точки 

 00
2

0
10 ;...;; nxxxx  : 
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Краткий лекционный курс 
 
Раздел 1 Теория рядов 
 
Материал лекций изложен в части 1 учебно-методического 

комплекса «Функции действительной переменной. Ряды» 
 
Раздел 2 Дифференциальное исчисление функции многих 

переменных 
 
Тема 1 Пространство ℝn  

1.1 Определение n-мерного пространства 
1.2 Сходимость последовательности точек в n-мерном про-

странстве 
1.3 Основные подмножества пространства ℝn 
1.4 Компакт 
 
1 . 1  О п р е д е л е н и е  n - м е р н о г о  п р о с т р а н с т в а   
n -мерным арифметическим точечным пространством назы-

вается множество всех упорядоченных наборов ( nxxx ;...;; 21 ) дей-
ствительных чисел 1x , 2x , ... , nx  и обозначается ℝn; его элементы 
– точками пространства ℝn; числа 1x , 2x , ... , nx  – координатами 
точки ( nxxx ;...;; 21 ). 

Точки пространства ℝn обозначаются  nxxxM ;...;; 21  или 
 nxxxx ,...,, 21 . Точка  0;...;0;0O  называется началом коорди-

нат. 
Расстоянием (метрикой)  , 'x x  между двумя точками 
 nxxxx ;...;; 21  и  nxxxx  ;...;;' 21  называется число 

   2

1
; '

n

i i
i

x x x x


  . 

При 1n  имеем пространство ℝ1 (прямая) с расстоянием:  
  '

11', xxxx  ; 

при 2n  имеем пространство ℝ2 (плоскость) с расстоянием: 

     2'
22

2'
11'; xxxxxx  ; 
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Тема 17 Специальные виды векторных полей 
Потенциальное векторное поле. Свойства потенциальных по-

лей. Соленоидальное векторное поле. Свойства соленоидальных 
полей Гармоническое поле. Операторы Гамильтона и его свойства. 
Оператор Лапласа и его свойства. 

Раздел 4 Интегралы, зависящие от параметра 
Тема 1 Собственные интегралы, зависящие от параметра 
Определение собственного интеграла, зависящего от параметра. 

Непрерывность собственных интегралов, зависящих от параметра. 
Предельный переход под знаком интеграла. Дифференцирование 
по параметру собственных интегралов, зависящих от параметра. 
Правило Лейбница. Интегрирование по параметру собственных 
интегралов, зависящих от параметра. 

Тема 2 Несобственные интегралы, зависящие от параметра 
Определение и сходимость несобственных интегралов, завися-

щих от параметра. Равномерная сходимость. Критерий Коши рав-
номерной сходимости. Признаки равномерной сходимости. При-
знак Вейерштрасса. Признак Дирихле. Несобственного интеграла, 
зависящего от параметра. Свойства несобственных интегралов, 
зависящих от параметра.  Интегрируемость по параметру несобст-
венного интеграла, зависящего от параметра. Дифференцируемость 
по параметру несобственного интеграла, зависящего от параметра. 

Тема 3 Интегралы Эйлера 
Определение гамма функции. Свойства гамма функции. Фор-

мула понижения. Формула дополнения. Формулы Стирлинга. Оп-
ределение бета функции. Свойства бета функции. Связь гамма и 
бета функций. Применение свойств интегралов, зависящих от па-
раметра, к вычислению интегралов. 

Тема 4 Интеграл Фурье 
Представление функций интегралом Фурье. Главное значение 

интеграла. Преобразование Фурье. Обратное преобразование Фу-
рье. Формула обращение.  Синус и косинус преобразования Фурье. 
Свойства преобразования Фурье. Преобразование Фурье от произ-
водной. Дифференцирование преобразования Фурье. Свертка 
функций. Свойства свертки.  

Тема 5 Обобщенные функции 
Определение функции Дирака. Носитель функции. Финитные 

функции. Пространство основных функций. Обобщенные функ-
ции. Пространство обобщенных функций. Операции над обобщен-
ными функциями. Умножение обобщенной функции на бесконечно 
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дифференцируемую функцию. Производная обобщенной функции. 
Операция сдвига аргумента для обобщенной функции. 

 
Тематический план 
 
Учебный процесс по курсу осуществляется в виде лекций, 

практических занятий, групповых и индивидуальных консульта-
ций, самостоятельной учебной работы студентов. Итоговой фор-
мой контроля знаний является зачет и экзамен. Распределение ча-
сов по разделам и темам во 2-ом семестре представлено в табли-
це 1.1. 

 
Таблица 1.1 – Примерное распределение часов по разделам и 

темам курса 
 

Н
ом

ер
 р

аз
де

ла
, 

те
мы

, з
ан

ят
ия

 Название раздела, темы, 
занятия; перечень изучае-

мых вопросов 

Вс
ег

о 
 ч

ас
ов

 
Количество аудиторных 

часов 
ле

кц
ии

 

пр
ак

ти
че

ск
ие

 
(с

ем
ин

ар
ск

ие
) 

за
ня

ти
я 

 
ла

бо
ра

то
рн

ы
е 

за
ня

ти
я 

1 2 3 4 5 6 
1 Раздел 1 Теория рядов 14    
1.4 Функциональные ряды 4 2 2 – 
1.5 Степенные ряды 4 2 2 – 
1.6 Ряд Тейлора 6 2 4 – 

2 
Раздел 2 Дифференциаль-
ное исчисление функции 
многих переменных 

38    

2.1 Пространство ℝn 2 2 – – 
2.2 Предел функции многих пе-

ременных 4 2 2 – 

2.3 
Функции многих перемен-
ных, непрерывные на множе-
ствах 

2 2 – – 

2.4 Частные производные 4 2 2 – 
2.5 Дифференцирование слож-

ной функции 4 2 2 – 

2.6 
Частные производные и 
дифференциалы высших 
порядков 

4 2 2 – 

2.7 Формула Тейлора для функ-
ции многих переменных 4 2 2 – 

2.8 Экстремум функции многих 
переменных 4 2 2 – 

2.9 Дифференцирование неявной 
функции 4 2 2 – 
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2.10 Условный экстремум 6 2 4 – 

3 
Раздел 3 Интегральное ис-
числение функции многих 
переменных 

86    

3.1 Криволинейные интегралы 1-
го рода 4 2 2 – 

3.2 Криволинейные интегралы 2-
го рода 4 2 2 – 

3.3 Мера Жордана в пространст-
ве ℝn 2 2 – – 

3.4 Определение и свойства 
двойного интеграла 4 2 2 – 

3.5 Сведение двойного интеграла 
к повторному 4 2 2 – 

3.6 Замена переменных в двой-
ном интеграле 4 2 2 – 

3.7 Формула Грина 4 2 2 – 
3.8 Приложения двойного инте-

грала 4 2 2 – 

3.9 Определение и свойства 
тройного интеграла 4 2 2 – 

3.10 Замена переменных в трой-
ном интеграле 4 2 2 – 

3.11 Элементы теории поверхно-
стей 4 2 2 – 

3.12 Поверхностный интеграл 1-
го рода 4 2 2 – 

3.13 Поверхностный интеграл 2-
го рода 4 2 2 – 

3.14 Формула Остроградского-
Гаусса, формула Стокса 4 2 2 – 

3.15 Скалярные поля 4 2 2 – 
3.16 Векторные поля 4 2 2 – 
3.17 Специальные виды вектор-

ных полей 4 2 2 – 

4 Раздел 4 Интегралы, зави-
сящие от параметра 20    

4.1 Собственные интегралы, 
зависящие от параметра 4 2 2 – 

4.2 Несобственные интегралы, 
зависящие от параметра 4 2 2 – 

4.3 Интегралы Эйлера 4 2 2 – 
4.4 Интеграл Фурье 4 2 2 – 
4.5 Обобщенные функции 2 2 – – 
 Всего часов за 2-й семестр 138 70 68  

 


