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    Введение 
 
    Функциональный анализ является одним из важнейших разделов 
современного математического анализа. Он находит применение в 
математической физике, теории функций, дифференциальных и инте-
гральных уравнениях, численном анализе, теории вероятностей, кван-
товой механике, математической экономике и ряде других областей. 
    Данный сборник содержит задачи, подобранные в соответствии с 
программой курса «Функциональный анализ и интегральные уравне-
ния» для студентов специальности 1-31 03 01-02 − «Математика (на-
учно-педагогическая деятельность)». В нем представлены задачи по 
разделам  «Линейные ограниченные операторы и функционалы в 
нормированных пространствах», «Гильбертовы пространства» и «Ин-
тегральные уравнения». При составлении сборника использовались 
материалы из [3]. Предлагаемое пособие направлено на закрепление 
теоретического материала путем самостоятельного решения задач, а 
также на овладение основными приемами и методами решения задач 
по функциональному анализу. 
    Сборник предназначен в первую очередь для проведения лабора-
торных и практических занятий по курсу «Функциональный анализ и 
интегральные уравнения». Подбор задач осуществлен в соответствии 
с расположением учебного материала в программе дисциплины. Ма-
териал разбит на темы, по каждой из которых учебным планом по 
дисциплине «Функциональный анализ и интегральные уравнения» 
для студентов специальности 1-31 03 01-02 − «Математика (научно-
педагогическая деятельность)» предусмотрено выполнение лабора-
торной работы. Для каждого типового задания подобрано 10 вариан-
тов задач примерно одинаковой сложности. Это позволит также ис-
пользовать сборник для самоконтроля при подготовке к экзамену. 
Самостоятельное решение задач по функциональному анализу часто 
вызывает большие трудности у студентов, поэтому пособие содержит 
примеры решения типовых задач. 



 5

1 Линейные ограниченные операторы и функционалы 
в нормированных пространствах 

 
Тема 1 
Линейные ограниченные функционалы 
 
1.1.1 Используя теорему об общем виде линейного ограниченного  
функционала в пространстве 0c , выяснить, задает ли данная фор-

мула линейный ограниченный функционал. В случае положительного 
ответа, найти его норму (таблица 1.1.1). 

 
Таблица 1.1.1 
Вариант )(xF  

 
1 

( 1)

1

1( )
1

k k

k

k

ke x k
k






 
  

  

 
2 






1

3 )(ln)1(2)5(
k

kx
k

kxx  
 

3 





1

2 )()1()3(
k

k kxekxx  
 

4 
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



1
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k
k

k
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k

k  

 
5 
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k
k
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 


1
)2(

)!1(
3

k

k

kx
k
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2

2
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x x x k
k k




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1
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2

k
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k
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 
 
 

  

9 50

1

ln(5) 2 (1) ( )
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kx x x k
k

   

10 ( 1)

1

1(1) ( )
1

k k

k

kx x k
k





    
  
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1.1.2 Используя теорему об общем виде линейного ограниченного  
функционала в пространстве pl , выяснить, задает ли данная формула 
линейный ограниченный функционал. В случае положительного от-
вета, найти его норму (таблица 1.1.2). 
 
Таблица 1.1.2 

Вариант р  )(xF  
 
1 

 
1 
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
1
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2 



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k
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3 



 

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kxx  

 
4 
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




1 !
)2()1()100(

k
kek
kxxx  

 
5 

 
3 






1
)1(3

2
)2(

k
x

k
kx
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5/4 






1 !
)2()1()3(

k k
kxxx  

 
7 

 
2 

10
2

1
sin (3 ) 3 (3)

k
x k x



  

 
8 

 
4 

100

1
! (3 ) 3 (1)

k
k x k x



  

 
9 

 
1 

2

1
( ) 3 (1) (5)

k
x k x x





   

 
10 

 
3 2

1

(8 )(3)
k

x kx
k





  

 
 
1.1.3 Используя теорему об общем виде линейного ограниченного  

функционала в пространстве ];[ baLp , выяснить, задает ли данная 
формула линейный ограниченный функционал. В случае положи-
тельного ответа найти его норму (таблица 1.1.3). 
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Таблица 1.1.3 

Вариант p a b )(xF  
 
1 9/2 -1 1 

1

0

34 )( dttxt  

 
2 1 3 9  

81

9

)(sin dssxs  

 
3 9 0 2 dttxt )( 2

1

0
  

 
4 6/5 -1 1 dssxs )(3

2/1

0

3   

 
5 1 0 1 dssx

s
)(1 2

1

0
3  

 
6 2 -1 1 

2/1

0

33/2 )( dttxt  

 
7 2 -1 1 

1
2 3 3

0

( )t x t dt  

 
8 7 0 2 dttxt )( 2

1

0
  

 
9 9/5 -1 1 

1
3 11

0

( )s x s ds  

 
10 5/4 0 1 

1
3

0

( )t x t dt  

 
1.1.4 Используя теорему об общем виде линейного ограниченного 

функционала в пространстве ];[ baС , выяснить, задает ли данная фор-
мула линейный ограниченный функционал. В случае положительного 
ответа найти его норму (таблица 1.1.4). 
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Таблица1.1.4 

Вариант a b )(xF  
 
1 0 4 

2

0

2 )()1( dttxx  

 
2 -1 3 




2

1
)2(

2
1)()0(3 xdtttxx  

 
3 0 5  

4

1

2 )2/9()2(2)()12( xxdttxtt  

 
4 -3 3 




2

2
)()1(3)0( dttxtx  

 
5 -2 2 




2/

2/

)2/3(4)1(2)(sin




xxdttxt  

 
6 0 1 

3/1

0

2 )()0(2)2(3 dtttxxx  

 
7 -1 1 

1
2

0

13 ( ) 2 (0) ( )
2

x x tx t dt     

 
8 -2 1 

1 2

2

(1) ( 2)
4
tx x x dt



 
    

 
  

 
9 -4 1 

2

2

( 2) 3 ( 1) ( )x t x t dt


    

 
10 1 3 

2
2

1

( 2 1) ( ) 2 (2)t t x t dt x    

 
    1.1.5 Пусть BanX  . Задает ли данная формула линейный ограни-
ченный функционал KXf : ? В случае положительного ответа 
найти его норму (таблица 1.1.5). 
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Таблица 1.1.5 

Вариант Х  K  f  
 
1 с �  )(lim)( nxxf

n 
  

 
2 l  �  )3()1()( xxxf   

 
3 с �  






1

2

)(
2

)(
k

k kxkxf  

 
4 с �  )(lim)1()( nxxxf

n 
  

 
5 ]1;0[)2(C  �  )1('')0()( xixxf   

 
6 1[2;4]L  �  

4
2 2

2

( ) ( )f x t x t dt   

 
7 2[0;1]L  �  

4
3 2

2

( ) ( )f x i t x t dt   

 
8 1l  �  






1
)14()(

k
kixxf  

 
9 
 

4[2;4]L  �  
4

2 3

2

( ) ( )f x t x t dt   

 
10 (1)[0;1]C  �  ( ) (0) 2 '(1)f x ix x   
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Примеры решения типовых задач 
 
1 Используя теоремы об общем виде линейных ограниченных 

функционалов в различных пространствах, выяснить, задает ли дан-
ная формула линейный ограниченный функционал. В случае положи-
тельного ответа найти его норму. 

 
Пример 1 0: cf � , )100(3)3(8)20(3)( xxxxf  . 
 
Решение По теореме об общем виде линейного ограниченного 

функционала в пространстве 0c , 0( ) 'f c   существует единственный 
вектор 1ly , такой, что 0cx  выполняется равенство 







1
)()()(

k
kykxxf . Обратно: если выполняется это равенство, то 

)'( 0cf  , причем 1yf  . Рассмотрим вектор ))(( kyy  , у которого 
3)20( y , 8)3( y , 3)100( y , а остальные координаты равны нулю. 

Тогда 1ly , и для этого вектора 





1

)()()(
k

kykxxf . В силу указанной 

теоремы, f  является линейным ограниченным функционалом в 0c , и 

14383)(
1

1  


k
kyyf . 

 

Пример 2 0: cf � , 





1
)(ln)1(2)5()(

k
kx

k
kxxxf . 

 
Решение Рассмотрим вектор  

ln1 ln 2 ln 3 ln 4 ln 5 ln 62 ; ; ; ; 1; ;...
1 2 3 4 5 6

y      
 

. 

Для этого вектора  выполняется равенство 





1
)()()(

k
kykxxf . Но 

1ly  (почему?). Значит, в силу теоремы об общем виде линейного 
ограниченного функционала в пространстве 0c , f  не является линей-
ным ограниченным функционалом. 

 

Пример 3 1: lf � , 





1
)1(2

)!2(
)2()(

k
x

k
kxxf . 
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Решение По теореме об общем виде линейного ограниченного 
функционала в пространстве 1l , для любого )'( 1lf   существует един-
ственный вектор  ly , такой, что выполняется равенство 







1
)()()(

k
kykxxf , 

и обратно. При этом 


 yf . Рассмотрим вектор 
1 1 1( 2; ; 0; ; 0; ; 0;...)
2! 4! 6!

y   , для которого 





1
)()()(

k
kykxxf . Так 

как  ly , то f  является линейным ограниченным функционалом, 
причем sup ( ) 2

k
f y y k


   . 

 

Пример 4    3: lf  � , )6()5(2)8()(
1

xx
k
kxxf

k





. 

 
Решение По теореме об общем виде линейного ограниченного 

функционала в пространстве pl , для любого )'( plf   существует 
единственный вектор qly   1 1 1p q   , такой, что plx  выпол-

няется равенство 





1
)()()(

k
kykxxf , и обратно. При этом qyf  . В 

данном случае 3p , а поэтому 2/3q . Рассмотрим вектор  ))(( ky , 
такой что 1)6(,2)5(,/1)8(  yykky , а остальные 0)( ky . Для 

этого вектора 





1
)()()(

k
kykxxf . Так как 2/3ly , то f  является ли-

нейным ограниченным функционалом, причем  
3/2

1
2/3

3/2

1

2/3
2/3

1221)( 





 






 







 kk k
kyyf . 

 

Пример 5   ]1;0[: 4/7Lf � ,  
2/1

0

2 )()( dttxtxf .    

 
Решение По теореме об общем виде линейного ограниченного 

функционала в пространстве ];[ baLp  при  p1 , для любого 
])';[( baLf p  существует единственный вектор ];[ baLy q  

 1 1 1p q   , такой, что ];[ baLх p  выполняется равенство 
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
];[

)()()(
ba

dttytxxf ,и обратно. При этом qyf  . В данном случае 

4/7p , тогда 3/7q . Преобразуем интеграл  

.)(2/1
2

)(

]4/1;0[

,
2

,,

)()(
4/1

0

4/1

0

4/14/1

2

2/1

0

2   

























 dssxs
s

dssxs

s
s

dsdt

stst

dttxtxf

Функция  











14/1,0
,4/10,2/1)(

4/1

s
sssy  

принадлежит ]1;0[3/7L , так как функция 12/73/74/1 )(   ss  интегри-
руема по Лебегу на отрезке ]1;0[ . Отсюда, в силу указанной теоремы, 
f  является линейным ограниченным функционалом, причем  

7/3

14/13

7/34/1

0

2/7
3/7 5

3
2

1
2
1















   dssyf . 

 
Примечание Пространство  ])';[( 1 baL  изометрически изоморфно 

пространству ];[ baL , состоящему из существенно ограниченных 
функций (функция )(xf  называется существенно ограниченной на от-
резке ];[ bа , если c � cxf )(:  почти всюду на ];[ bа ). Норма в 
пространстве ];[ baL  задается следующим образом:   

inff { c �  | ( )f x c  п.в. на ];[ bа }. 
При этом теорема об общем виде линейного функционала в ];[1 baL  

имеет тот же вид, что и в ];[ baLp  при 1p , если взять q . 
 

Пример 6   ]1;0[: Cf � ,  
3/2

0
)3/2(2)2/1()()( xxdttxxf . 

 
Решение По теореме об общем виде линейного ограниченного 

функционала в пространстве ];[ baС , для любого ])';[( baСf   сущест-
вует единственная функция ];[ baVg  , такая, что 0)( ag  и 

];[ baCх  выполняется равенство 
b

a
tdgtxxf )()()( , и обратно, при-
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чем ][gVf b
a . Подберем функцию g  так, чтобы 

1

0
)()()( tdgtxxf  

]1;0[Cx . При этом мы будем пользоваться следующей формулой: 

                              



b

a

n

k
kk

b

a

htxdttgtxtdgtx ,)()()()()(
1

                          (1) 

которая справедлива, если g – кусочно-непрерывно дифференци-
руемая функция, имеющая на ];[ ba  точки разрыва kt  со скачками kh  
соответственно.Преобразуем )(xf , выполнив в интеграле замену 

st  . Тогда  

 
3/2

0
)3/2(2)2/1(2)()( xxsdssxxf . 

Ввиду формулы (1) отсюда следует, что g  имеет 2 точки разрыва I 
рода 2/11 t  со скачком в этой точке 11 h , и 3/22 t  со скачком 

22 h . При этом на интервалах непрерывности должно выполняться: 

2 , 0 2 / 3,
'( )

0, 2 / 3 1

s s
g s

s

   
 

. 

Поэтому на интервалах непрерывности, содержащихся в отрезке 
]3/2;0[ , функция g  имеет вид constssg  2)( , а на содержащихся 

в отрезке ]1;3/2[  – функция )(sg  постоянна. Учитывая, что функция 
g , согласно теореме, должна быть непрерывной слева на ];[ ba  и 

удовлетворять условию: 0)( ag , получим (рисунок 1): 



















.13/2,3/5
,3/23/2,1

,3/22/1,1
,2/10,

)( 2

2

2

s
ss
ss

ss

sg

 
Так как  ][][][

1

2/1

2/1

0

1

0
gVgVgV 1/ 4 0 1 (5 / 3 ( 3 / 4)) 11/ 3         , 

то ]1;0[Vg  . Значит, f  является линейным ограниченным функцио-

налом, причем 3/11][
1

0
 gVf . 
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Рисунок 1 – График функции )(sg  

 
 
2 Пусть BanX  . Задает ли данная формула линейный ограниченный 
функционал KXf : ? В случае положительного ответа найти его 
норму. 
 

Пример 1  lf :  � , 





1 2
)()2()1()(

k
k
kxxxxf . 

 
Решение  Очевидно, что функционал f  −  линейный. Оценим  

         )(xf
















   xkx

kx
xx

k
k

kk
k 3

2
12)(sup

2
)(

)2()1(
11

,          (2) 

т. е. 3 является константой ограниченности для f . Значит, f  − огра-
ниченный линейный функционал, причем  
                                                   3f .                                                     (3) 
Подберем ненулевой вектор 0x  l  так, чтобы неравенства (2) обрати-
лись в равенства. Подходит ;...)1;1;1;1(0 x . Имеем 10 x , 

3
2
12)(

1
0  



k
kxf . Следовательно,  

                                               )(sup
1

xff
x 

 3)( 0  xf                           (4)                                            

Из (3) и (4) заключаем, что 3f . 
 

Пример 2   1: lf � , 


 


1
2 1

)()(
k k

kxxf . 
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Решение  Очевидно, f  − линейный функционал.  
Так как   

 












1 1
12 2

1)(
2
1

1
)(

)(
k k

xkx
k

kx
xf , 

то f  ограничен, причем (см. пример 1) 
                                                    2/1f .                                                (5) 
Возьмем 10 ;...)0;0;1( lx  . Имеем 10 x , 2/1)( 0 xf . Значит (см. 
пример 1), 
                                                     2/1f .                                               (6) 
Из неравенств (5) и (6) получаем 2/1f . 
 
Пример 3   ]1;0[: Cf � , )1(3)0()( xxxf  . 
Решение  Очевидно, f  −  линейный функционал. Так как   

]1;0[
4)(max4)1(3)0()1(3)0()(

10 Ct
xtxxxxxxf 


, 

то f  ограничен, причем (см. пример 1) 
                                                      4f .                                                 (7) 
Подберем теперь непрерывную функцию )(0 tx  так, чтобы выполня-
лись условия:  

1)(,1)1(,1)0(  txxx . 
Например, ttx 21)(0  . Для нее 121max

100 


tx
t

, 4)( 0 xf . Тогда 
имеем (см. пример 1) 
                                                       4f .                                                (8) 
Вследствие неравенств (7) и (8), получаем 4f . 
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Тема 2 
Спектр линейного непрерывного оператора 
 
1.2.1 Найти спектр и резольвентное множество данного оператора 

А в пространстве ]1;0[C  (таблица 1.2.1). 
 

Таблица 1.2.1 
Вариант А Вариант А 

 
1 

0))(( tАx   
6 )())(( txtAx   

 
2 

)0())(( xttAx    
7 )1())(( 2 xttAx   

 
3 

)())(( txttAx    
8 ))1()0(())(( xxttAx   

4 2( )( ) ( (0) (1))Ax t t x x  
 

9 ( )( ) ( 1) ( )Ax t t x t    

5 ( )( ) (3 1) ( )Ax t t x t    10 ( )( ) (0) 4 (1)Ax t t x x    

 
1.2.2 Найти собственные значения, точки непрерывного и точки 

остаточного спектров оператора А в пространстве ]1;0[C , если 
)()())(( txtatAx   (таблица 1.2.2). 

 
Таблица 1.2.2 
Вариант )(ta  Вариант )(ta  

 
1 3

12
2
12  tt   

6 tt 2212   

 
2 3

24
4
14  tt   

7 tt 2
3
112   

 
3 2

1313  tt   
8 2

1212  tt  

4 15 2 1 10
3

t t    
9 

2 1 2 2t t    

5 
12 1 2 12t t    

10 1 16 6
2 4

t t    
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1.2.3 Найти спектр оператора А в пространстве 2l , если 
)()())(( kxkakAx   (таблица 1.2.3). 

 
Таблица 1.2.3 

Вариант )(ka  
 
1 

 

k
kka

k
kka

k
kkka

k )1ln()23(,
1

)13(,
12

3)3(
2

2

2 















  

 
2 

 

2
13)12(,12)2(
k

ka
k

ka   

 
3 

 

k
kka

k
kaka k

12)23(,1)13(,
2
11)3( 

  

 
4 

 

kk ka
k

kkaka
3
12)34(,1)14(,

2
11)2( 


  

 
5 

 

k
kka

k
kka

k
kka 21)12(,

4
14)4(,23)24( 2

2 






  

 
6 

 

k

k

ka
k

kka
k
kka

5
1)23(,

1
)13(,

32
12)3( 














  

 
7 

 
2

2
2 ln( 1)(3 ) , (3 1) , (3 2)

2 1 1

kk k k ka k a k a k
k k k
          

 

 
8 

 
2

2

3 2 1 1 2(4 2) , (4 ) , (2 1)
4

k ka k a k a k
k k k
 

      

 
9 

 

2
1 1(2 ) 5 , (2 1) 3a k a k
k k

      

 
10 

 
2

2

3 1 12 1 1(4 2) , (4 ) , (2 1)
6 4k

k ka k a k a k
k k
 

      
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1.2.4 Выяснить, может ли множество M  �  быть спектром  неко-
торого линейного ограниченного оператора. В случае поло-
жительного ответа привести пример такого оператора (таблица 1.2.4). 
 
Таблица 1.2.4 
Вариант М Вариант М 

 
1  i;1;0  

 
6 






 ;...

4
1;

3
1;

2
1;1  

 
2  : 1 1    �  

 
7 






 ;...

4
1;

3
1;

2
1;1;0  

 
3  : ,0 1it t    �   

8  : Im 1  �  
4  0; 21; 20  9  : 4  �  

5 1 1 11; ; ; ;...
2 4 8

 
 
 

 
10  2: 2 ,0 1it t    �

 
 
 

Примеры решения типовых задач 
 
1 Найти спектр и резольвентное множество данного оператора А в 

пространстве ]1;0[C . 
 
Пример 1 )())(( 3 txttAx  . 
 
    Решение Найдем сначала точечный спектр оператора А. Рас-

смотрим уравнение с неизвестной функцией х из ]1;0[C  
                                               )())(( txtAx  ,                                      (1) 
                                    ].1;0[,0)()( 3  ttxt                                (2) 
Требуется найти те значения параметра � , при которых это 

уравнение имеет ненулевое решение. Если допустить, что при неко-
тором �  уравнение (2) имеет ненулевое решение х, то ]1;0[0 t : 

0)( 0 tx , а тогда в силу непрерывности )(tx  найдется окрестность 
)( 0tO , в которой 0)( tx . Значит, должно выполняться равенство 

)(, 0
3 tOtt  . Поскольку это невозможно, то делаем вывод, что 

уравнение (2) не имеет ненулевых решений ни при каких  . Таким 
образом, )(Aр Ø. 
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    Рассмотрим теперь уравнение  
                                       ]1;0[),()()( CytytxIA   ,                      (3) 
                                            )()()( 3 tytxt   .                                  (4) 
 Резольвентное множество )(A  состоит из тех значений , при ко-

торых оператор IA   обратим. При таких значениях   уравнение(4) 
имеет единственное непрерывное решение х для любого непрерывно-
го у. Если ]1;0[t , то ]1;0[3 t . Если ]1;0[ , то уравнение (4) одно-
значно разрешимо относительно )(tx  [0;1]y C  .А именно: 

)/()()( 3  ttytx . В этом случае )(A  . Если же ]1;0[ , то урав-
нение (4) непрерывно разрешимо не для всех ]1;0[Cy  (например, 
оно не имеет непрерывного решения при 1y , так как из равенства 
(4) следует, что 0)(3 y ). В этом случае )(А . Итак, 

\)( CA  ]1;0[ , ]1;0[)( А . 
 
Пример 2 )1()0())(( xtxtAx  . 
 
Решение  Рассмотрим уравнение )())(( txtAx  , т.е.  
                                          )()1()0( txxtx  .                                  (5) 
Если 0 , то это уравнение имеет ненулевое решение ( подходит 

любая непрерывная функция, для которой 0)1()0(  xx , например 
функция tttx  2)( ). Значит, )(0 Ap . 

Если 0 , то из (5) следует, что его решение должно иметь вид 
bkttx )(  (k и b – неопределенные коэффициенты). 

 Тогда bkxbx  )1(,)0( .  
Подставив эти значения в (5), получим bktbktb   )( , 
 откуда 








.
,
kbk

bb



 

Из первого равенства системы следует, что 1  или 0b . В слу-
чае 1  система имеет ненулевое решение (например 1,0  kb ). А 
если 1 , то система, как легко проверить, имеет только нулевое 
решение. Итак, уравнение (5) имеет ненулевое решение лишь при 

}1;0{ . Значит,  1;0)(  Ap . 
Для нахождения всего спектра будем рассуждать как в примере 1, 

то есть рассмотрим уравнение  1;0],1;0[),()()(   CytytxIA , 
или 
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                                   )()()1()0( tytxxtx   .                               (6) 
Отсюда                    ( ) ( (0) (1) ( )) /x t x t x y t     .  
Подставив в (6) значение 0t , получим (0) (0) / (1 )x y   .  
Полагая в (6) 1t , находим, что 

2)1(
)0(

1
)0(

1
)0()0()1(

 









yyxyx . 

Значит, если  1;0  решение уравнения (6) имеет вид 

]1;0[)(
)1(
)0(

1
)0(

1
)0(1)( 2 Ctyyytytx 




























. 

Таким образом, уравнение (6) однозначно разрешимо в ]1;0[C  при 
 1;0  для любого у из ]1;0[C . Итак,    1;0\)(,1;0)( CAA   . 

 
2 Найти собственные значения, точки непрерывного и точки оста-

точного спектров оператора  А в пространстве ]1;0[C , если 
)()())(( txtatAx  . 

 

Пример 1  
2
1929)(  ttta . 

 
 Решение Преобразуем выражение, которым задана функция 

2
1929)(  ttta . Получим: 














].1;2/1[,2/5

],2/1;9/2[,2/1318
],9/2;0[,2/5

)(
t

tt
t

ta

 
Отметим, что множество значений E(a) этой функции есть отрезок 

[-5/2; 5/2] (рисунок 2). Рассмотрим уравнение )())(( txtAx  , то есть 
)()()( txtxta  , или 

                                               0)())((  txta  .                                (7) 
Если ]2/5;2/5[ , то уравнение (7) имеет только нулевое реше-

ние. Если 2/5 , то 0)(  ta , ]9/2;0[t .
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5/2

-5/2

5/2

2/9 1/2 10

у=а(t)

t

а(t)

 
Рисунок 2 – График функции )(tа  

 
Тогда уравнение (7) имеет ненулевое решение (например, изобра-

женное графически на рисунке 3). Значит, )(2/5 Ap . Рассуждая 
аналогично при 2/5 , получим, что )(2/5 Ap . Если 

)2/5;2/5( , то )(tх  должно быть равно нулю всюду, за исключе-
нием одной точки (в которой )(ta ). В силу непрерывности, 0)( tx  
всюду на отрезке ]1;0[ . Значит, точки интервала )2/5;2/5(  не при-
надлежат точечному спектру. Итак,  ( ) 5 / 2 .p A    

                      
Рисунок 3 – График ненулевого решения уравнения (7) 

 
Рассмотрим теперь уравнение  

]1;0[),()()( CytytxIA   , то есть 
)()())(( tytxta   .                                                                           (8) 

Если ]2/5;2/5[ , то уравнение (8) имеет для любого у из 

]1;0[C  единственное непрерывное решение   )(
)(
1)( ty

ta
tx


 . 
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Значит, значения  , не принадлежащие отрезку ]2/5;2/5[ , явля-
ются регулярными. Рассмотрим число )2/5;2/5( . Тогда 

]1;0[0 t , такое, что 0)( 0  ta , и уравнение (8) разрешимо не для 
любого ]1;0[Cy  (почему?). Значит, )()2/5;2/5( A . 

Покажем, что все )2/5;2/5(  принадлежат остаточному спек-
тру. По определению образа оператора 

 ]1;0[|)()( CxxaXIA  . 
Из того, что )2/5;2/5(  существует ]1;0[0 t  такое, что 

0)( 0  ta , следует, что при этих   для любой функции 
XIAy )(   выполняется условие ;(]1;0[ yC 1): 11)(max

]1;0[



ty

t
. По-

этому точка 1 не является предельной точкой для XIA )(  , а стало 
быть, замыкание XXIA  )(  . Значит, )()2/5;2/5( Ar , а не-
прерывный спектр оператора А − пустое множество. Итак,  

   )(,2/5)( AA cp  Ø )2/5;2/5(, r . 

 
3 Найти спектр оператора 22: llA  , )()())(( kxkakAx  .  
 

Пример 1  
23

31)23(,1)13(,
6

169)3( 2 






k

kka
k

ka
k

kka . 

 
Решение  Запишем данный оператор в виде  

),...).3()3(),13()13(),23()23(),...,3(
6
7),2(),1(

5
2( kxkakxkakxkaxxxAx 

Рассмотрим уравнение xAx  . Оно равносильно бесконечной сис-
теме уравнений  

,2,1,0)())((  kkxka  . 
Если  ),...3(),13(),23(,...,6/7,1,5/2)( kakakaaE  , то 

эта система имеет ненулевое решение (например, вида ek). При других 
  система имеет только нулевое решение. Таким образом, 

)()( aEAp  . Так как спектр − замкнутое множество, то он содержит 
все свои предельные точки 3/2; 0; -1. Значит, он содержит и замыка-
ние )(aE =  )(1;0;2/3 aE .  

Предположим теперь, что ( )E a , и рассмотрим уравнение 
Ax x y  , т. е. 

                                         )()()()( kykxkxka   .                              (9) 
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Отсюда 



)(

)()(
ka

kykx . Выясним, принадлежит ли последователь-

ность 
1))(( kkx  пространству 2l . Так как )(aE , то 

:0c ( ) ,a k c k   � . Тогда  




 










 1

2
2

1
2

2

1

2 )(1
)(

)(
)(

kkk
ky

cka
ky

kx


,так как 2ly .  

Следовательно, если )(aE , то уравнение (9) однозначно разре-
шимо в 2l , 2ly . Значит, в этом случае )(А  .  

Итак, 

2

3 1 3 1 9 16( ) ( ) 1;0; ; ; ; ,
2 3 2 6

k kA E a k
k k k

        
� . 

 
4 Выяснить, может ли следующее множество M  �  быть спек-

тром некоторого линейного ограниченного оператора. В случае по-
ложительного ответа привести пример такого оператора. 

 
Пример 1 M  � 10,2  titt . 
 
Решение Множество М компактно (объясните, почему). Покажем, 

что оно может быть спектром линейного ограниченного оператора.  
I способ Рассмотрим оператор )()( zzxzAx  в пространстве ( )C M , 

который, как легко проверить, линеен и ограничен (проверьте). Рас-
суждая как в примере 1 к задаче 2 (проведите подробное рассужде-
ние), получаем, что MA )( . 

II способ Положим  MS   Re� . Это множество счетное 
и плотное в М (почему?). Пусть  ,2,1|  nS n . Рассуждая как в 
примере 1 к задаче 3, получаем, что для линейного ограниченного 
оператора   );...)3();2();1(( 321 xxxAx   

в пространстве 2l  (такой оператор называется диагональным) мно-
жество S будет точечным спектром, а весь спектр будет совпадать с М 
(проведите подробное рассуждение).  
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Тема 3 
Компактные операторы 
 
1.3.1 Выяснить, является ли данный оператор компактным в про-

странстве ]1;0[C  (таблица 1.3.1). 
 
Таблица 1.3.1 
Вариант А Вариант А 

 
1 )())(( 2 txttАx    

6 )())(( 3 txtAx   
 
2 

3( )( ) ( 5) ( )Ax t t x t    
7 )())(( txetAx t   

 
3 )())(( 2txtAx    

8 )()1())(( txttAx   
 
4 ( )( ) sin ( )Ax t t x t    

9 
2( )( ) ( )tAx t e x t   

 
5 

2( )( ) ( 3) ( )Ax t t x t    
10 )(2))(( txtAx   

 
1.3.2 Определить, является ли данный оператор компактным в про-

странстве ]1;0[C  (таблица 1.3.2). 
 

Таблица 1.3.2 
Вариант А 

1 2 
 
1 

1

0

2 )()())(( dsssxttxtАx  

 
2 

 
)0())(( 2 xttAx   

 
3 

 
)1()0())(( 2 xtxttAx   

 
4 

 
)1()0())(( xtxtAx   

 
5 txtxxtAx 






















7
1cos

5
1

3
1))((  

 
6 )1(

2
1))(( 3 xtxtAx 





  
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Продолжение таблицы 1.3.2 
1 2 
 
7 

 
( )( ) (0) 3 (1)Ax t x tx   

 
8 

1 1 1( )( ) cos
4 5 8

Ax t x x t x t            
     

 

 
9 

1
2

0

( )( ) 3 ( ) ( )Àx t x t s tx s ds    

 
10 

 
( )( ) 2 (0) (1)Ax t tx x   

 
 

1.3.3 Исследовать оператор на компактность в пространстве ]1;0[C  
(таблица 1.3.3). 
 
Таблица 1.3.3 
Вариант А Вариант А 

 
1 

t

dssxtАx
0

)())((
 

 

 
6 dssxetAx st )())((

1

0
   

 
2 dssxetAx st )())((

1

0
 

 
 

 
7 dssxsttAx )())((

1

0
   

 
3 dssxsttAx )())((

1

0

 
 

 

 
8 

1

0

)()())(( dsstsxtxtAx  

 
4 

1

0

( )( ) sin( ) ( )Ax t t s x s ds 
 

 
9 

1

0

( )( ) ( ) ( )Ax t t s x s ds    

 
5 

1
3

0

( )( ) ( ) ( )Ax t x t t sx s ds  
 

 
10 

1

0

( )( ) 2 ( )Ax t t s x s ds    
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1.3.4 Выяснить, является ли оператор YXA :  компактным (таб-
лица 1.3.4). 

 
Таблица 1.3.4 

Вариант X Y А 
 

1 
 

]1;0[)2(C  
 

]1;0[)1(C  
 

)('))(( txtАx   

 
2 

 
]1;0[)2(C  

 
]1;0[C  

 
)('))(( txtАx   

 
3 

 
]1;0[)2(C  

 
]1;0[C  

 
)(''))(( txtАx   

 
4 

 
]1;0[1L  

 
1l  






  

1

0

1

0
,...)(

2
1,...,)(

2
1 dttxtdtttxAx k

k  

 
5 

 
]1;0[C  

 
2l  






  

1

0

1

0
;...)(

2
1,...,)(

2
1 dttxtdtttxAx k

k  

 
6 

 
]1;0[C  

 
2l  






   

1

0

1

0

1 ,...)(1,...,)(
2
1 dttxt

n
dtttxAx n  

 
7 

 
]1;0[)2(C  

 
]1;0[)1(C  

 
( )( ) ( )Àx t x t  

 
8 

 
]1;0[1L  

 
1l  

1 1

0 0

1 1( ) ,..., ( ) ,...
4 4

k
kAx tx t dt t x t dt

 
  
 
   

 
9 

 
]1;0[C  

 
2l  

1 1

0 0

1 1( ) ,..., ( ) ;...
5 5

k
kAx tx t dt t x t dt

 
  
 
   

 
10 

 
]1;0[1L  

 
2[0;1]L  

 
( )( ) ( )Àx t x t  

 
 

Примеры решения типовых задач 
 
1 Выяснить, являются ли следующие операторы компактными в 

пространстве ]1;0[C . 
 
Пример 1 )())(( 2/3 txttАx  . 
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 Решение  Докажем, что данный оператор не является компактным. 
Возьмем множество  :nM t n � . Оно ограничено в ]1;0[C . Но 

множество  ( 3)/2( ) :nA M t n �  не является предкомпактным в 

]1;0[C , так как из последовательности   Мt n
n 




1
2/)3(  нельзя извлечь 

сходящуюся в ]1;0[C  подпоследовательность ,так как эта подпоследо-
вательность будет иметь разрывный предел. В соответствии с опреде-
лением компактного оператора, данный оператор не компактен. 

 

Пример 2 )2/1()()1())((
5,0

0

2 xedssxttАx t   . 

 
Решение  Представим данный оператор в виде 21 AAA  , где  

dssxtxA )()1(
5,0

0

2
1   , )2/1(2 xexА t  , 

и докажем, что операторы 1A  и 2A  компактны. Оператор 1A  компак-
тен как интегральный оператор Фредгольма с непрерывным ядром. 
Компактность оператора 2A  следует из того, что он является ограни-
ченным оператором конечного ранга. Действительно,  

]1;0[Cx  xexexA t

t



)2/1(max

102 , 

а размерность      1)2/1(dim)]1;0[(dim 2  xeCA t , поскольку все 
функции )2/1(xe t   линейно выражаются через функцию te .Тогда опе-
ратор A  компактен как сумма компактных операторов. 

 
2 Выяснить, является ли оператор 1]1;0[: lCA   компактным. 
 

Пример 1 





   ,...)(,)(,)(

1

0

)1(3
1

0

)1(2
1

0

)1( dttxedttxedttxeAx ttt . 

 
 Решение Докажем, что оператор А  является компактным. Рас-

смотрим следующую последовательность линейных операторов 
1]1;0[: lCAn   конечного ранга: 







   ,...0,0,)(,,)(,)(

1

0

)1(
1

0

)1(2
1

0

)1( dttxedttxedttxexA tntt
n  . 

Эти операторы ограничены. Действительно, x  
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1

1
( 1)

1 0

( )n t

l
n

Ax e x t dt


 


 

1

1 10

( ( ) ) .n nt n

n n
e e x t dt x e

 
  

 

       

Следовательно, они компактны. Теперь компактность А следует из 
того, что последовательность )( nА  сходится к А по норме, так как  

 









 
11

1

0

)1( )()(
nk

k

nk

tk
n xedttxexAA , 

а потому ).(01  


 neAA nk
k

n  
 
3 Выяснить, является ли оператор ]1;0[]1;0[: )1( СCA   компакт-

ным. 
 
Пример 1  )())(( txtАx  . 
 
Решение Возьмем в ]1;0[)1(C  произвольное ограниченное множест-

во М. Это означает, что :0c Mx  ctxtxx
tt




)('max)(max
1010

. 

Отсюда следует, что Mx  ctx
t




)(max
10

 и ctx
t




)('max
10

. Рассмот-

рим теперь множество  )()( txMA   ]1;0[CMx  . Оно равномерно 
ограничено, так как cx C ]1;0[ . Кроме того, )(MA  − равностепенно 
непрерывно, так как по теореме Лагранжа ]1;0[, 21  tt              

212121 )(')()( ttcttxtxtx   . 
Предкомпактность множества )(MA  доказана. Значит,оператор А 

компактен. 
 
Пример 2 )('))(( txtАx  . 

 
Решение  Возьмем ограниченное в ]1;0[)1(C  множество 

1

|
1

ntM n
n

 
   

� . 

Множество  ( ) nA M t n �  не является предкомпактным в 

]1;0[C , так как из любой подпоследовательности последовательности 
 1n

nt  нельзя извлечь сходящуюся в ]1;0[C  подпоследовательность 
(почему?). Значит, данный оператор не компактен. 
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2 Гильбертовы пространства и интегральные уравне-
ния 

 
Тема 1 
Гильбертовы пространства. Основные понятия. 
 
2.1.1 Пусть L  − заданное линейное пространство над полем � . 

Проверить аксиомы скалярного произведения для функции 
: L L   �  (таблица 2.1.1).  
 

Таблица 2.1.1 
Вариант L  ),( yx  

 
1 

 
2l  



1
)()(1

n
nynx

n
 

 
2 

 
];[ bаC   

b

a

t dttytxe )()(  

 
3 

 
l  



1
2 )()(1

n
nynx

n
 

 
4 

 
c  







1
)()(

n

n nynxe  

 
5 

 
0c  







1

2/3 )()(
n

nynxn  

 
6 

 
];[)1( bаC   

b

a
dttytxtytx ))(')(')()((  

 
7 

 
[0;1]C  

1
1 2

0

( ) ( )t x t y t dt  

 
8 

 
2l  

1

1 ( ) ( )
2n

n
x n y n




  

 
9 

 
c  

1
3 ( ) ( )n

n
x n y n





  

 
10 

 
[0;1]C  

1
1 3

0

( ) ( )t x t y t dt  

 
2.1.2 В гильбертовом пространстве H  найти проекцию вектора 0x  

на заданное подпространство L  (таблица 2.1.2). 
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Таблица 2.1.2 
Вариант H  0x  L  

1 2l  
kkx

2
1)(0   

1 1| , , ( ) , ( )
7 8k kx y x k y k        

 
�

 
 

 
2 

 
2l  kkx

3
1)(0   

1 1| , , ( ) , ( )
5 6k kx y x k y k        

 
�

 
 

 
3 

 
2l  k

kx 1)(0   
 1 2x x  ,  � , ,...),0,0,0,1,1(1 x  

2.... (1,0,0,0,...)x   
 

 
4 

 
2l  kkx

3
1)(0   

 1 2 | ,x x    � , ,...),0,0,1,0,1(1 x  
2.... (1,1,1,0,0,...)x   

 

 
5 

 
2l  kkx

2
1)(0   

 1 2 | ,x x    � , ,...),4/1,2/1,1(1 x  
2.... (1,0,1,0,0,...)x   

 

 
6 

 
2l  20

1)(
k

kx   
1| , , (1,1,1,), ( )x y x y k
k

        
 

�
 

 

7 2[0;1]L  
0 ( ) cosx k t   2 | ,t t    �

 
 

 
8 

 
2[ 1;1]L   

 
0 ( ) sinx k t  

1

0

| ( ) ( ), ( ) 0x x t x t x t dt
 

   
 


 

 
 
9 

 
2[ 1;1]L   

 
2

0 ( ) 1x k t   

1 1
2

0 1

| ( ) ( ) 0x x t dt x t t dt


 
  

 
   

 
10 

 
2[ 2;2]L   

 
0 ( ) tx k e  

1

1

| ( ) ( ), ( ) 0x x t x t x t dt


 
    

 
  

 
2.1.3 Доказать, что в указанном нормированном пространстве X  со 

стандартной нормой нельзя ввести скалярное произведение, порож-
дающее эту норму (таблица 2.1.3).  
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 Таблица 2.1.3 
Вариант X Вариант X 

 
1 ]1;0[)1(C   

6 3l  
 
2 1l   

7 3[0;1]L  
 
3 

]1;0[C   
8 0c  

 
4 l   

9 c  

 
5 ]1;0[1L   

10 5[0;1]L  

 
 

2.1.4 Вычислить угол между данными векторами yx, : а) в про-
странстве 1H , б) в пространстве 2H  (пространства считать вещест-
венными) (таблица 2.1.4). 

 
Таблица 2.1.4 
Вариант x  y  

1H  2H  
1 t3sin  t5cos  2[ ; ]L    ]3;0[2L  

2 t  2t  ]1;0[2L  ]3;0[2L  

3 te  te 2  ]1;1[2 L  ]3;0[2L  

4 tsin  tsin  ]1;0[2L  ]3;0[2L  

5 t  tcos  ]1;0[2L  ]3;0[2L  

6 tsin  tcos  2[ 1; 1]L   ]3;0[2L  

7 t  2t  ]1;0[2L  
2[ 1; 1]L   

8 1 2t  2[ 1; 1]L   ]1;0[2L  

9 sin 4t  cos3t  2[0; ]L   2[ ; ]L    

10 sin 2 t  tcos  2[0; 1]L  2[0; ]L   
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2.1.5 Проверьте, что система векторов )( n  является ортогональ-
ным базисом пространства H  (здесь мы полагаем ,...),0,1,0,...,0(ne  

,...),0,0,1,0,0(...nf  где единица стоит на n-ном месте) (таблица 2.1.5). 
 
Таблица 2.1.5 
Вари-
ант 

n  H   yx,  

 
1 

 
,nf n�  

2
2 ( ) : ( ) ( )n n

n
l x x n



 
   
 

�
�

�

 



n
nynx )()(  

 
2 

 
,ne n�  

 
0c  








1

2/3 )()(
n

nynxn

 
 
3 

 
,ne n�  

 
c  







1
)()(

n

n nynxe  

 
4 

 
,ne n�  

 
l  



1
2 )()(1

n
nynx

n
 

 
5 

 
,ne n�  

 

 
2l  



1
)()(

n
nynx  

 
6 

 
,nf n�  

 

2
2 ( ) : ( ) ( )n n

n
l x x n



 
   
 

�
�

�

 







n

n nynxe )()(  

7  
sin ,nt n �  

 
2[0;1]L  

1

0

( ) ( )x t y t dt  

8 
 

cos ,nt n �
 

 
2[0;1]L  

1

0

( ) ( )x t y t dt  

9  
sin ,nt n �  

 
2[0; ]L   

0

( ) ( )x t y t dt


  

10 
 

cos ,nt n �
 

 
2[0; ]L   

0

( ) ( )x t y t dt


  
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2.1.6 Для данного подмножества М гильбертова пространства H  
найти ортогональное дополнение M  (таблица 2.1.6). 
 
Таблица 2.1.6 

Вариант H  М 
1 ]1;1[2 L  x 0)( tx  при 0t  

2 );0[2 L
 

x 0)( tx  при 1t  

 
3 

 
]1;1[2 L  






 



1

1
0)( dttxx  

 
4 

 
];[2 L

 






 



0

0sin)( tdttxx  

 
5 

 
]1;0[2L  






 

1

0
0)( tdttxx  

 
6 

 
]1;1[2 L  






 

1

0
0)( dtttxx  

 
7 

 
2[1; )L   

 
x 0)( tx  при 2t   

 
8 

 
]1;1[2 L  

 
x 0)( tx  при 0t   

 
9 

 
]1;0[2L  






 

1

0
0)( dtttxx  

 
10 

 
];[2 L

 

0

( ) 0x x t tdt


   
  
  

 
 

Примеры решения типовых задач 
 
1 Доказать, что данная функция : L L   �  задает скалярное 

произведение в L  ( L −  линейное пространство над полем � ). 
 

Пример 1 2 ( ) : ( )n nL l x   ��




Zn
nx 2)( , 






n

nynxyx )()(),( . 
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Решение Далее положим для краткости yxyx ,),(  . Функция 
 yx,  определена для любых 2, ( )x y l �  в силу неравенства  

 2 21( ) ( ) ( ) ( )
2

x n y n x n y n   . 

Остальные аксиомиы скалярного произведения легко проверяются. 
Например, при проверке второй аксиомы имеем: 

              







yxnynxnxnyxy

nn
,)()()()(, . 

Следовательно, данная функция задает скалярное произведение в 
пространстве 2 ( )l � . 

 
2 В гильбертовом пространстве H  найти проекцию вектора 0x  на 

заданное подпространство L . 
     
Пример 1 

 1 2 1 2| , , (0;1;1;0;0...), (1 2;1 4;1 8;...)L x x x x       � , 

0 (1;0;1/ 2;0;...;1 / 2 ;0;...),kx  2lH  . 
 
 Решение  По определению проекции, требуется найти такой век-

тор 20100 xxy  , что Lllxy  ,0,00 , то есть 
0 0 1 2, 0, ,y x x x        � . 

Ясно, что это условие может выполняться для любых ,  �   в 
том, и только в том случае, если 








.0,
,0,

200

100

xxy
xxy

 

Преобразуем эту систему. 








0,
0,

202010

102010

xxxx
xxxx

, 







0,,,
0,,,

20220210

10120110

xxxxxx
xxxxxx

, 
















 







 

 









1 0
1200

00

.
2

1
2
1

2
1

2
1

8
1

4
1

,
2
1

8
1

4
12

n n
nnnn

 

Решая систему, получим 
707

1284,
707
64

00  . 

Тогда проекция вектора 0x  на подпространство L  есть вектор  
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0
64 1284 1 1 1 642 257(0;1;1;0;0;...) ( ; ; ;...) ; ;...

707 707 2 4 8 707 707
y       

 
 

 
3 Доказать, что в указанном нормированном пространстве X  со 

стандартной нормой нельзя ввести скалярное произведение, порож-
дающее эту норму.  

 
Пример 1 ]1;0[)2(CX  . 
 
Решение  Допустим противное, то есть что в ]1;0[)2(C  можно вве-

сти скалярное произведение, порождающее стандартную норму. То-
гда (как в любом предгильбертовом пространстве) должно выпол-
няться равенство параллелограмма:   

                          2 2 2 2, 2x y x y x y x y      .                 (1) 

Но если ttyttx  1)(,)( , то легко подсчитать, что 

1)(max )(
2

0 10
 

 
txx k

k t
, 2y , 1 yx , 312  tyx . 

Подстановка этих данных в (1) приводит к противоречию.  
 
4 Вычислить угол между векторами yx,  в пространстве H  над � . 
  
Пример 1 1 2[ 1;1]H L  , tx  , 1y . 
 
Решение По определению угла между ненулевыми векторами х и у,  

];0[,,cos  





yx
yx . 

Поскольку в нашем случае 

 
 


1

1

1

1
0)()(, tdtdttytxyx , 

то 0cos  , а тогда искомый угол равен 2/ . 
 
5 Проверьте, что система векторов ( ),nf n�  является ортого-

нальным базисом пространства H , если (...0;0;1;0;0;...)nf   (единица 
стоит на n-ном месте). 
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Пример 1 2 ( )H l � ,  yx, 





n

nynxn )()()1( 2/32 . 

 
Решение Легко проверить, что 0,  mn ff  для любых mn  . 
Система )( nf  обладает свойством максимальности. Действитель-

но, возьмем Hx  и допустим, что , 0,nx f n   � . Тогда 
2 3/2( 1) ( ) 0,n x n n    � . Отсюда ( ) 0,x n n  � , т. е. 0x .  
Итак, система )( nf  максимальна. Значит, Znnf )(  − ортогональный 

базис (здесь используется характеризация базиса в гильбертовом про-
странстве, справедливая не только для нормированных систем). 

 
6 Для данного подмножества М гильбертова пространства H  найти 

ортогональное дополнение M . 
 
Пример 1 ]1;0[2LH  ,  HxM  0)( tx  при 2/1t . 
 
Решение  Заметим, что любую функцию Hx  можно представить 

в виде [0;1/2] [1/2;1]x x x     , причем 

1 [0;1/2]:x x M   , 2 [1/2;1]:x x    M . 

Пусть теперь x M  . Тогда Mx  , а так как Mx 1 , то 1xx  . 

Значит, скалярное произведение  1, xx  
2/1

0

2 0)( dttx  откуда сле-

дует, что 0)( tx  почти всюду на ]2/1;0[ . 
Обратно, если 0)( tx  почти всюду на ]2/1;0[ , то Mx  , то есть 

Mx . Значит,  
M  Hx 0)( tx  почти всюду при ]2/1;0[t . 

 

Пример 2 2 ( )H L � ,  HxM 





 0)(

0
dtetx t . 

 
Решение Положим )()( );0[ teta t


   . Тогда  HxM  0,  ax . 

Пусть { ( )N c a t c  � } с a  − одномерное подпространство, поро-
жденное функцией a . Тогда xM  yx     NNy . Следова-
тельно, NNM   )( , то есть { ( )M c a t c   � }. 
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Тема 2 
Сопряженные операторы 
 
2.2.1 Найти сопряженный к оператору А  в гильбертовом простран-

стве ]1;0[2L  (таблица 2.2.1).  
 
Таблица 2.2.1 

Вариант ))(( tAx  Вариант ))(( tAx  
 
1 

t

t

t dsssxe
2

)(  
 
6 

t

t

dssxts
2

)(3  

 
2 

t

dssxst
sin

0

22 )(   
7 

2

0

2 )(
t

dssxts  

 
3 

1
3

2

)(
t

dsssxt  
 
8 

2

4
)(23

t

t

dssxst  

 
4 

sin
2

0

( )
t

ts x s ds  
 
9 

2

3 2

0

( )
t

t s x s ds  

 
5 

2

4 ( )
t

t

ts x s ds  
 

10 
2

3 ( )
t

t

t

e sx s ds  

 
2.2.2 Найти сопряженный к оператору А  в пространстве ]1;0[2L  

(таблица 2.2.2). 
 
Таблица 2.2.2 

Вариант ))(( tAx  Вариант ))(( tAx  
 
1 

 
)(sin txt   

 
6 

 
)(txte t   

 
2 

 
)(txit   

 
7 

 
)(2 txt   

 
3 

 
)(txe it   

 
8 

 
)(txte   

 
4 

 
sin( ) ( )t x t   

 
9 

 
cos( ) ( )t x t   

 
5 

 
3( )te x t   

 
10 

 
( )ie t x t   
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2.2.3 Найти сопряженный к оператору А  в гильбертовом простран-
стве 2l  с весом p , где kkp 2/1)(   (таблица 2.2.3). 

 
Таблица 2.2.3 

Вариант Ax  

1  0; (2); (1); (3);...; ( );...x x x x k  

2 2 3 4

(1) (2) (3) (4); ;0;0; ; ;...
3 3 3 3

x x x x 
 
 

 

3  (3); (2);0, (4); (5);...; ( );...x x x x x k  
4  (1) 2 (3); (1) (5);0;0;0;...x x x x   
5 ( (2); (3);...; ( );0;0;0;...)x x x n  
6  (2) 4 (4);0; (7) (1);0;0;0;...x x x x   
7  0; (1); (2); (3); (4); (5);...ix x ix x ix  
8  (1);0; (3);0, (5);0;...x x x  
9  (4) 2 (3); (7) (5);0;0;0;...x x x x   

 
10 

(2) (3) ( )0; (1); ; ;...; ;...
2 3

x x x kx
k

 
 
 

 

 
2.2.4 Если это возможно, привести пример самосопряженного опе-

ратора А  в гильбертовом пространстве, точечный спектр которого 
совпадает с данным множеством S  �  (таблица 2.2.4). 
 
Таблица 2.2.4 
Вариант S Вариант S 

 
1 

 
 ,...2,1:/1 nn  

 
6 

 
�  : 1  

 
2 

 
 i;0  

 
7 

 
 ,...2,1: nin  

 
3 

 
 ,...2,1:2  nn  

 
8 

 
  0:ie  

 
4 

 
 sin( ) : 1,2,...in n   

 
9 

 
 / : 1,2,...i n n   

 
5 

 
 0; ;i i  

 
10 

 
 cos( ) : 1,2,...in n   
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Примеры решения типовых задач 
 
1 Найти сопряженный к оператору А  в гильбертовом пространстве 

]1;0[2L . 

Пример 1 dssxstitAx
t

t

)(sin))((
5

3

2  . 

Решение  можно получить, если воспользоваться тем фактом, что 
A  тоже является интегральным оператором, причем для ядер опера-

торов A  и A  выполняется соотношение 
                                              ),(),( tsKstK  .                                     (1) 
В следующем примере также будет использоваться этот подход. 

Пример 2 dssxsttAx
t

t
)())((

1
2



 . 

Решение  Воспользуемся тем, что  

  
b

a

b

a

dssytsKdssystKtyA )(),()(),())(( . 

В данном случае ststK 2),(  , если s  находится между t  и t1 , и 
0),( stK  в остальных случаях. В силу (1), должно выполняться 

tsstK 2),(  , если t  находится между s  и s1 , и 0),(  stK  в ос-
тальных случаях. Возможны 2 случая. 

1) 2/10  s . Тогда ss 1 .  
В этом случае утверждение « t  находится между s  и s1 » равно-

сильно неравенству sts  1 , т. е. тому, что ts   и ts 1 .  
Отсюда }1;min{}1;;2/1min{0 tttts   (объясните последнее 

равенство). 
2) 12/1  s . Тогда ss 1 .  
В этом случае утверждение « t  находится между s  и s1 » равно-

сильно неравенству sts 1 , т. е. тому, что st   и st 1 .  
Отсюда 1}1;max{  stt  (мы воспользовались тем, что 

2/1}1;max{  tt ). 

Поэтому          
1

0

)(),())(( dssystKtyA  
2/1

0

)(),( dssystK  

                     
 
1

2/1
)(),( dssystK 






1

}1;max{

2
}1;min{

0

2 )()(
tt

tt

dssytsdssyts . 
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2 Найти сопряженный к оператору А  в гильбертовом пространстве 
2l  с весом p , где kkp 2/1)(  . 

Пример 1  ,...)0,0,,,( 3
3

312 xiixxixAx  . 
 Решение В данном пространстве скалярное произведение задается 

следующим образом: 

k
k

kk yxyx
2
1,

1
 




. 

Тогда      333223112 2
1)(

2
1)(

2
1, yixyixxyixyAx  

...00
2
1)2(

2
12)(

2
1

2 543323212
2

1  xxiyiyxyixyx . 

Поскольку полученное выражение должно равняться   yAx, , то  







  ,...0,0),2(,2,

2 321
2 yyiiyyyA . 

3 Если это возможно, приведите пример самосопряженного опера-
тора А  в гильбертовом пространстве, точечный спектр которого сов-
падает с данным множеством S  � . 

Пример 1 }3;2;1;0{S . 
Решение Рассмотрим оператор )0),3(3),2(2),1(( xxxAx   в про-

странстве 4� . Несложно проверить, что он является самосопряжен-
ным, и точечный спектр его совпадает с данным множеством S . 

Пример 2 ]}1;0[:{ 2  tittS  . 
Ответ: Данное множество не может быть точечным спектром са-

мосопряженного оператора. 
Указание. Необходимо воспользоваться свойством спектра само-

сопряженного оператора в гильбертовом пространстве. 
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Тема 3 
Интегральные уравнения  
 
 
Будем рассматривать интегральное уравнение 

                                     
b

a
tfdssxstKtx )()(),()(                             (1) 

2.3.1 Решить уравнение (1) при 1 , если (таблица 2.3.1): 
 
Таблица 2.3.1 

Вариант a  b  ),( stK  )(tf  

1 0   )cos(2 ts 


 tsin1  

2 0   tss cossin   t

21  

3 0   )cos( st   tsin  

4 1  1 223 tst   42 tt   

5 0 1 st5  23 t  

6 0 1 ste   1 

7 0 
2
  1 cos(3 )s t


  sin 3t  

8 0 2 3 25t s t  3 5t   

9 0 2 t se   5 

10 0 
2
  sin cost s s t  8 sin t  

 
2.3.2 Не решая уравнения (1), определите, при каких ];[2 baLf   

оно имеет решение в пространстве ];[2 baL  (в этой задаче мы полагаем 
1 ) (таблица 2.3.2). 
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Таблица 2.3.2 
Вариант a b ),( stK  

1 0 2  )2sin( st   
2 1  1 22tsst   
3 0 1 242 tst   
4 0 2/  t2sin4  
5 2  2 4i t  

6     itse  

7 0 2  
2 sin( 2 )i t s


  

8 -1 1 4 2st is t  

9 2  2 4( )s t is  

10 0 2  sin cost t  
 

2.3.3 Определить, при каких значениях параметра �  уравнение 
(1) разрешимо в пространстве ];[ baC  при любой функции f  из 

];[ baC  (таблица 2.3.3)? 
 
Таблица 2.3.3 

Вариант a b ),( stK  
1 2  2 t  
2 0 2/  st cossin  
3 1  1 tst 22   
4 1  1 tss 2  
5 1  1 332 ts   
6 0 2  )( stie   
7 0 2 2 35t ts  
8 0   sin cost s  
9 -3 3 4 39 4s t  
10 0   2 ( )i t se   
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Примеры решения типовых задач 
 
1 Решить уравнение (1) при 1 . 
 
Пример 1 ttfststKba 2cos)(),2sin(),(,,0   . 
 
Решение  Нам нужно решить уравнение  

 


0
2cos)()2sin()( tdssxsttx , то есть   

                



00

2cos)(2sincos)(2cossin)( tdssxstdssxsttx .    (2) 

Введем бозначения: 

                             



















0

0

.)(2sin

,)(2cos

dssxsb

dssxsа
                                                (3) 

Тогда из (2) заключаем, что решение данного уравнения имеет вид 
                                  ttbtatx 2coscossin)(                                (4) 
с неопределенными коэффициентами a и b. Для нахождения a и b 

подставим выражение (4) в систему (3): 




















0

0

)2coscossin(2sin

)2coscossin(2cos

dsssbsasb

dsssbsasa
, 














  

  
  

  

0 0 0

0 0 0

2

2cos2sincos2sinsin2sin

2coscos2cossin2cos

sdsssdssbsdssab

sdssdssbsdssaa
, 

или после вычисления интегралов в правых частях: 













.
3
4

,
23

2

bb

aa 

 

Отсюда 0,
10
3

 ba  . Подставляя эти значения в (4), окончательно 

получаем  tttx 2cossin
10
3)( 
 . 
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2 Не решая уравнения (1), определите, при каких ];[2 baLf   оно 

имеет решение в пространстве ];[2 baL  (здесь мы полагаем 1 ). 
 

Пример 1 )cos(2),(,,0 ststKba 


 . 

 
Решение  Рассматривается уравнение 

                                 






0

)()()cos(2)( tfdssxsttx .                        (5) 

В соответствии с теоремой Фредгольма, данное уравнение разре-
шимо для тех и только тех f , которые ортогональны любому реше-
нию сопряженного однородного уравнения.  

Составим сопряженное однородное уравнение: 








0

)()cos(2)( dssutstu  или 










00

)(sinsin2)(coscos2)( dsssutdsssuttu . 

Введем обозначения 

                     



















0

0

.)(sin

,)(cos

dssusb

dssusа
                    (6) 

Тогда решение сопряженного однородного уравнения принимает 
вид 

                                        tbtatu sin2cos2)(


 .                             (7) 

Подставив (7) в (6), получим систему 













































0

0

,sinsin2cos2

,cossin2cos2

sdssbsab

sdssbsaа
 

или после вычисления интегралов,   







.
,
bb

aa
 

Отсюда 0b , а − произвольная постоянная. Значит, решение со-

пряженного однородного уравнения имеет вид: tatu cos2)(


 , то есть  
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tAtu cos)(  , constA  . 
Итак, данное уравнение разрешимо для тех и только тех 

]1;0[2Lf  , для которых 



0

0cos)( tdttf . 

 
3 При каких значениях параметра �  уравнение (1) разрешимо в 

пространстве ];[ baC  при любой функции f  из ];[ baC ? 
 
Пример 1 )cos(),(,,0 ststKba   . 
 
Решение Рассматривается уравнение 

                                  



0

)()()cos()( tfdssxsttx . 

В соответствии с теоремой Фредгольма, данное уравнение разре-
шимо при любой функции ];0[ Cf   тогда и только тогда, когда со-
ответствующее однородное уравнение имеет только нулевое решение. 

Решим соответствующее однородное уравнение: 

dssusttu )()cos()(
0



  ; 

0 0

( ) cos cos ( ) sin sin ( ) .u t t su s ds t su s ds
 

     

Введем обозначения 



















0

0

.)(sin

,)(cos

dssusb

dssusа
                                          (8) 

Тогда  tbtatu sincos)(   .                                                           (9) 
Подставив (9) в (8), получим  

 

 


















0

0

.sincossin

,sincoscos

dssbsasb

dssbsasа
 

Отсюда       












,
2

,
2




bb

aa

















 







 

.0
2

1

,0
2

1





b

a
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Последняя система (а с ней и соответствующее однородное урав-

нение) имеет только нулевое решение лишь при 0
2

1 
  и 

0
2

1 
 . Значит, данное уравнение разрешимо в пространстве 

];0[ C  при любой функции f тогда и только тогда, когда 







 




2;2 . 
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