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Практическое занятие 2 Двойной интеграл 
 
2.1 Определение и свойства двойного интеграла 
2.2 Вычисление двойного интеграла путем сведения к по-

вторному интегралу 
 
2.1 Определение и свойства двойного интеграла 
Пусть G  замкнутая область (замкнутое связное множество) 

пространства 2� ,  ;f x y  – произвольная функция, определен-
ная и ограниченная на этом множестве (рисунок 2. 1).  

 
Рисунок 2. 1 – Разбиение множества G  

 
Будем предполагать, что граница области G  состоит из ко-

нечного числа непрерывных кривых,  xy  или  yx . И пусть 
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
  , разбиение области G . Обозначим iS  
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
  – диаметр областей iG , 

 ini
Gd




1
max  – мелкость разбиения. В каждой части iG  выбе-

рем произвольную точку  iiiC  ; . Тогда  iif  ;  – значение 
функции в этой точке.  
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i
iiiin SfC
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;,     (2.1) 
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называется интегральной суммой Римана для функции  ;f x y  
на множестве G , соответствующей разбиению   и выбору то-
чек  iiiC  ; . 

Если функция  ;f x y , ограничена на G , то для любого раз-
биения  iG  , ni ,...,2,1 , определены числа: 

 
 yxfm

iGyxi ;inf
; 

 , 
 

 yxfM
iGyx

i ;sup
; 

 . 

Суммы 



n

i
ii Sms

1
 , 




n

i
ii SMS

1
  называются нижней 

и верхней суммами Дарбу, соответствующими разбиению  . 
Двойным интегралом от функции  ;f x y  по замкнутой об-

ласти G  называется предел (если он существует) интегральной 
суммы (2.1) при 0 : 

   
0 1

; lim ;
n

i i i
iG

f x y dS f S


 




  ,     (2.2) 

подынтегральная функция  yxf ;  называется интегрируемой на 
множестве G , множество G  – областью интегрирования, x , y  
– переменными интегрирования, dS  – элементом площади. 

Т е о р е м а  1  ( н е о б х о д и м о е  у с л о в и е  и н т е г р и -
р у е м о с т и )  Если функция  yxfz ;  интегрируема на облас-
ти G , то она ограничена на этом множестве. 

Т е о р е м а  2  ( д о с т а т о ч н о е  у с л о в и е  и н т е г р и -
р у е м о с т и )  Если функция  yxfz ;  непрерывна в области 
G , то она интегрируема в этой области. 

Т е о р е м а  3  ( к р и т е р и й  и н т е г р и р у е м о с т и  
Д а р б у )  Для того чтобы ограниченная функция была интегри-
руема в замкнутой области  2G  � , необходимо и достаточно, 
чтобы для любого 0  нашлось такое 0 , что для любого 
разбиения  iG   с мелкостью      выполнялось неравен-
ство   sS . 

Из определения двойного интеграла следует, что для интег-
рируемой на множестве G  функции  ;f x y  предел интеграль-
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ных сумм существует и не зависит от разбиения области на час-
ти. Поэтому, не ограничивая общности, можно разбивать об-
ласть интегрирования G  на части прямыми, параллельными ко-
ординатным осям (рисунок 2. 2). Тогда iii yxS  . Учитывая, 
что dxdydS  , можно записать: 

    
GG

dxdyyxfdSyxf ;; . 

 
Рисунок 2. 2 – Разбиение области G  на части прямыми,  

параллельными координатным осям  
 
Основные с в о й с т в а  двойного интеграла аналогичны соот-

ветствующим свойствам определенного интеграла: 
– SdxdydS

GG

  , где S  – площадь области G ; 

– (линейность) если  и   – произвольные постоянные чис-
ла, функции  yxf ;  и  yxg ;  интегрируемые в области G , то 
функция    yxgyxf ;;    тоже интегрируема в G  и спра-
ведливо равенство: 

         
GGG

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ;;;;  ; 

– (аддитивность) если область G  является объединением 
областей 1G  и 2G , не имеющих общих внутренних точек, на 
каждом из которых  yxf ;  интегрируема, то функция  yxf ;  
также интегрируема в области G  и справедлива формула: 

      
21

;;;
GGG

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf ; 
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– если в области G  имеет место неравенство   0; yxf , то 
справедливо неравенство 

  0; 
G

dxdyyxf ; 

– (монотонность) если  yxf ;  и  yxg ;  интегрируемы в об-
ласти G  и    yxgyxf ;;   в любой точке   Gyx ; , то  

    
GG

dxdyyxgdxdyyxf ;; ; 

– если функция  yxf ;  непрерывна в замкнутой области G , 
площадь которой S , то 

  SMdxdyyxfSm
G

  ; ,  

где m  и M  – соответственно наименьшее и наибольшее значе-
ния подынтегральной функции на множестве G ; 

– (теорема о среднем) если функция  yxf ;  непрерывна в 
области G , площадь которой S , то существует такая точка 

 000 ; yxP G , что выполняется неравенство: 

    Syxfdxdyyxf
G

 00;; ; 

– произведение интегрируемых в области G  функций есть 
интегрируемая функция; 

– если функция  yxf ;  интегрируема в области G , то функ-
ция  yxf ;  интегрируема в G  и справедливо неравенство: 

    
GG

dxdyyxfdxdyyxf ;; . 

 
2.2 Вычисление двойного интеграла путем сведения к по-

вторному интегралу 
Рассмотрим двойной интеграл по прямоугольнику 

  ; ,D x y a x b c y d      
со сторонами, параллельными осям координат. 
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Т е о р е м а  1  Пусть  
1) для функции  yxf ;  в прямоугольнике D  существует 

двойной интеграл  
D

dxdyyxf ; ;  

2) для каждого x  из отрезка  ba;  существует определен-

ный интеграл    
d

c

dyyxfxI ; . 

Тогда существует повторный интеграл 

     











b

a

d

c

b

a

dxdyyxfdxxI ;  и справедливо равенство: 

     











b

a

d

cD

dxdyyxfdxdyyxf ;; .   (2.3) 

Повторный интеграл    








b

a

d

c

dxdyyxf ;  можно записывать в 

виде   
b

a

d

c

dyyxfdx ; . 

Если в теореме 1 поменять ролями x  и y , то существует по-

вторный интеграл   
d

c

b

a

dxyxfdy ;  и справедлива формула 

     
d

c

b

aD

dxyxfdydxdyyxf ;; .  (2.4) 

Пусть  x ,  x  непрерывные на отрезке  ba;  функции и 
   xx     bax ; .  

Область       ; ,G x y a x b x y x       называется 
элементарной относительно оси Oy .  
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Область       ; ,G x y y x y c y d       называется 

элементарной относительно оси Ox . Здесь функции  y  и 
 y  непрерывны на отрезке  dc;  и    yy   . 
Т е о р е м а  2  Пусть  
1) функция  yxfz ;  определена в области 

      1 2; ,G x y a x b y x y y x     , где  xy1  и  xy2  – не-

прерывные функции,    xyxy 21   для любого x  из отрезка 
 ba; ;  

2) существует двойной интеграл  
G

dxdyyxf ; ; 

3) для каждого x  из отрезка  ba;  существует определен-

ный интеграл    
 

 


xy

xy

dyyxfxI
2

1

; .  

Тогда существует повторный интеграл 

   
 

 

  
b

a

xy

xy

b

a

dyyxfdxdxxI
2

1

;  и справедливо равенство 

   
 

 

  
b

a

xy

xyG

dyyxfdxdxdyyxf
2

1

;; .    (2.5) 

Если в теореме 2 поменять ролями x  и y , то существует по-

вторный интеграл  
 

 

 
d

c

xx

xx

dxyxfdy
2

1

;  и справедлива формула 

   
 

 

  
d

c

xx

xxG

dxyxfdydxdyyxf
2

1

;; .    (2.6) 

Если область интегрирования не удовлетворяет условиям 
теоремы 2 (прямые (вертикальные или горизонтальные) пересе-
кают ее границу более чем в двух точках), то необходимо дан-
ную область разбить на части, каждая из которых удовлетворяет 
условиям теоремы 2, и сводить к повторному каждый из соот-
ветствующих интегралов. 



  32

Вопросы для самоконтроля 
 
1 Что называется интегральной суммой функции  ;f x y ?  
2 Какие суммы называются верхней и нижней суммой Дарбу? 
3 Дайте определение двойного интеграла. 
4 Сформулируйте необходимое и достаточное условия интег-

рируемости функции двух переменных. 
5 В чем суть критерия интегрируемости? 
6 Перечислите свойства двойного интеграла.  
7 Сформулируйте теорему о вычислении двойного интеграла 

в случае прямоугольной области. 
8 Сформулируйте теорему о вычислении двойного интеграла 

в случае произвольной области. 
9 Как вычислить двойной интеграл по области, не являющей-

ся элементарной? 
 
Решение типовых примеров 
 
1 Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле, 

если область G  (рисунок 2. 3) ограничена линиями 2xy  , 
ax  , 0a , 0y . 

Р е ш е н и е . Областью интегрирования является криволиней-
ная трапеция, ограниченная сверху параболой 2xy  , снизу – 
осью Ox , справа – прямой ax  , 0a .  

Если внутренний интеграл взять по y , то y  изменяется от 0 
до 2xy  , а x  изменяется в пределах от 0 до a : 

   
2

0 0

, ,
xa

G

f x y ds dx f x y dy   . 

Если внутренний интеграл взять по x , то x  изменяется от 0 
до x y , а y  изменяется в пределах от 0 до 2a : 

   
2

0

, ,
a a

G y

f x y ds dy f x y dx   . 
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2 Представить двойной интеграл  ,
G

f x y dxdy в виде по-

вторного интеграла при разных порядках интегрирования по x  и 
по y , если область G  ограничена линиями xy 2 , 0x , 

3 xy  (рисунок 2. 4). 
Р е ш е н и е . Областью интегрирования является треугольник 

с вершинами  0;0O ;  3;0A ;  2;1B . 
 

  
Рисунок 2. 3 – Область интегри-
рования для типового примера 1 

Рисунок 2. 4 – Область интегри-
рования для типового примера 2 

 
Если внутренний интеграл взять по y , то область G  рас-

смотрим как криволинейную трапецию, ограниченную слева 
прямой 0x , справа – прямой 1x ; снизу – прямой xy 2 , 
сверху – прямой 3 xy . Отсюда 0 1x  , xyx  32 . По-
этому пределы расставятся следующим образом: 

   
1 3

0 2

, ,
x

G x

f x y dxdy dx f x y dy


    

Если внутренний интеграл будем брать по x , то область G  
разбивается прямой 2y  на две непересекающиеся области: 

 1 ; 0 , 0 2
2
yG x y x y x 

     
 

,  

  2 ; 0 3 , 2 3G x y x x y      . 
Используя свойство аддитивности интеграла, получим: 

     
1 2

, , ,
G G G

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy      

   
32 32

0 0 2 0

, ,

y
y

dy f x y dx dy f x y dx


     . 
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3 Вычислить двойной интеграл 2

G

x ydxdy  по области, огра-

ниченной линиями 0y , 32xy  , 3 yx . 
Р е ш е н и е . Область интегрирования G  состоит из двух не-

пересекающихся областей 1G  и 2G  (рисунок 2. 5). 

 
Рисунок 2. 5 – Область интегрирования 

 для типового примера 3 
 
Рассмотрим различный порядок интегрирования. Сначала 

вычислим внешний интеграл по переменной x . В этом случае 
исходный интеграл сводится к вычислению двух интегралов по 
областям 

  3
1 ; 0 1, 0 2G x y x y x     ,  

  2 ; 1 3, 0 3G x y x y x      . 
Тогда 





xx

G

ydyxdxydyxdxydxdyx
3

0

2
3

1

2

0

2
1

0

2

3

 

Изменив порядок интегрирования, получим: 

  3
1; 0 2, 3
2

G x y y y x y
        
  

. 

Тогда  

3 3

332 2 3
2 2

0 0/ 2 / 2
3

yy

G y y

xx ydxdy dy x ydx ydy
  

    
 

   
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   





 

2

0

3

2
3

3
1 dyyyy  






 

2

0

32

2
92727

3
1 dyyyyyy  

45
154

30
275

4
9

5
1

2
27

3
1

2

0

3452 





  yyyy . 

4 Вычислить 
 21G

dxdy
x y  , если G  – прямоугольник 

 1 2,0 1G x x y     . 
Р е ш е н и е . Относительно переменных xy   и y  интегралы 

   21yx
dx  и 

   21yx
dy  табличные, поэтому двойной инте-

грал сведем к следующему повторному: 

   
 

 









 

1

0
2

2

1

1

0
2

2

1
2 1

1
11 yx

yxddx
yx
dydx

yx
dxdy

D
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1 0

1
1

dx
x y

         


2

1

1 1
2 1

dx
x x

        

     2
1ln 2 ln 1x x     

3 3 9ln 4 ln3 ln 3 ln 2 ln ln
4 2 8


     


. 

5 Вычислить 2 2
G

xdxdy
x y , где G  – область, ограниченная пара-

болой 2

2
1 xy   и прямой xy  . 

Р е ш е н и е . Найдем точки пересечения параболы и прямой: 





































xy

xx
xy

xx

xy

xx

xy

xy 2;002
2
1

2
1

21
222

 

Получаем точки:  0;0O  и  2;2A  

Итак, снизу область G ограничена параболой 2

2
1 xy  , сверху 

– прямой xy  : 
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210 2,
2

G x x x y x      
 

. 

Отсюда получаем: 

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2
1 10 0
2 2

x x

G x x

xdxdy xdy dydx xdx
x y x y x y

  
        











 

2

0 2
1 2

arctg dx
x
y

x
x x

x














2

0 2
1 2

arctg dx
x
y x

x
 







 






  

2

0

2

0
2

arctg
42

arctgarctg dxxdxx
x
x   






















 

xvdxdv
x

dxduxu
dxxx

,
4

2,
2

arctg
2

arctg
4

2
2

0

2
0

  

 

















 

2

0
2

22

0
2

2
0 4

41arctg2
24

2
2

arctg
4 x

xd
x

xdxxx   

  2ln
4
8ln4ln8ln4ln

22
2
0

2  x . 

 
Задания для аудиторной работы 
 
1 Вычислить двойной интеграл по указанному прямоуголь-

нику: 

а) 2
G

xdxdy
y ,   ; 1 2,4 6G x y x y     ; 

б)  2 2

G

x y dxdy ,   ; 0 1,0 1G x y x y     . 

2 Расставить пределы интегрирования в  повторном интегра-
ле, к  которому сводится двойной интеграл  

G

dxdyyxf ;  от 

функции  yxf ; , непрерывной в указанной области: 
а) G  ограничена линиями 2xy  , 4y ; 

  37

б) G  определена неравенствами 922  yx , 3 yx . 
3 Вычислить интегралы: 
а)   

G

dxdyyx , G  ограничена линиями 22 xy  , 

12  xy ; 

б)   
G

dxdyyx sin2cos , G  ограничена линиями 0x , 

0y , 044  yx ; 

в)   
G

dxdyyx 22 , G  ограничена линиями 2y x , 4y  ; 

г) 
G

dxdy
y
x

2

2

, G  ограничена линиями 
x

y 1
 , xy  , 2x ; 

д)   
G

dxdyxyyx 32 86 , G  ограничена линиями 2 2x y  , 

3 2y x ; 

е) 
 

G yx

xdxdy

2
3

221
, G  ограничена линиями 2 2 1x y  , 0x  , 

0y   (первая четверть). 
4 Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, 

предварительно изобразив на рисунке область интегрирования: 

а)  
32

2

4

0 2

,
x

x

dyyxfdx ;     г)  
x

x

dyyxfdx
1

2

1

, ;  

б)  




2

2

1

2

,
x

x

dyyxfdx ;     д)  


x

xx

dyyxfdx
2

4

4

0 2

, ;  

в)  
 x

x

dyyxfdx
7

6

6

1

, ;   е)  
 





2

2

1

1
2
1

1

0

,
x

x

dyyxfdx . 

 
Задания для домашней работы 
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1 Вычислить двойной интеграл по указанному прямоуголь-

нику: 

а) 
D x

ydxdy
2 ,   ; 2 4,6 8G x y x y     ; 

б)   
D

dxdyyxy 32 43 ,   ; 0 1,1 2G x y x y     . 

2 Расставить пределы интегрирования в  повторном интегра-
ле, к  которому сводится двойной интеграл  

G

dxdyyxf ;  от 

функции  yxf ; , непрерывной в указанной области: 
а) G  ограничена линиями 22  xy , 23 xy  , G  ограниче-

на линиями 422  yx , 22 xxy  , 0x  ( 0x , 0y ); 
б) G  определена неравенствами 122  yx , 14 22  yx . 
3 Вычислить интегралы: 
а)   

G

dxdyyx3 , G  ограничена неравенствами 922  yx , 

3
3
2  xy ; 

б)   
G

dxdyyxsin , G  ограничена линиями  0x , 
2
y , 

xy  ; 

в)  dxdyyx
G
  2 , G  ограничена линиями 5x , 42  xy ; 

г)   
G

dxdyyx2 , G  ограничена линиями 2xy  , xy 2 ; 

д)  





 

G

dxdyyxyx 4422

3
503 , G  ограничена линиями 1x , 

3 xy  , 3xy  ; 
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е) 
G

dxdyxyy
2

sin2 , G  ограничена линиями 0x , y , 

xy  ; 

ж)  
D

dxdyyx 22 , где G  – треугольник ABC :  0;0A , 

 1;1 B ,  1;1C . 
4 Изменить порядок интегрирования в повторном интеграле, 

предварительно изобразив на рисунке область интегрирования: 

а)  





x

x

dyyxfdx
2

1
4

2

6 2

, ;       в)  
xe

dyyxfdx
ln

01

, ; 

б)  




211

2

1

0

,
y

y

dyyxfdy ;       г)  
x

dyyxfdx
0

1

0

, . 
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Практическое занятие 3 Замена переменных в двойном 
интеграле 

 
3.1 Криволинейные координаты 
3.2 Замена переменных в двойном интеграле 
3.3 Полярные координаты 
3.4 Геометрические и физические приложения двойных инте-

гралов 
 
3.1 Криволинейные координаты 
Взаимно однозначное отображение  

 yxuu ; ,  yxvv ; ,   (3.1) 
открытого множества 2

xyG  �  на множество * 2
uvG  �  ставит в 

соответствие каждой точке   Gyx ;  пару чисел   *; Gvu  . По-
этому данное отображение можно рассматривать как переход к 
новым координатам u  и v  точки  yx;  одной и той же плоско-
сти G . В этом случае множество *G  представляет собой множе-
ство пар новых координат точек множества G . 

Обратный переход от координат u  и v  к координатам x  и y  
осуществляется с помощью отображения (рисунок 3. 1) 

 vuxx ; ,  vuyy ; ,      (3.2) 
обратного отображению (3.1).  

 
Рисунок 3. 1 – Отображение области *G  в область G   

при замене переменных  vuxx ; ,  vuyy ;  
 
Множество точек плоскости 2

xy� , для которых одна из коор-
динат u  или v  постоянна, называется координатной линией. 

При 0uu   имеем координатную линию  
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 vuxx ;0 ,  vuyy ;0 ; 
при 0vv   имеем координатную линию  

 0;vuxx  ,  0;vuyy  . 
В двух случаях получаются уравнения, являющиеся парамет-

рическими уравнениями некоторых кривых. Координаты u  и v  
называются криволинейными координатами. 
 

3.2 Замена переменных в двойном интеграле 
Замена переменных в двойном интеграле состоит в переходе 

от переменных x  и y  к новым переменным по формулам (3.2). 
Функции (3.2) осуществляют отображение области * 2

uvG  �  на 
область 2

xyG  � . Область G  называется образом области, а об-

ласть *G  – прообразом области G  при отображении (3.2). 
Т е о р е м а  1  Пусть  
1) отображение  vuxx ; ,  vuyy ;  переводит замкнутую 

ограниченную область *G  в замкнутую ограниченную область 
G  и является взаимно однозначным; 

2) функции  vux ;  и  vuy ;  имеют в области *G  непрерыв-
ные частные производные первого порядка; 

3) якобиан отображения  
  0

;
;

















v
y

u
y

v
x

u
x

vuD
yxDJ  во всех 

области *G ; 
4) функция  yxf ;  непрерывна в области G . 
Тогда справедлива формула замены переменных в двойном 

интеграле 
       

*

;;;;
GG

dudvJvuyvuxfdxdyyxf .   (3.3) 

Если условие 1) или условие 3) нарушается в отдельных точ-
ках или на отдельных кривых, то формула (3.2) остается в силе. 
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3.3 Полярные координаты 
Если область G  ограничена дугами окружности, то удобно 

переходить к полярным координатам 
cosx r  , siny r  ,    (3.4) 

где  r0 ,  20  . 
Якобиан перехода к полярным координатам равен: 

 
  r

r
r

yy

xx

D
yxDJ 























 cossin

sincos
;
; . 

Поэтому формула замены переменных запишется в виде: 
    

*

sin;cos;
GG

drdrrrfdxdyyxf  .  (3.5) 

Если область G  ограничена дугами эллипса 
2 2

2 2 1x y
a b

  , то 

удобно переходить к обобщенным полярным координатам 
cosx ar  , siny br  , 

где  r0 ,  20  . При этом якобиан отображения равен  
J abr . 

 
3.4 Геометрические и физические приложения двойных 

интегралов 
Двойные интегралы используются для вычисления: 
– площади S  плоской фигуры G   


G

dxdyS ;         (3.6) 

–  площади S  поверхности, заданной уравнением  ;z f x y   

   2 2' '1 x y
G

S f f dxdy   ,   (3.7) 

где G  – проекция поверхности на плоскость Oxy ; 
– объема тела, ограниченного сверху поверхностью 

 ; 0z f x y  , снизу – плоскостью 0z  , с боковых сторон  – 
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цилиндрической поверхностью, у которой образующая парал-
лельна оси Oz , а направляющей служит контур области G  

 ;
G

V f x y dxdy  ;       (3.8) 

– массы плоской пластины G  с плотностью  ;x y   

 ;
G

m x y dxdy  ;       (3.9) 

– статических моментов xS , yS  относительно осей Ox , Oy  

соответственно и координат  ;c cx y  центра тяжести плоской 
пластины G   

 ;x
G

S y x y dxdy  ,   ;y
G

S x x y dxdy  ,  (3.10) 

y
c

S
x

m
 ,   x

c
Sy
m

 ;       (3.11) 

– моментов инерции плоской пластины G  относительно осей 
Ox  и Oy   

 2 ;x
G

I y x y dxdy  ,   2 ;y
G

I x x y dxdy  ;  (3.12) 

– момента инерции плоской пластины G  относительно нача-
ла координат  0;0O  

   2 2
0 ;x y

G

I I I x y x y dxdy    .  (3.13) 

 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Какие координаты называются криволинейными? 
2 Сформулируйте теорему о замене переменных в двойном 

интеграле.  
3 Чему равен якобиан при переходе от декартовых координат 

к полярным? 
4 Какие геометрические приложения имеет двойной инте-

грал? 
5 Перечислите, при вычислении каких физических величин 

используется двойной интеграл. 
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Решение типовых примеров 
 
1 Вычислить интеграл 

G

dxdyy3  по области 

  2 2; , 2 , 1, 2G x y y x y x xy xy     . 
Р е ш е н и е . Область G  представляет собой криволинейную 

трапецию, ограниченную графиками функций 2y x , 22y x , 
1y
x

 , 2y
x

  (рисунок 3. 2, а). 

Рассмотрим непрерывно дифференцируемое при 0x  ото-
бражение вида: 

2x
yu  , xyv  .        (3.14) 

Образом области *G  является квадрат (рисунок 3. 2, б) 
  * ; 1 2, 1 2G u v u v     . 

Данное отображение является взаимно однозначным, по-
скольку уравнения (3.14) разрешимы относительно x  и y : 

3
1

3
1

vux


 , 3
2

3
1

vuy  . 

  
Рисунок 3. 2 – Области G  (а) и *G  (б) для типового примера 1 

 
Найдем якобиан отображения6 
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 
  u

vuvu

vuvu

v
y

u
y

v
x

u
x

vuD
yxDJ

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

;
;

3
1

3
1

3
2

3
1

3
2

3
2

3
1

3
4























. 

Тогда  

*

1 1 1 2
3 3 3 3

3 2
, , 1

1 3
3

G G

x u v y u v
y dxdy uv dudv

uJ
u

 
  

   
 
  

   

 
9
7

3
1

3
812

3
1

33
1

3
1

3
1

2

1

3
2
1

2

1

2
2

1

2

*







  

vudvvdududvv
G

. 

2 Вычислить интеграл  

G

yx dxdye
22

, где  

  2 2; 1, 0, 0G x y x y x y     . 

Р е ш е н и е . Область G  представляет собой часть круга ра-
диуса 1, расположенного в первой четверти (рисунок 3. 3, а) 
Преобразуем двойной интеграл к полярным координатам по 
формулам (3.4). При этом область G  преобразуется в прямо-
угольник (рисунок 3. 3, б): 

 









2

0;10;* 
 rrG . 

 
Рисунок 3. 3 – Области G  (а) и *G (б) для типового примера 2 

 
По формуле (3.5) имеем: 
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  

*

2

*

22222 sincos

G

r

G

rr

G

yx drdredrdredxdye   

     1
42

1
2
1

2
1

2
1 2

0
1
0

2

0

1

0

22
  eeedrder 




. 

3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  
24 yyx  , 6 yx . 

Р е ш е н и е . Найдем координаты точек пересечения данных 
линий. Для этого решим систему: 








,6
,4 2

yx
yyx    











,064

,4
2

2

yyy
yyx

 

  










,065

,4
2

2

yy
yyx

   







.3,2
,3,4

21

21

yy
xx

 

Итак, имеем две точки пересечения  2;4A  и  3;3B . 
Подставляя в формулу (3.6) вычисления площади, получим: 






 









3

2

4
6

4

6

3

2

2
2

dyxdxdydxdyS yy
y

yy

yG

 

 
6
16

2
5

3
165

3

2

23
3

2

2 





   yyydyyy . 

4 Вычислить  2 2

G

x y dxdy , если область G  ограничена 

окружностью axyx 222  . 
Р е ш е н и е . Преобразуем уравнение окружности: 

0222  axyx ;   222 ayax  . 
Область G  представляет собой окружность с центром в точке 

 0;a  и радиусом a  (рисунок 3. 4). 
Переходя к полярным координатам  

cosx r  , siny r  , / 2 / 2     ,  
получаем уравнение окружности: 

axyx 222     cos22 arr       0cos2  arr . 
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Отсюда cos2;0 21 arr  , т. е.  
cos20 ar  . 

 
Рисунок 3. 4 – Область G  для типового примера 5 

 
Тогда 

 
*

2 cos2 cos 42 2
2 2 2 3

0 0
2 2

4

aa

G G

rx y dxdy r rdrd d r dr d

 


 

  
 

 
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 
 

    







 

 


2

2

2
4

2

2

44
2

2

44

2
2cos14cos4cos4













 dadada  





442

2

4

2
3

4
3

4
34sin

8
12sin

2
3 aaa 






 






 


. 

5 Найти площадь части конуса 22 yxz  , заключенной 

внутри цилиндра xyx 222  . 
Р е ш е н и е . Из уравнения конуса имеем 

'

2 2x
xf

x y



, '

2 2y
yf

x y



. 

Проекцией поверхности на плоскость Oxy  является круг, ог-
раниченный окружностью   11 22  yx  (рисунок 3. 5). 

Тогда по формуле (3.7) площадь поверхности равна 

S 






























 

GG

dxdydxdy
yx

y

yx

x 21

2

22

2

22
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2cos2

0
2

cos ,
sin , ,

2
,

2 2
0 2cos

x r
y r J r

d rdr

r









 




 
   

   
  

 
   

 
2cos22

0 0

2 2
2
r d





 
 
 
 
 = 

2
2

0

4 2 cos d



  
2 2

0 0

1 cos 2 sin 24 2 2 2 2.
2 2

d

 

        
   

 
 

 
 

Рисунок 3. 5 – Рисунок для типо-
вого примера 6 

Рисунок 3. 6 – Рисунок для типо-
вого примера 7 

 
6 Найти объем тела, ограниченного поверхностями 

2xy  , 4 zyx , 1y , 0z . 
Р е ш е н и е . Данное тело представляет собой вертикальный 

цилиндр, который сверху ограничен частью плоскости 
yxz  4 , снизу – частью плоскости, заключенной между па-

раболой 2xy   и прямой 1y  (рисунок 3. 6).  
Тогда по формуле (3.8) получим: 

     


y

yG

dxyxdydxdyyxV 44
1

0
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    
























 



1

0

1

0

2

2

2

42
2

4 dyyydyxxy  

15
6828

1

0

2
31

0

2
1

  dyydyy . 

7 Найти массу кругового кольца, если в каждой его точке по-
верхностная плотность обратно пропорциональна квадрату рас-
стояния ее до центра кольца. 

Р е ш е н и е . Обозначим радиусы окружностей, ограничи-
вающих кольцо, через 1r  и 2r , 21 rr  . Поместим полярный ради-
ус системы координат в центре кольца. Тогда уравнения окруж-
ностей примут вид 1rr   и 2rr  . Поверхностная плотность в 

любой точке кольца равна 2r
k

 . 

Масса кольца по формуле (3.9) равна 

2 2

1 2

cos ,
sin , ,

0 2 ,G

x r
km dxdy y r J r

x y
r r r




 

 
            

  

   



2

0

2

0
2

2

0

2

1

2

1

2

1

ln1 drkdr
r

dkdrr
r
kd r

r

r

r

r

r

 

2

1
2

02

1 ln2ln
r
rkd

r
rk 



  . 

8 Найти массу пластинки G , заданной неравенствами 

4
94

1
22


yx , 0x , 

2
3xy  , 

если поверхностная плотность   3
9,
y
xyx   

Р е ш е н и е . Переходим к обобщенным полярным координа-
там  

2 cosx r  , 3 siny r  . 
Якобиан отображения равен rJ 6 .  
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Из неравенства 4
94

1
22


yx  получим 41 2  r , т. е. 

21  r .  

Из уравнения прямой xy
2
3

  имеем 

 cos3sin3 rr     1tg  . 

Отсюда 
4
  . Поскольку 0x , то очевидно, что 

24


 .  

Значит, по формуле (3.9) имеем 

*
3 3 3

9 9 2 cos 6
27 sinG G

x rm dxdy rdrd
y r

 



      

*
3

cos4
sinG

drd
r

 


 
/ 2 2

3
/ 4 1

cos4
sin

drd
r









   

   
/ 2

2
12

/ 4

2 ln 2 4 ln 2 ln1 2ln 2
sin

r



         . 

9 Найти центр масс равнобедренного прямоугольного тре-
угольника, если в каждой его точке поверхностная плотность 
пропорциональна расстоянию ее до гипотенузы. Найти момент 
инерции данного треугольника относительно его гипотенузы. 

Р е ш е н и е . Пусть в прямоугольном равнобедренном тре-
угольнике ABC  гипотенуза AB  (рисунок 3. 7).  

 
Рисунок 3. 7 – Рисунок для типового примера 10 

 
Тогда относительно системы координат Oxy  уравнения кате-

тов AC  и BC  будут axy   и xay  . Согласно условию 
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задачи в точке  yx;  треугольника ABC  плотность имеет вид 
  kyyx ; . 
По формуле (3.9) для массы получим: 

   








a
ya
ay

ya

ay

a
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dyxykdxydykdxdykym
00

 

     
aa

dyyaykdyayyayk
0

2

0

2  

332
2

3

0

32 kayayk
a









 . 

По формулам (3.10) находим статические моменты: 

   




aya

ay

a

ABC
x dyyaykdxdyykdxdykyyS

0

2

0

2 2  

643
2

4

0

43 kayayk
a









 ; 

0
0

 




ya

ay

a

ABC
y dxxdyykdxdykyxS .  

Координаты центра тяжести находятся по формулам (3.11): 

0cx  , 
2c
ay  . 

Момент инерции относительно гипотенузы AB  представляет 
собой xI . Поэтому по формуле (3.12) получим: 

   




aya

ay

a

ABC
x dyyaykdxdyykdxdykyyI

0

3

0

32 2  

1054
2

5

0

54 kayayk
a









 . 
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Задания для аудиторной работы 
 
1 Вычислить   

G

dxdyyx 22 , где G  – область, ограниченная 

линией  2 2 4x y y  . 

2 Вычислить     
G

dxdyyxyx 222 sin2  , где G  – парал-

лелограмм: 2 yx , 4 yx , 1 yx , 2 yx . 

3 Вычислить 2 24
G

x y dxdy  , где G  – область, ограни-

ченная линией    22 2 2 24x y x y   . 

4 Вычислить  









G

dxdyyx
94

sin
22

 , где G  – область, ограни-

ченная линиями 1
94

22


yx  и 1

3616

22


yx . 

5 Вычислить 
  G yx

dxdy
3 , где G  – трапеция ABCD :  3;1A , 

 6;2B ,  2;6C ,  1;3D . 
6 Найти площадь области G , ограниченной линиями 

0733  yx , 0322  xyy . 
7 Найти массу пластинки xy  , 3 xy , 0x , 1x , если 

поверхностная плотность равна сумме координат точки. 
8 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями  

25102  xy , 962  xy . 
9 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

xy  , yx 2 , 1x y  , 3 1x y  . 
10 Вычислить площадь области, ограниченной кривой  

 22 2 32x y x  . 
11 Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями: 
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а) 22 yxz  , 0 yx , 03  yx , 822  yx  ( 0x , 
0y ); 

б) xyx 422  , 222 yxz  , 0z ; 
в) 22 yxz  , 0x , 0y , 2x , 3y ; 
г) 422  yx  отсекаемого плоскостями 0z , xz 3 , 0z . 
12 Найти массу плоской пластинки G  с плотностью  yx;  и 

ограниченной линиями: 

а) 1
916

22

 yx , 0x , xy
2
3

 ,   2, xyyx  ; 

б) 1 yx , 2 yx , 02  yx , 04  yx ,    2; yxyx  ; 
в) 1 yx , 2 yx , 03  yx , 04  yx ,  

    4;x y x y   . 
13 Найти статические моменты относительно осей координат, 

центр тяжести и моменты инерции однородной пластинки, огра-
ниченной линиями: 

а) 4 yx , 03  yx , 165  yx ; 
б) 12  xy , 03  yx ; 
в) 12yx , 03  yx , 034  yx , 0x , 0y ; 

г) 422  yx , 22 xxy  , 0x , 0x , 0y . 
 

Задания для домашней работы 
 
1 Вычислить 

G

drdr 2 , где G  – область, ограниченная ли-

ниями  3 1 cosr    и 3r   (область, не содержащая полюса). 

2 Вычислить   
G

dxdyyx 22 , где G  – область, ограниченная 

линиями 922  yx , 2522  yx , xy  , 3xy  . 

3 Вычислить  

G

yx dxdye
22

, где G  – область, ограниченная 

линиями: 
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а) 122  yx ;       б) 422  yx . 

4 Вычислить 
G

xydxdy , где G  – область, ограниченная ли-

ниями xy  , 3xy  , 2 2 2x y x  , 2 2 3x y x  . 

5 Вычислить   
D

dxdyyx 2 , где G  – трапеция ABCD : 

 2;2 A ,  2;1B ,  4;3C ,  2;6D . 
6 С помощью двойного интеграла найти площадь области, 

ограниченной линиями xy  42 , 03  yx . 
7 Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

0422  xyx , 0622  xyx , 
3

xy  , 3xy  . 

8 Вычислить площадь области G : 2 2 2x y x  , 2 2x y x  . 
9 Найти площадь области xey  , xey  , 1x . 
10 Вычислить площадь области G , ограниченной кривой  

   22 2 2 218x y x y   . 
11 Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями: 
а) 22 yxz  , 0 yx , 03  yx , 822  yx  ( 0x , 
0y ); 

б) xyx 422  , 222 yxz  , 0z ; 
в) конуса xyz 22  , отсекаемого плоскостями 0x , 0y , 

2 yx ; 
г) конуса 222 xzy  , отсекаемого цилиндром 422  yx . 
12 Найти массу плоской пластинки G  с плотностью  yx;  и 

ограниченной линиями: 

а) 422  yx , 922  yx , 0x , 0y ,   22
4,
yx
xyyx




 , 

б) 1 yx , 3 yx , 05  yx , 010  yx ,    3; yxyx  ; 
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в) 1 yx , 3 yx , 02  yx , 05  yx , 

    3;x y x y   . 
13 Найти статические моменты относительно осей координат, 

центр тяжести и моменты инерции однородной пластинки, огра-
ниченной линиями: 

а) 02  yx , 8 yx , 8y , 3x ; 

б) 23 xy  , 22  xy ; 
в) 8yx , 9 yx ; 

г) 822  yx , 0 yx , xy 3 , 0x , 0y . 
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Практическое занятие 4 Формула Грина 
 
4.1 Формула Грина 
4.2 Условия независимости криволинейного интеграла 2-го 

рода от пути интегрирования 
 
4.1 Формула Грина 
Пусть в плоскости Oxy  задана замкнутая элементарная отно-

сительно оси Ox  или Oy  область G , ограниченная замкнутым 
контуром  . 

Т е о р е м а  1  ( ф о р м у л а  Г р и н а )  Если функции  yxP ;  и 
 yxQ ;  непрерывны вместе со своими частными производными 

y
P

  и 

x
Q

  в области G , то имеет место формула 

















 QdyPdxdxdy

y
P

x
Q

G

,   (4.1) 

где контур   обходится в положительном направлении. 
Формула Грина справедлива для произвольной области, ко-

торую можно разбить на конечное число правильных областей. 
Формула Грина связывает интеграл по границе области с инте-
гралом по самой области. 

Площадь области G , ограниченной замкнутым контуром  , 
с помощью формулы Грина вычисляется по формуле  




 ydxxdydxdyS
G

2
1 .     (4.2) 

 
4.2 Условия независимости криволинейного  интеграла   

2-го рода от пути интегрирования 
Плоская область G  называется односвязной, если любой 

замкнутый контур  , лежащий внутри этой области, ограничи-
вает область G , полностью принадлежащую G . 
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Т е о р е м а  2  Пусть функции  yxP ;  и  yxQ ;  определены и 

непрерывны вместе со своими частными производными 
y
P

  и 

x
Q

  в замкнутой односвязной  области G . Тогда следующие 

четыре условия эквивалентны: 
1) для любой замкнутой кусочно-гладкой кривой  , располо-

женной в G , верно 
0



QdyPdx ; 

2) для любых двух точек A  и B  области G  значение инте-
грала 

 
AB

QdyPdx  

не зависит от выбора пути интегрирования AB , целиком ле-
жащего в G ; 

3) выражение QdyPdx   представляет собой полный диф-
ференциал некоторой функции, определенной в области G : 

dFQdyPdx  ; 
4) в области G  всюду 

x
Q

y
P






 . 

 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Какая область называется односвязной? 
2 Какие условия должны выполняться для того, чтобы была 

справедлива формула Грина? 
3 Перечислите эквивалентные условия, если функции  yxP ;  

и  yxQ ;  определены и непрерывны вместе со своими частными 

производными 
y
P

  и 

x
Q

  в замкнутой односвязной области. 
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Решение типовых примеров 
 
1 Вычислить интеграл    



 dyyxdxyx , где  

  4; 22  yxyx . 
Р е ш е н и е . Вычислим интеграл с помощью формулы Грина.  
Имеем   

  yxyxP ; ,    yxyxQ ; ,  

1



y
P ,  1




x
Q . 

Тогда  
     

2 2 2 2

2

4 4

1 1 2 2
x y x y

x y dx x y dy dxdy 
   

        � 8 .  

2 Вычислить интеграл 
 

 

 
1;1

0;0

xdyydx . 

Р е ш е н и е . Здесь yP  , xQ  , 1







y
P

x
Q . Согласно тео-

реме 2, интеграл не зависит от пути интегрирования. Из выпол-
нения  условия 4) следует справедливость условия 3). Так как 
  ydxxdyxyd  , то 

 

 

 
  1011;1

0;0

1;1

0;0

 xyxdyydx . 

3 Вычислить площадь, ограниченную астроидой  
tax 3cos , tay 3sin , 20  t  

Р е ш е н и е . По формуле (4.2) находим  

S =  
2

3 2 3 2

0

1 cos 3 sin cos sin 3 cos sin
2

a t a t t a t a t t dt


   

    
 2

0

22
22

0

2424
2

cossin
2

3cossinsincos
2

3 tdttadttttta  
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
2

0

2
2

2sin
8

3 tdta   





   


2
0

22

0

2

4sin
4
1

16
34cos1

16
3 ttadtta  

8
3 2a

 . 

4 Вычислить криволинейный интеграл  

   
 

 

 
1;1

0;0

22 6412 dyyxdxxxy , 

предварительно определив функцию  yxU ; , соответствующим 
полным дифференциалом которой является подынтегральное 
выражение. 

Р е ш е н и е . Функции  
  2412; xxyyxP  ,   yxyxQ  26;  

непрерывны вместе со своими частными производными в любой 
односвязной области, содержащей точки  0;0   1;1 . 

Поскольку  

x
y
P 12

 , x

x
Q 12

 , 

то 
x
Q

y
P






 . Следовательно, данный интеграл не зависит от пу-

ти интегрирования. По теореме 2 подынтегральное выражение 
представляет собой полный дифференциал некоторой функ-
ции  yxU ; : 

   dyyxdxxxydU  22 6412 . 
С другой стороны 

dy
y
Udx

x
UdU








 . 

Сравнивая два выражения для dU , получим 
2412 xxy

x
U 

 , yx

y
U



 26 . 

Из первого равенства, считая y  постоянным, находим 
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   yCxyxyxU  32

3
46; . 

Находим частную производную по переменной y  

 yCx
y
U '26 

 . 

Сравнивая полученное выражение с имеющимся для 
y
U

 , 

получим 
 yCx '26  yx  26 . 

Отсюда   yyC '  и  
2

2yyC  . 

Поэтому 

 
23

46;
2

32 yxyxyxU  . 

Тогда данный интеграл равен 

   
 

 
   

6
51

2
1

3
460;01;16412

1;1

0;0

22  UUdyyxdxxxy . 

 
Задания для аудиторной работы 
 
1 Проверить, зависят ли следующие криволинейные интегра-

лы от пути интегрирования: 
а) 



  dyeydxex yxyx 2222 232 ; 

б)    


 dyyxydxyxx 2222 54sin1054sin8 ; 

в)    


 dyxyxydxyxxy 4235223 32 . 

2 Применив формулу Грина, вычислить криволинейные инте-
гралы: 

а)    


 dyyxydxx 22 11 ,   2 2; 9x y x y    ; 
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б)     dyyxdxyx 2222 


,   – треугольник с вершинами 

 1;1A ,  2;2B ,  3;1C ; 

в)    


 dyyxxydxyxxy ,   2 2;x y x y ax    ; 

г) 


 ydxxdx2 , где   – замкнутый контур, ограниченный ду-

гой параболы 2xy    10  x  и отрезком прямой xy   между 
точками  0;0O  и  1;1B . 

3 Вычислить криволинейный интеграл, предварительно опре-
делив функцию  yxU ; , соответствующим полным дифферен-
циалом которой является подынтегральное выражение: 

а)    
 

 

 
2;1

1;0

2 44643 dyyxxydxyy ; 

б)    
 

 





1;1

1;1

23 465534 dyyxyxdxyyx . 

 
Задания для домашней работы 
 
1 Проверить, зависят ли следующие криволинейные интегра-

лы от пути интегрирования: 
а)  



 dyyxdxyx 1ln1 2222 ; 

б)    


 dyxydxyxx 3423 45124 . 

2 Применив формулу Грина, вычислить криволинейные инте-
гралы: 

а)    


 dyyxxydxyxxy ,  








 1
94

;
22 yxyx ; 
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б)    dyyxdxyx 


,  








 1
94

;
22 yxyx ; 

в)  


  dyxydxxye xy 2sin2cos
22

,   16; 22  yxyx ; 

г) 







 





  dyyxxxyydxyx 2222 ln , где   – контур 

прямоугольника с вершинами  2;3A ,  2;6B ,  4;6C ,  4;3D . 
3 Вычислить криволинейный интеграл, предварительно опре-

делив функцию  yxU ; , соответствующим полным дифферен-
циалом которой является подынтегральное выражение: 

а)    
 

 





1;1

1;1

22322 3443 dyyyxxdxxyyx ; 

б)    
 

 

 
3;1

2;0

322 752154 dyxxdxyxxy . 


