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Практическое занятие 9 Векторные функции 
 
9.1 Годограф векторной функции 
9.2 Производная и дифференциал векторной функции 
9.3 Длина кривой 
9.4 Натуральное уравнение гладкой кривой и уравнение нор-

мальной плоскости 
 
9.1 Годограф векторной функции 
Векторной функцией действительного аргумента (вектор-

функцией скалярного аргумента) называется отображение, кото-
рое каждому действительному числу RTt  ставит в соответ-
ствие один и только один вектор a  трехмерного пространства 

3R . Обозначается:  taa 
 , Tt . 

Вектор  taa 
  имеет определенную длину (модуль) и опре-

деленное направление в каждой точке t .  
Выберем общую точку приложения O  векторов  taa 

 . При 
непрерывном изменении аргумента t  конец вектора  taa 

  
описывает некоторую линию  . Линия  , описываемая в про-
странстве концом вектора a  при непрерывном изменении аргу-
мента RTt , называется годографом вектор-функции ска-
лярного аргумента  ta  (рисунок 9.1). 

 

 
Рисунок 9.1 – Годограф вектор-функции 

 
С физической точки зрения годограф вектор-функции можно 

рассматривать как траекторию движущейся в пространстве ма-
териальной точки, а всякую линию  , в пространстве как годо-
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граф некоторой вектор-функции. 
З а м е ч а н и я .  1  Если вектор  taa 

  изменяется только по 
длине, а его направление остается постоянным, то   Ttta 

  
есть множество связанных векторов, расположенных на луче, 
выходящем из точки O . Годографом такой вектор-функции яв-
ляется луч   (рисунок 9.2), если RT . 

 

 
Рисунок 9.2 – Годограф вектор-функции,  

изменяющейся только по длине 
 
2  Если при изменении t  модули векторов  taa 

  не меня-
ются, а изменяется только направление, то векторы из множест-
ва   Ttta 

  будут находиться в шаре радиусом  ta  с цен-
тром в точке O . Годографом такой функции является линия, 
принадлежащая сфере радиусом  ta  (рисунок 9.3). 

 

 
Рисунок 9.3. –  Годограф вектор-функции,  

изменяющейся только по направлению 
 
Пусть в пространстве 3R  задана прямоугольная система ко-

ординат Oxyz . Тогда задание вектор-функции означает задание 
координат вектора  ta . Если начало вектора  ta  совпадает с 
точкой O , то  taa 

  называется радиусом-вектором точки M  
и обозначается  tr  (рисунок 9.4). 
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Рисунок 9.4 – Радиус-векторы 

 
Любой радиус-вектор   OMtr 

  пространства 3R  задается 
своими координатами  tx ,  ty ,  tz  (координаты вектора сов-
падают с координатами точки M  (рисунок 9.4)) и может 
быть разложен по ортам i


, j


, k


: 
       ktzjtyitxtr


 . 

Так как каждой упорядоченной тройке чисел x , y , z  соот-
ветствует единственный радиус-вектор  trr 

 , то задание век-
тор - функции эквивалентно заданию трех числовых функций 

 txx  ,  tyy  ,  tzz  : 

       ktzjtyitxtr


    
 
 
 












  
,
,
,

tzz
tyy
txx

 

где Tt . 
Поэтому исследование векторной функции скалярного аргу-

мента сводится к исследованию трех координатных функций 
 txx  ,  tyy  ,  tzz  , определенных на множестве T . В ко-

ординатной форме вектор-функция запишется в виде 
        tztytxtr ;;
 . 

Вектор a  называется пределом вектор-функции  tr , Tt , в 
точке 0tt   (или 0tt  ), если   0lim

0




atr
tt

 . 
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Обозначается:   atr
tt




 0

lim . 

Выражение   atr 
  задает числовую функцию. Следова-

тельно, понятие предела вектор-функции сводится к понятию 
предела скалярной функции. Поэтому можно записать: 

  atr
tt




 0

lim    0  :0   ;0tUt      atr  . 

Геометрический смысл предела вектор-функции: если начало 
всех векторов   r t t T

  поместить в одну точку, то условие 

   atr   означает, что концы всех векторов  tr  при 
 ;0tUt  лежат в шаре радиуса   с центром в конце векто-

ра a . 

 
Рисунок 9.5 – Геометрический смысл 

предела вектор-функции 
 
Т е о р е м а  1 Пусть         tztytxtr ;;

  и  321 ;; aaaa 
 . Для 

того, чтобы   atr
tt




 0

lim , необходимо достаточно, чтобы 

  1
0

lim atx
tt




,   2
0

lim aty
tt




,   3
0

lim atz
tt




. 

Отсюда следует равенство: 
        kajaiaktzjtyitxtr

tttttttt


321

0000

limlimlimlim 


. 

Таким образом, для того чтобы вычислить предел вектор-
функции, достаточно найти соответствующие пределы коорди-
нат этой функции. Если хотя бы один из пределов координат 
функции  tr  не существует, то не существует и  tr

tt



0

lim


. 
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Вектор-функция  tr , Tt , называется непрерывной в точке 

0tt  , если    0
0

lim trtr
tt





. 

Очевидно, что векторная функция непрерывна в некоторой 
точке тогда и только тогда, когда в этой точке непрерывны ее 
координатные функции  tx ,  ty ,  tz . 

 
9.2 Производная и дифференциал векторной функции 
Введем понятие производной вектор-функции  tr , Tt  в 

данной точке 0t . Для этого дадим аргументу 0t  приращение 
0t  и рассмотрим вектор      000 trttrtr 

 . Составим 
отношение 

     
t

trttr
t
tr







 000


. 

Если существует предел отношения приращения  0tr  век-
тор-функции  tr  в точке 0t  к приращению скалярного аргумен-
та t  при 0t , то этот предел называется производной век-
тор-функции  tr  в точке 0t . 

Обозначается:  0
' tr  

       
t

trttr
t
trtr

tt 










00
0

0
00

' limlim


 . 

Так как  
                  ktzttzjtyttyitxttxtr


0000000

 
     ktzjtyitx


000  , 

то по определению получим 
       ktzjtyitxtr


0000

'  . 
Итак, вычисление производных от векторной функции ска-

лярного аргумента в точке 0t  сводится к вычислению производ-
ных ее координат. 

Дифференцируемые векторные функции обладают следую-
щими свойствами: 

– если векторная функция дифференцируема в некоторой 
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точке, то она непрерывна в этой точке; 
 – если векторная функция  tr  дифференцируема в точке 0t , 

то  она имеет в этой точке производную и   atr 
0' ; 

– векторная функция, имеющая в некоторой точке производ-
ную, дифференцируема в этой точке; 

– если  tt   – дифференцируемая в точке 0  скалярная 
функция,  tr  – дифференцируемая в точке  00 tt   векторная 
функция, то 

 d
dt

dt
rd

d
rd




; 

– для произвольных векторных функций имеют место фор-
мулы; 

  '
2

'
1

'
21 rrrr 

 , 
  ''' rfrfrf 

 , 
  '

212
'

1
'

21 rrrrrr 
 , 

  '
212

'
1

'
21 rrrrrr 

 . 
– если вектор-функция  tr  дифференцируема в точке 0t  и 

векторы  tr  имеют одинаковую длину в некоторой окрестности 
точки 0t , то производная  0' tr  ортогональна вектору  0tr : 

    0' 00  trtr ; 
– если вектор-функция  tr  непрерывна на отрезке  ba;  и 

дифференцируема в каждой точке этого отрезка, то существует 
такая точка  ba; , что 

       abrarbr  ' . 
С геометрической точки зрения производная вектор-функции 

в точке 0t  есть вектор  0
' tr , направленный по касательной к 

годографу этой функции в сторону возрастания параметра t . 
Механический смысл производной от вектор-функции состо-

ит в том, что  0
' tr  есть вектор мгновенной скорости перемеще-

ния материальной точки по траектории, являющейся годографом 
функции. 
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Производная вектор-функции  tr  является, в свою очередь, 
вектор-функцией скалярного аргумента, и ее также можно диф-
ференцировать. 

Производная функции  tr '  точке 0tt   называется второй 
производной вектор-функции  tr  по скалярному аргументу t  в 

точке 0t  и обозначается так:  0tr  ,  
2

0
2

dt
trd 

,  
0

0

ttdt
trd




,  0tr . 

Вектор  0ta , равный производной скорости  tv  по времени 

t  в момент 0t , называется ускорением:      0
0

0 ta
dt

tvdtr 



 . 

Механический смысл второй производной от вектор-функции 
состоит в том, что  0tr   есть вектор ускорения движения мате-
риальной точки в данный момент времени 0t . 

 
9.3 Длина кривой 
Пусть в трехмерном пространстве 3R  задана прямоугольная 

система координат Oxyz . И пусть на отрезке   Rba;  заданы 
непрерывные функции  tx ,  ty ,  tz . Тогда говорят, что задано 
непрерывное отображение отрезка  ba;  в 3R .  

Числа  tx ,  ty ,  tz  можно рассматривать как координаты 
точки  tMM   или как координаты радиус-вектора  tr  с на-
чалом в точке O  и концом в точке M  (рисунок 9.6): 

        tztytxtr ;;
 ,   R bat ; . 

Непрерывное отображение отрезка  ba;  в пространство 3R  

называется кривой и обозначается   M t a t b    3R . 

Множество точек пространства 3R , на которое отображается 
отрезок  ba; , называется носителем кривой  , переменная t  
называется параметром на кривой  . 

Если носитель кривой лежит в некоторой плоскости, то эта 
кривая называется плоской. 
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Рисунок 9.6 – Кривая   в пространстве 3R  

 
Кривая может быть задана: 
– явно: непрерывная функция  xfy  , bxa  , задает пло-

скую кривую   bxaxfy  , носителем является гра-
фик функции  xf , параметром – переменная x ; 

– неявно: координаты всех точек носителя плоской кривой   
удовлетворяют уравнению   0; yxF ; 

– в координатной форме:       btatztytx  ;; , где  tx , 
 ty ,  tz  координатные функции отображения  tM , 
  R bat ; ; 
– векторное представление:   r t a t b   

 , где 
        tztytxtr ;;
  – вектор-функция. 

Если для точек кривой   M t a t b    3R  выполняет-

ся условие 21 tt      1tM  предшествует  2tM , то такая кривая 
называется ориентированной.  

Точка носителя кривой, в которую при отображении 
  M t a t b    3R  отображаются хотя бы две разные 

точки отрезка  ba; , называется точкой самопересечения (крат-
ной точкой) кривой  . 

Если носитель кривой   не имеет кратных точек (отображе-
ние   M t a t b    3R  взаимно однозначно отображает 
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отрезок  ba;  в точки пространства 3R ), то кривая называется 
простой дугой. 

Если  aMM 0  и  bMM 1 , то точка  aM ;0  называется 
началом кривой  , а точка  bM ;1  – концом данной кривой. Ес-
ли    bMaM  , то кривая   называется замкнутой. 

Простым замкнутым контуром называется замкнутая кри-
вая, у носителя которой нет кратных точек, кроме носителя ее 
начала и конца. 

Если  batt ;, 21  , 21 tt  , то кривая   21 ttttM   назы-

вается частью кривой   или простой дугой    �
1 2M t M t  с на-

чалом в точке  1tM  и концом в точке  2tM . 
Прямая проходящая через точку 0M  в направлении вектора 
 0' tr , называется касательной к кривой   в точке  0tM . 
Поместим начало вектора  0' tr  в точку  0tM . Направление 

данного вектора совпадает с направлением касательной. Поэто-
му уравнение касательной в векторной форме запишется в виде  

     00 ' trtrr  , R , 
где  tr  – радиус-вектор касательной. 

В координатной форме уравнение      00 ' trtrr   примет 
вид 

   00 ' txtxx   , 
   00 ' tytyy   , 
   00 ' tztzz   , 

где R . 
Выражая параметр  , получим уравнение касательной в ка-

нонической форме: 
 

 
 

 
 

 0

0

0

0

0

0

''' tz
tzz

ty
tyy

tx
txx 





 . 

Если функция  tr '  непрерывна на отрезке  ba; , то кривая   
называется непрерывно дифференцируемой кривой. Если век-
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торная функция  tr  n  раз дифференцируема на отрезке  ba; , 
то кривая   называется n  раз дифференцируемой кривой. 

Точка кривой  , в которой   0' 0 tr , называется неособой, а 
точка, в которой   0' 0 tr  – особой. 

Пусть         tztytxtr ;;
 . Тогда         tztytxtr ';';'' 

 . По-
этому точка 0M  является неособой точкой кривой   тогда и 
только тогда, когда  

      0''' 222  tztytx . 
Из определения неособой точки следует, что во всякой не-

особой точке кривой Г существует касательная. 
Гладкой кривой называется кривая, которая является непре-

рывно дифференцируемой и не имеет особых точек. Если кривая 
составлена из конечного числа гладких кривых, то такая кривая 
называется кусочно-гладкой. 

Для отрезка  ba;  система  kn t , nk ,...,1,0 , точек kt , та-
ких, что btttta nn  110 ... , называется разбиением отрезка 
 ba; . Соответствующий набор точек  kk tMM  , nk ,...,1,0 , 

где  ktrOM 
  называется разбиением кривой  . 

Соединив последовательно точки 0M , 1M , ... , nM , отрезка-
ми 10MM , 21MM , ... , nn MM 1  получим ломаную nP , которая 
называется вписанной в кривую  ; отрезки kk MM 1 , nk ,...,1,0  
называются звеньями ломаной nP , а точки ломаной  kk tMM   
– вершинами ломаной. Длина каждого отрезка kk MM 1  равна 
   1 kk trtr  . Тогда длина всей ломаной nP  равна 

   



n

k
kkn trtr

1
1

 . 

Верхняя грань длин всевозможных ломаных, вписанных в 
данную кривую, называется длиной кривой: 

n
n

L 


sup , 

где верхняя грань берется по всевозможным разбиениям 
 kn t , nk ,...,1,0 , отрезка  ba; . 
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Если  L0 , то кривая Г называется спрямляемой. 
Т е о р е м а  2  Если кривая       ; ;x t y t z t a t b     не-

прерывно дифференцируема, то переменная длина дуги  tll  , 
отсчитываемая от начала кривой  , является возрастающей 
непрерывно дифференцируемой функцией параметра t  и  

222























dt
dz

dt
dy

dt
dx

dt
rd

dt
dl 

. 

Поскольку  
dt
dltl ' , то отсюда дифференциал длины дуги ра-

вен 

         dttztytxdl 222 '''  . 
 
9.4 Натуральное уравнение гладкой кривой и уравнение 

нормальной плоскости 
 
Пусть кривая   r t a t b   

  гладкая кривая. В силу 
теоремы 2 переменная длина дуги  tll  , отсчитываемая от на-
чала  aM  кривой  , является строго возрастающей непрерыв-
но дифференцируемой функцией с производной, положительной 
во всех точках отрезка  ba; :    trtl '' 

 . Так как   0al  и 
   Lbl , то обратная функция  ltt   однозначна, строго воз-

растает, непрерывно дифференцируема на отрезке  L;0 . По 
теореме об обратной функции имеем 

    0
'
1' 
tl

lt . 

Таким образом, для всякой гладкой кривой   ее параметр t  
является строго возрастающей непрерывно дифференцируемой 
функцией переменной длины l , производная этой функции ни-
где не обращается в нуль. 
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Следовательно, функция  ltt   является допустимым преоб-
разованием параметра и уравнение кривой   можно записать в 
виде   ltrr 

 ,   Ll ;0 . 
Если параметром кривой   является переменная длина ее ду-

ги l , то l  называется натуральным параметром, а уравнение 
кривой    Lllrr 0  называется натуральным уравне-
нием кривой. 

Т е о р е м а  3  Пусть кривая   btatr 
  гладкая, a 

 tll   – переменная длина ее дуги. Тогда  
dl
rd  является единич-

ным касательным к кривой   вектором и 1
dl
rd . 

Из теоремы 3 следует, что если  ,  ,   – углы, образован-

ные вектором касательной 
dl
rd  к кривой  с осями Ox , Oy , Oz  

соответственно, то   cos;cos;cos
dl
rd . 

Нормальной плоскостью к кривой   называется плоскость, 
перпендикулярная касательной прямой и проходящая через точ-
ку касания.  

Пусть  0000 ;; zyxM  – точка касания (рисунок 9.7). Из анали-
тической геометрии известно, что уравнение плоскости  , про-
ходящей через эту точку, имеет вид 

      0000  zzCyyBxxA , 
где  CBAn ,,

  – нормальный вектор плоскости.  
Из определения нормальной плоскости следует, что векторы 
 CBAn ,,

  и         0000 ,,' tztytxtr 
  коллинеарные, поэтому 

можно положить  0txA  ,  0tyB  ,  0tzC  . Тогда искомое 
уравнение плоскости будет иметь вид: 

        000000  zzzyytyxxtx . 
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Рисунок 9.7 – Нормальная плоскость   к кривой   

 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Дайте определение векторной функции и годографа.  
2 Дайте определение предела и непрерывности векторной 

функции. Перечислите свойства предела вектор-функции. 
3 Дайте определение производной векторной функции. Какая 

вектор-функция называется дифференцируемой? Что называется 
дифференциалом векторной функции? 

4 В чем состоит геометрический и физический смысл произ-
водной вектор-функции? 

5 Дайте определение кривой. Перечислите способы задания 
кривой. 

6 Какая прямая называется касательной к кривой? 
7 Какая кривая называется гладкой кривой? 
8 Что называется разбиением кривой? 
9 Какая кривая называется спрямляемой? Дайте определение 

длины кривой. 
10 Чему равен дифференциал дуги? 
11 Какое уравнение называется натуральным уравнением 

гладкой кривой? 
12 Чему равна длина единичного вектора касательной? Какие 

координаты он имеет? 
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Решение типовых примеров 
 
1 Найти годограф вектор-функции 

  kj
t
ti

t
ttr








 22

2

1
2

1
1 . 

Р е ш е н и е . Параметрические уравнения годографа есть 

  2

2

1
1

t
ttx


 ,   21

2
t
tty


 ,   1tz . 

Из первых двух уравнений исключаем параметр t : 

 
  1
1

41
22

222
22 






t
ttyx . 

Следовательно, годографом вектор-функции является окруж-
ность 

122  yx , 1z , 
из которой исключена точка  1;0;1 . 

При изменении t  от   до   точка  zyxM ;;  на годогра-
фе движется от точки  1;0;1  против часовой стрелки (если на-
блюдать из точки, расположенной выше плоскости 1z ). При 
этом  

  1lim 


tx
t

,   0lim 


ty
t

. 

2 Вычислить  tr
t



2
lim


, если        ktjtittr


 11223 . 

Р е ш е н и е . Согласно определению 
        kjiktjtittr

tttt





381lim12lim23limlim

2222
. 

3 Найти единичный касательный вектор годографа вектор-
функции 

  jt tier


3
4

2 8  
при 0t . 

Р е ш е н и е . Параметрические уравнения годографа есть  

  tetx 2 ,    3
4

8 tty ,   0tz . 
Найдем координаты направляющего вектора касательной к 
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кривой       tztytx ''' ;; : 

         





  0;8

3
4;2;; 3

1
2''' tetztytx t , 

в частности в точке 0t  

         





 






 




0;
3
8;20;8

3
4;2;;

0

3
1

2
0

'''

t

t
t tetztytx . 

Тогда единичный вектор годографа имеет вид 

 kji


10
0

310
38

310
20 ji


8,06,0  . 

4 Найти производную скалярного произведения векторов 
kjitr
 5231   и kjtir


 322 . 

Р е ш е н и е . Согласно свойствам дифференцируемых вектор-
ных функций, имеем 

 


dt
rdr

dt
rdr

dt
rrd 1

2
2

1
21








 

=     jkjit


3523 kjti


 32 i


3 = 066  . 
5 Дано уравнение движения jtitr

 43  . Определить траек-
торию и скорость движения. 

Р е ш е н и е . Параметрические уравнения годографа есть  
  ttx 3 ,   tty 4 ,   0tz . 

Из первого уравнения исключим параметр t  

3
xt   

и подставим во второе 

3
4 xy  . 

Отсюда уравнение траектории движения  
034  yx , 0z . 

Вектор скорости движения есть 

jiv
dt
rd 


43  . 
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6 Написать уравнения касательной и нормальной плоскости к 
кривой 

    ktjtitr
 32 11   

в точке  1;2;00M . 
Р е ш е н и е . Данной точке соответствует значение параметра 
1t . 
Имеем 

  ttx 2'  ,   1' ty ,   2' 3ttz  . 
Подставляя значение 1t , получаем 

  21' x ,   11' y ,   31' z . 
Тогда уравнение касательной: 

3
3

1
2

2
0  zyx , 

уравнение нормальной плоскости: 
      0132102  zyx  

или 0532  zyx . 
7 Найти скорость и ускорение материальной точки M , дви-

жущейся с постоянной угловой скоростью   по окружности  
222 Ryx  . 

Р е ш е н и е . Пусть M  – произвольная точка окружности. 
Обозначим через   угол между радиус-вектором точки M  и 
положительным направлением оси Ox . По условию  

t  , 
где t  – время движения. 

Выразим координаты точки  M  как функции времени (рису-
нок 9.8): 

tRRx  coscos  , 
tRRy  sinsin  . 

Следовательно, радиус-вектор точки M  
jtRitRjyixr


 sincos  , 
скорость  tv  движения точки M  

      jtRitRjtRitRtrv


 cossinsincos ''' 
, 
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модуль скорости 

    RtRtRv   22 cossin . 
 

 
Рисунок 9.8 – Геометрическая интерпретация задачи 7. 

 
Скалярное произведение векторов v  и r  есть: 

0cossinsincos 22  ttRttRrv 
 , 

т. е. векторы v  и r  перпендикулярны. 
Отсюда следует, что вектор v  направлен по касательной к 

окружности, по которой движется точка M . 
Найдем ускорение  ta : 

   
 jtRitR

dt
tvdtra




 sincos 22''  

   trjtRitR  22 sincos   . 
Значит, векторы a  и r  имеют противоположные направле-

ния. 
Таким образом, ускорение материальной точки, движущейся 

с постоянной угловой скоростью по окружности, в каждый мо-
мент времени направлено к центру этой окружности. 

8 К годографу винтовой линии (рисунок 9.9) 
  Ttbtztaytax 0;sin;cos   

а) найти уравнения касательной прямой и нормальной плос-

кости в точке 
30


t ;  
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б) доказать, что касательная к винтовой линии образует по-
стоянный угол с осью Oz ; 

в) записать натуральное уравнение винтовой линии; 
г) найти дифференциал длины дуги. 
 

 
Рисунок 9.9 – Годограф функции 

  Ttbtztaytax 0;sin;cos  
 
Р е ш е н и е . а) координаты точки касания  0000 ,, zyxM  есть: 

23
cos0

aax 
 , 

2
3

3
sin0

aay 
 , 

30
bz  . 

Координаты вектора  0' tr : 

 
2

3
3

sin' 0
aatx 

 ,  
23

cos' 0
aaty 

 .   btz 0' . 

Тогда уравнение касательной прямой имеет вид 

b

bz

a

ay

a

ax
3

2

2
3

2
3
2










, 

а уравнение нормальной плоскости 

0
32

3
222

3







 

















 

bzbayaaxa ; 
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б) вектор касательный к годографу вектора r : 

 btata
dt

rd ;cos;sin


. 

Тогда 
 

22

'

cos
ba

b

dt
rd
tz


  . 

в) векторная функция    bttatatr ;sin;cos
  является непре-

рывно дифференцируемой и  

      0cossin' 22222  babtatatr . 

Тогда     22'' batrtl 
 . Интегрируя обе части, получим 

  Cbatts  22 . Из начального условия   00 l , имеем 
0C . При этом длина винтовой линии равна 


22 baTL . 

Следовательно, 
22 ba

lt


 . 

Отсюда натуральное уравнение винтовой линии в координат-
ной форме запишется в виде: 






















222222
;sin;cos

ba
lbz

ba
lay

ba
lax , 

где  220 baTl . 
г) дифференциал длины дуги равен 

         dttztytxdl 222 '''  . 
Для винтовой линии имеем 

dl     dtbadtbtata 22222 cossin  . 
 
Задания для аудиторной работы 
 
1 Найти годографы вектор функций: 
а)     ktjtitr

 42312  , t R ; 
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б) jtitr
 22 11  ,  1;0t ; 

в)     ktjtitr
 42312  ; 

г) ktjitr
 sh3ch4  , t R . 

2 Дано уравнение движения   jttitr
 243  . Определить 

траекторию и скорость движения. Построить векторы скорости 
для моментов 0t , 1t , 2t , 3t . 

3 Найти единичный касательный вектор годографа вектор-
функции 

     ktjtitr
 2112 32   

при 0t . 
4 Показать, что векторы  

kjtitr


 sincos  и 'r  
перпендикулярны. 

5 Для следующих кривых написать уравнение касательной 
плоскости и уравнение нормальной плоскости в данной точке: 

а) x t2sin4 , y tt cossin4 , z t2cos2 , t
4
 ; 

б) x
2

sin tet

, y 1, z
2

cos tet

, t 0. 

6 Найти дифференциал длины дуги  кривой 
x ta 2cos , y ttba cossin22  , z tb 2sin . 

 
Задания для домашней работы 
 
1 Найти годографы вектор функций: 
а) ktjtitr

 32  , t R ; 
б) ktjtitr


 sincos , t R ; 

в)   jttitr
 223  ; t R ; 

г)   kjtitr
 3ch1sh 2  , t R . 
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2 Дано уравнение движения     jtittr
 cos12sin2  . 

Определить траекторию и скорость движения. Построить векто-

ры скорости для моментов 
2
t , t . 

3 Найти единичный касательный вектор годографа вектор-
функции 

  jtittr
 23   

при 1t . 
4 Для следующих кривых написать уравнение касательной 

плоскости и уравнение нормальной плоскости в данной точке: 

а) x 2

2
1 t , y 3

3
1 t , z 4

4
1 t , t 2; 

б) x ta ch , y ta sh , z ta , t 0; 
в) x  ttet sincos  , y  ttet cossin  , z te , t 0. 
5 Показать, что кривые 

   ktjtitr
 121 2

1   и   ktjtitr
 22

2 232   
пересекаются и определить угол между кривыми в точке их пе-
ресечения. 

6 На кривой  
    ktjtitr

 32 11   
найти точку, касательная к которой параллельна плоскости  

012  zyx . 
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Практическое занятие 10 Кривизна кривой 
 
10.1 Понятие кривизны кривой 
10.2 Вычисление кривизны кривой 
10.3 Радиус, круг и координаты центра кривизны плоской 

кривой 
10.4 Эволюта и эвольвента плоской кривой 
 
10.1 Понятие кривизны кривой 
Одной из важных характеристик кривой является мера ее 

изогнутости – кривизна. 
Например, о двух плоских кривых 1ACB  и 2ADB  (ри-

сунок 10.1) можно сказать, что кривая 2  более изогнута, 
чем 1 . 

 

 
 

Рисунок 10.1 – Кривые 1  и 2  Рисунок 10.2 – Угол смежности 
 
Однако для того, чтобы строго оценить степень изогнутости 

плоской линии, необходимо ввести количественную характери-
стику ее изогнутости (кривизны). 

Рассмотрим на кривой точки M  и 1M . Проведем в этих точ-
ках касательные к кривой. При переходе по кривой из точки M  
в точку 1M  касательная поворачивается на угол  , который 
называется углом смежности (рисунок 10.2).  

Отношение угла смежности дуги к ее длине называется сред-

ней кривизной дуги: 
l

K






cp . 

Средняя кривизна характеризует среднюю изогнутость кри-
вой на всей дуге. На отдельных участках кривой кривизна может 
значительно отличаться от средней. Чтобы избежать такой неоп-
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ределенности, вводится количественная мера изогнутости кри-
вой в точке M . Эта характеристика основана на том, что чем 
меньше дуга   (рисунок 10.2), тем лучше средняя кривизна ха-
рактеризует изогнутость линии вблизи точки M . 

Кривизной K  линии   в точке M  называется предел, к ко-
торому стремится средняя кривизна cpK  дуги 1MM  линии   
при стремлении точки 1M  к точке M : 

l
KK

lMM 






0cp limlim

1

. 

 
10.2 Вычисление кривизны кривой 
Пусть кривая   является годографом дважды дифференци-

руемой векторной функции действительного аргумента 
  r t a t b   
  (рисунок 10.3). 

Тогда кривизна кривой   вычисляется по формуле 

3'

'''

r
rr

K 




 . 

Если гладкая кривая   задана параметрическими уравнениями 
      btatztytx  ;; , 

то кривизна вычисляется по формуле 

     
 2

3
222

2''''''2''''''2''''''

''' zyx

yxyxxzxzzyzy
K




 . 

Если кривая   задана в плоскости Oxy  уравнением  xfy  , 
то формула для вычисления ее кривизны получается из формулы 
вычисления кривизны, положив в ней xt  , 0z . Тогда урав-
нение линии   можно записать в параметрическом виде: 

 







.
,

xt
xfy

 

Отсюда 

  ''2'' 0100''' yyrr 
  и 2'1' yr 

 . 
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Значит,  

   2/32

''

'1 y

y
K


 . 

Если кривая   задана в плоскости Oxy  неявно уравнением 
  0; yxF , то кривизна вычисляется по формуле 

2
3

2'2'

''

'''''

'''''

0






 



yx

yx

yyyxy

xxyxx

FF

FF
FFF
FFF

K . 

Если кривая   задана в плоскости Oxy  в полярных коорди-
натах уравнением  rr  , то кривизна находится по формуле 

2
3

2'2

''2'2 2






 




rr

rrrr
K . 

 
10.3 Радиус, круг и координаты центра кривизны плоской 

кривой 
Проведем к кривой   нормаль в точке  yxM ;  и отложим на 

этой нормали в сторону вогнутости кривой отрезок RMN   (ри-

сунок 10.3), по величине обратный кривизне K : 
K

R 1
 . 

 
Рисунок 10.3 – Радиус кривизны MN 
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Отрезок MN  называется радиусом кривизны, точка N  – 
центром кривизны, а круг с центром в точке N  и радиусом R  – 
кругом кривизны кривой в точке  yxM ; . 

Если кривая   задана в декартовой системе координат Oxy  
уравнением  xfy  , то ее радиус кривизны находится по фор-
муле: 

 
y
yR




2/321 . 

Если кривая   в плоскости Oxy  задана параметрическими 
уравнениями, то ее радиус кривизны определяется по формуле: 

 
''''''

2/322 ''
xyxy

yxR



 . 

Если   – годограф вектор-функции  trr  , то: 

'''
' 3

rr
r

R 




 . 

 
10.4 Эволюта и эвольвента плоской кривой 
Из определения центра кривизны следует, что каждой точке 

M  кривой  , соответствует точка N  – центр кривизны кривой 
'  в точке M . 
Множество точек '  центров кривизны линии   называется 

ее эволютой, а сама линия   по отношению к своей эволюте 
называется эвольвентой. 

Пусть кривая   задана уравнением       jtyitxtr

  в 

плоскости Oxy . Пусть   ;N  – центр кривизны линии   в 
точке M  (рисунок 10.4). 

Тогда для любой точки   yxM ;  имеем MNOMON  . 
Обозначим  

1rON 
 ,   rOM 

 ,   0nRMN 
 , 

где 0n  – единичный вектор нормали кривой  .  
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Тогда   
 0

1 nRrr 
 . 

Это уравнение называется векторным уравнением эволюты 
кривой  . 

 

 
 

Рисунок 10.4 – Эволюта и эвольвента  
 
Запишем разложения векторов 1r

  и r  по базису  jiB


, :  
jir

 1 , 

jyixr

 . 

Найдем вектор 0n . 
Единичный вектор касательной к кривой   есть 

 
  j

yx
yi

yx
x

yx
jyix

tr
tr 






222222
0

''

'

''

'

''

'













 . 

Продифференцируем равенство 1
20 

  по t . Имеем 

02
0

0 
dt

d


 . 

Отсюда 0
0

 



dt

d . Таким образом, вектор нормали 
dt

dn
0



 . 

Координаты вектора n : 
































 j

yx
yi

yx
x

dt
dn




'

22

'

22

0

''
'

''
'  
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   
j

yx

xyyxxi
yx

xyyxy


322322 ''

'''''''
''

'''''''








 . 

Тогда 

j
yx

xi
yx

yn





2222

0

''

'

''

'





 . 

Подставим 0n  и  
''''''

''
2/322

xyxy
yxR



  в векторное уравнение эво-

люты     0
1 nRtrtr 

 : 

j
xyyx

yxxi
xyxy

yxyjyixji


''''''
'''

''''''
'''

2222








  . 

Приравнивая коэффициенты при i


 и j


 в левой и правой час-
тях выражения, получим: 

''''''
'''
22

xyxy
yxyx




 , 

''''''
'''
22

xyxy
yxxy




 . 

Данные формулы являются параметрическими уравнениями 
эволюты '  кривой     Ttztytx  00;; . Сама же кривая 

  является эвольвентой по отношению к кривой ' . 
Свойства эволюты и эвольвенты, устанавливающие связь ме-

жду ними: 
– нормаль к эвольвенте   является касательной к эволюте в 

соответствующей точке; 
– если на некотором участке эвольвенты радиус кривизны 

изменяется монотонно, то приращение радиуса кривизны на 
этом участке равно по абсолютной величине длине дуги соот-
ветствующего участка эволюты.  

 
Вопросы для самоконтроля 
 
1 Дайте определение кривизны и радиуса кривизны кривой. 
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2 Как вычисляется кривизна в случаях векторного, парамет-
рического представления кривой? 

3 Дайте определение радиуса, круга и центра кривизны пло-
ской кривой. 

4 Что называется эволютой и эвольвентой плоской кривой? 
 
Решение типовых примеров 
 
1 Вычислить кривизну кривой xy ln  в точке 10 x .  

Р е ш е н и е . Находим
x

y 1
 , 2

1
x

y  . Тогда кривизна кри-

вой xy ln  в любой ее точке M  с абсциссой x  есть 

  2/322/3

2

2

111

1

x

x

x

xK










 


 . 

В точке 10 x  имеем 

4
2

2
1

2/310
xK . 

2 Найти кривизну в любой точке циклоиды 
    20;cos1;sin  ttayttax  

Р е ш е н и е . Имеем 
 tax cos1'  , tax sin''  , 

tay sin'  , tay cos''  . 
Тогда 

   tatttaxyyx cos1sincoscos 2222''''''  , 

   tatttayx cos12sincoscos21 22222'2'  . 
Подставляя в формулу для вычисления кривизны, получим 

 

   tata

ta

yx

yxyx
K

cos122
1

cos12

cos1

2
3

2

2

2
3

2'2'

''''''














 


 . 
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3 Найти координаты центра кривизны кривой 243  yx  в 
точке  1;1M . 

Р е ш е н и е . Дифференцируем уравнение два раза: 
043 '32  yyx , 04126 ''32'2  yyyyx . 

Так как 1x , 1y , то из первого выражения находим, что 

4
3' y , а из второго получаем 

16
51'' y . 

Подставляя в формулы для координат центра кривизны, по-
лучим 

68
43

16
51

4
3

16
91

1
1

''

'2'
















 







 


y

yy
x , 

51
26

16
51
16
91

11
''

2'










y
yy , т. е. 








51
26;

68
43C . 

4 Найти эволюту эллипса  20;sin;cos  ttbytax . 
Р е ш е н и е . Имеем  

tax sin'  , tby cos' , tax cos''  , tby sin''  . 
Подставляя в формулы для эволюты, получим 

2 2
3cosa b t

a
 
 , 

2 2
3sinb a t

b
 
 . 

Данные уравнения являются параметрическими уравнениями 
астроиды (рисунок 10.6). 

 
Рисунок 10.6 – Эллипс и его эволюта 
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5 Составить уравнение эволюты параболы 

2
12  xy . 

Р е ш е н и е . Продифференцируем два раза уравнение парабо-
лы: 

12 ' yy , 
y

y
2
1'  , 

022 ''2'  yyy , 3

2'
''

4
1
yy

yy  . 

Определяем координаты центра кривизны: 

2

3

2
2

22

3

4
1

2
1

4
11

2
1

''''''
''' y

y

yy
y

xyxy
yxyx 















 , 

33

3

222

44

4
1

4
11

''''''
''' yyyy

y

yy
xyxy

yxxy 






 . 

Получаем уравнение эволюты в параметрической форме: 
23y  , 34y   . 

Исключив параметр y , найдем уравнение эволюты в явном 
виде 

32

27
16   . 

 
Задания для аудиторной работы 
 
1 Вычислить кривизну данных кривых в указанных точках: 
а) 2xy  ,  0;00M ,  1;11M ; 
б) 122  yxyx ,  1;1M ; 

в) 2tx  , 3

3
1 tty   при 1t ; 
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г)  cos1 ar , 
4
  . 

2 Найти радиусы кривизны кривых: 

а) 1
925

22

 yx ; 

б) 3
2

3
2

3
2

ayx  ; 
в)  ttax sin ,  tay cos1 ; 
г) 2cos22 ar  . 
3 Вычислить координаты центров кривизны кривых в указан-

ных точках: 

а) 22

3

xa
ay


 ,  aM ;0 ; 

б) xexy  , 





 

e
M 1;1 . 

4 Составить уравнения эволют кривых: 
а) 3xy  ;   

б) 3
2

3
2

3
2

ayx  ; 
в) tttx cossin  , ttty sincos  . 

 
Задания для домашней работы 
 
1 Вычислить кривизну данных кривых в указанных точках: 
а) 3xy  ,  1;1 M ; 
б) 99 22  yx  в вершинах эллипса  0;3A  и  1;0B ; 

в) 
2

2tx  , 3

3
1 ty  , 








3
1;

2
1M ; 

г)  cos1 ar , 
3
  . 

2 Найти радиусы кривизны кривых: 
а) 3 xy  ; 
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б) tax cos , tay sin ; 
в) ar  . 
3 Вычислить координаты центров кривизны кривых в указан-

ных точках: 
а) 

2xey  ,  1;0M ; 

б) xy sin , 





 1;

2
M ; 

в) 
x

y 1 ,  1;1M . 

4 Составить уравнения эволют кривых: 
а) 222 ayx  ; 
б) tx 2 , 22  ty . 
 


