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Задания к практическим занятиям 
 
Раздел 1 Ряды Фурье 
 
Тема 1 Ряды Фурье по ортогональным системам функций 
 
1 Вычислить скалярное произведение функций   3xx   и 

  14  xx на отрезке  1;0 . 

2 Доказать, что система 
l
xsin , 

l
x2sin , …, 

l
xnsin , … на от-

резке  l;0  является ортогональной и построить соответствующую 
ей ортонормированную систему. 

3 Доказать, что система многочленов Лежандра, определяемая 
следующим образом: 

   nn

n

nn nx
dx
d

n
xP  2

!2
1

, ,...1,0n , 

на отрезке  1;1  является ортогональной. 
4 Записать первые три члена разложения функции   xxf   на 

отрезке  1;1  по ортогональным многочленам Лежандра. 
 
П р и м е р ы  о ф о р м л е н и я  р е ш е н и я  
1 Вычислить скалярное произведение функций   xx   и 

  2xx  на отрезке  1;0 . 
Р е ш е н и е . Имеем: 

 
4
1

4
,

1

0

41

0

2  
xdxxx . 

2 Вычислить норму функции   xx sin  в  ;02L . 
Р е ш е н и е . Так как 

2
2sin

4
1

2
sin

00

22 








   xxxdx , 

то 
2


  . 

3 Проверить ортогональны ли функции   xx   и   2xx   на 
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– подобие: если    pFtf   и 0 , то  

  








 pFtf 1
 ; 

– запаздывание: если    pFtf   и 0 , то  

   pFetf p     ; 
– опережение: если    pFtf  , то  

     











  




0

dtetfpFetf ptp ; 

– изображение периодической функции: пусть оригинал  tf  
имеет период T  и он может быть представлен в виде сходящегося 
ряда  

   





0

0
n

nTtftf , 

где    
0

при 0 ,
0 при 0 и .
f t t T

f t
t t T

   
 

 

Тогда 

    pT
n e

pFnttf 



 
 1

1
0

0
0  ; 

– смещение: если    pFtf   и a  , то 

   apFtfeat   ; 
– дифференцирование оригинала: если    pFtf   и функции 

 tf  ,  tf  ,…,   tf n  являются оригиналами, то для любого 
1k  , 2, …, n   

           11 0 ... 0k kk kf t p F p p f f       , 
в частности      0fpFptf   ; 

– дифференцирование изображения: если    pFtf  , то  
      tftpF nnn  1 , n  1, 2, …; 

– интегрирование оригинала: если    pFtf  , то  

   pF
p

dzzf
t 1

0

  ; 
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– интегрирование изображения: если    pFtf   и интеграл 

 


p

dF   сходится, то    
t
tfdF

p




 ; 

– пусть 
 
t
tf

 – оригинал непрерывный на  t0 , 

   pFtf   и несобственный интеграл 
 




0

dt
t
tf

 сходится. Тогда 

имеет место равенство 
    

 


0 0

dxxFdt
t
tf

. 

 
1.4 Т а б л и ц а  о р и г и н а л о в  и  и з о б р а ж е н и й  
Ниже приведены изображения некоторых функций: 

1≑
p
1

; 

ate ≑
ap 

1
; 

t≑ 2
1
p

; 

nt ≑ 1
!
np

n
, n ℕ; 

nat te  ≑ 1)(
!

 nap
n

; 

wtsin ≑ 22 wp
w


; 

wtcos ≑ 22 wp
p


; 

wtsh ≑ 22 wp
w


; 

wtch ≑ 22 wp
p


; 

wteat sh ≑
  22 wap

w


; 

wteat ch ≑
  22 wap

ap



; 

wtt sin ≑  222

2

wp

wp


; 

wtt cos ≑  222

22

wp

wp




; 

wtt sh ≑  222

2

wp

wp


; 

wtt ch ≑  222

22

wp

wp




; 

wteat sin ≑
  22 wap

w


; 

wteat cos ≑
  22 wap

ap



.. 
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1 Сформулируйте необходимый признак существования изобра-
жения? 

2 Сформулируйте теорему единственности оригинала? 
3 Сформулируйте теорему Римана-Меллина. 
Д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м  
1 Сформулируйте и докажите теорему о существовании изобра-

жения. 
2 Сформулируйте и докажите свойства  преобразования Лапласа. 
3 Сформулируйте и докажите вторую теорему разложения. 
В о п р о с ы  и  з а д а ч и  н а  п о н и м а н и е  
В чем суть первой теоремы разложения? 
1 Как связаны между собой преобразование Лапласа и преобразо-

вание Фурье? 
2 Как используется преобразование Лапласа при решении линей-

ных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами? 
3 Как используется преобразование Лапласа при решении систем 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами? 

4 При исследовании каких процессов используется операционное 
исчисление в электротехнике? 
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направлением обхода контура, то слагаемое  0
kLkiL  следует брать 

со знаком «плюс», если же и  0
kCu  направлено по обходу конту-

ра, то результирующий знак слагаемого 
 

p
u

kC 0
 должен быть «ми-

нус», так как начальная э. д. с. емкости всегда направлена навстре-
чу начальному напряжению на обкладках конденсатора  0Cu . 

Законы Ома и Кирхгофа в операторной форме имеют тот же 
вид, что и при установившихся режимах в цепях постоянного и 
переменного тока. Поэтому, применяя операционное исчисление 
для расчета переходных процессов, в принципе можно использо-
вать все методы расчета сложных линейных электрических цепей с 
постоянными параметрами. При исследовании переходных про-
цессов в сложных и разветвленных электрических цепях (в по-
следнем случае при ненулевых начальных условиях) наибольшее 
применение получили метод уравнений Кирхгофа, метод контур-
ных токов и метод наложения. При расчете переходных процессов 
в неразветвленных  цепях, также в простых разветвленных цепях 
при нулевых начальных условиях применяется закон Ома в опера-
торной форме. При этом в разветвленной цепи непосредственно 
определяется только ток переходного режима в ветви, содержащей 
источник э. д. с. (вся цепь нереально сводится к простой нераз-
ветвленной цепи). 

Во всех случаях расчета переходных процессов в электрических 
цепях операторным методом сохраняется такая последователь-
ность операций: сначала определяются начальные условия, затем 
записывается уравнение или система уравнений для заданной цепи 
в операторной форме, что позволяет найти изображения искомых 
токов или напряжений. По полученным изображениям отыскива-
ются оригиналы – мгновенные значения токов или напряжений 
переходного режима. 

 
Вопросы для самоконтроля 
О п р е д е л е н и я   
1 Какая функция называется оригиналом? 
2 Какой интеграл называется изображением? 
3 Какая операция называется преобразованием Лапласа? 
4 Что называется обратным преобразованием Лапласа? 
Ф о р м у л и р о в к и  т е о р е м  и  ф о р м у л ы  
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Тема 2 Восстановление оригинала по изображению 
 
2.1 Свертка функций. 
2.2 Интеграл Дюамеля.  
2.3 Теоремы разложения.  
2.4. Связь преобразования Лапласа с преобразованием Фурье.  
 
2.1 С в е р т к а  ф у н к ц и й  
 
– умножение изображений: если    pFtf 11  , 1Re p s , и 
   pFtf 22  , 2Re p s , то  

        
t

dtffpFpF
0

2121  ; 

– теорема Бореля: свертке оригиналов  

        
t

dtfftftf
0

2121 *      
t

dyytfyf
0

12  

соответствует произведение изображений 
       pFpFtftf 2121 *  ; 

– интеграл Дюамеля: если    pFtf   и    g t G p , то 

           0 *pF p G p f g t f t g t  , 

           0 *pF p G p g f t g t f t  . 
 
2.3 Т е о р е м ы  р а з л о ж е н и я  
Для восстановления оригинала  f t  по заданному изображе-

нию  F p  в простейших случаях используется таблица изображе-
ний. Дополнительное применение свойств изображений позволяет 
существенно расширить возможности восстановления оригинала 
по заданному изображению.  

Т е о р е м а  1  ( Р и м а н а - М е л л и н а ) Пусть функция  tf  
оригинал с показателем роста 0s , а  pF  – ее изображение. То-
гда в любой точке t  непрерывности оригинала  tf  справедлива 
формула Римана-Меллина 
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iu

iu

ptdpepF
i

tf
2
1 , 

где интегрирование производится вдоль любой прямой Re p u , 

0u s , и интеграл понимается в смысле главного значения. 
Формула Римана-Меллина  

   





iu

iu

ptdpepF
i

tf
2
1  

является обратной к формуле    



0

dtetfpF pt  и называется об-

ратным преобразованием Лапласа. 
В точке 0t , являющейся точкой разрыва 1-го рода функции 

 f t , правая часть формулы Римана-Меллина равна  

    0 0
1 0 0
2

f t f t   . 

Непосредственное применение формулы обращения для вос-
становления оригинала  f t  по изображению  F p  затрудни-
тельно. Для нахождения оригинала обычно пользуются теоремами 
разложения. 

Т е о р е м а  2  ( 1 - я  т е о р е м а  р а з л о ж е н и я ) Если функ-
ция  pF  в окрестности точки p  может быть представле-
на в виде ряда Лорана 

  ...3
2

2
10

0
1 




 p

c
p
c

p
c

p
cpF

k
k
k , 

то функция   ...
!2!

2

210
0






tctcc
k
tctf

k

k

k , 0t  , является 

оригиналом, имеющим изображение  pF : 

  



 

0
1

k
k
k

p
cpF  tf

k
tc

k

k

k 


0 !
. 

Вторую теорему разложения можно сформулировать следую-
щим образом. 
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бражение начальной э. д. с. емкости (включая знак «минус»), урав-
новешивающей начальное напряжение на обкладках конденсатора 
и направленной навстречу  0Cu . 

Операторное сопротивление  
pC

LprpZ 1
  контура r , L  

и C  получено из выражения комплекса полного сопротивления 
этого контура  

Ci
LirZ


 1

  

путем замены i  на p , 12 i . 
Закон Ома в операторной форме позволяет, непосредственно 

исследовать переходные процессы только в неразветвленных элек-
трических цепях. При рассмотрении переходных процессов в раз-
ветвленных и сложных электрических цепях необходимо исполь-
зовать первый и второй законы Кирхгофа, которые имеют в опера-
торной форме следующий вид: 

первый закон –   0
1




n

k
k pI ; 

второй закон –      



l

k
kk

m

k
k pFpIpZ

11
. 

При составлении уравнений цепи по этим законам «правила 
знаков» остаются такими же, как и при расчете установившихся 
режимов в электрических цепях постоянного и переменного тока. 
В частности, если мгновенное значение тока переходного процесса 
 tin  протекающего в ветви n , принято направленным к заданному 

узлу (для которого составляется уравнение по первому закону 
Кирхгофа), то изображение этого тока  pIn  берется с одним зна-
ком (например, со знаком «плюс»). Если же ток  pim  направлен 
от узла, то его изображение  pIm  берется с другим знаком (со 
знаком «минус»). 

Составляя уравнения по второму закону Кирхгофа, необходимо 
учитывать, что кроме внешних э. д. с.   kk ete   в контурах, содер-
жащих индуктивности и емкости при ненулевых начальных усло-
виях, действуют еще и внутренние э. д. с. (начальные э. д. с.: само-
индукции и емкости). Причем, если направление  0

kLi  совпадает с 
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Так как направление источника э. д. с.  tee  , действующего в 
контуре r , L  и C  во время переходного процесса, совпадает с 
направлением обхода этого контура, то по второму закону Кирх-
гофа получаем уравнение: 

  euidt
Cdt

diLri C

t

  01

0

. 

Обозначим    pIipi    – изображение тока переходного 
процесса в контуре;    pEepe    – изображение внешней 
э. д. с., действующей в контуре.  

Тогда уравнение цепи r , L  и C  в операторной форме примет 
вид: 

            pE
p

upI
pC

ippILprI C
L 

010 . 

Это уравнение можно записать так: 
 

       
p

uLipEpI
pC

Lpr C
L

001









 . 

 
Откуда находится выражение для изображения тока переходно-

го процесса в виде: 

 
     

pC
Lpr

p
uLipE

pI

C
L

1

00




 . 

Полученная зависимость представляет собой закон Ома в опе-
раторной форме. Его можно записать так: 

   
 pZ
pFpI  , 

где        
p

uLipEpF C
L

00   – изображение всех (внешних и 

внутренних) э. д. с., действующих в контуре;  
pC

LprpZ 1
  – 

операторное сопротивление контура r , L  и C ; 
 
p

uC 0
  – изо-
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Т е о р е м а  3  ( 2 - я  т е о р е м а  р а з л о ж е н и я ) Если 

   
 pQ
pPpF   – рациональная правильная несократимая дробь, 1p , 

2p , ... , np – простые или кратные нули знаменателя  pQ , то 
оригинал  tf , соответствующий изображению  pF , определя-
ется формулой 

   
   
pQ
pPpF  

   
1

Res k

k

n
p t

p pk

P p
e f t

Q p


 
  

  
 . 

В частности, если знаменатель 1p , 2p , ... , np  – простые полю-
са, то функция  

   
 




n

k

tp

k

k ke
pQ
pPtf

1
'  

является оригиналом, имеющим изображение  pF . 
Т е о р е м а  4 Пусть  pF  – функция комплексной переменной 

p , обладающая свойствами: 
1)  pF  задана в полуплоскости 0Re sup   и удовлетворяет 

в ней условиям: 
а)  pF  – аналитическая функция в полуплоскости 

0Re sup  , 
б) в области 0Re sup   функция  pF  стремится к нулю 

при p  равномерно относительно  0arg sp  ; 
в) для всех up Re , 0su  , несобственный интеграл 

 
u i

u i

F p dp
 

 
  сходится; 

г) может быть аналитически продолжена на всю комплексную 
плоскость pC ; 

2) аналитическое продолжение функции  pF  в полуплоскость 

0Re sp   удовлетворяет условиям леммы Жордана.  
Тогда имеет место следующее соотношение: 

   





iu

iu

ptdpepF
i

tf
2
1  

1
Res k

k

n
p t

p pk
F p e



  , 
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где 0t  и kpp   – особые точки (полюсы, существенно особые 
точки) функции, являющейся аналитическим продолжением  pF  
в полуплоскость 0Re sp  , nk ,,2,1  . 

 
2.4. С в я з ь  п р е о б р а з о в а н и я  Л а п л а с а  с  п р е о б р а -

з о в а н и е м  Ф у р ь е  
Пусть функция  tf  является оригиналом с показателем роста 

0s  и имеет конечное число экстремумов. Тогда для нее можно за-
писать интеграл Фурье. При этом имеет место формула: 

     





 


 detftf ti

2
1

2
00 , 

где    




 dtetf ti . 

Учитывая, что в интеграле Лапласа параметр iup  , 
up Re , и для сходимости интеграла выбирается 0su  , то мож-

но записать: 

       







  dteetfdtetfiuFpF titutp 
0

. 

Сравнивая полученный интеграл Лапласа с преобразованием 
Фурье, видно, что изображение    pFiuF    есть прямое пре-

образование Фурье для функции     utetftg  . 
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щий коммутации в цепи,  0Li  и  0Cu , определяют начальные 
условия переходного процесса. При расчете переходного процесса 
в электрической цепи эти условия необходимо выявить до выпол-
нения всех остальных вычислений. Если все  0Li  и  0Cu  равны 
нулю, то в цепи имеют место нулевые начальные условия, а токи в 
индуктивностях и напряжения на конденсаторах в переходном 
процессе начнут изменяться от нулевых значений. При ненулевых 
начальных условиях для определения знаков  0Li  и  0Cu  надо 
задаться направлениями обхода контуров цепи, в которых будет 
происходить переходный процесс. Положительные знаки  0Li  и 

 0Cu  сохранятся, если их направления совпадают с направлением 
обхода контура. В противном случае знаки  0Li  и  0Cu  изменят-
ся на противоположные. Здесь токи в индуктивностях и напряже-
ния на конденсаторах в переходном процессе начнут изменяться от 
тех значений, которые они имели в момент, непосредственно 
предшествующий коммутации (с учетом установленных знаков 
соответствующих величин). 

Пусть в электрической цепи, изображенной на рисунке 3. 1, ру-
бильник P  переключается из положения 1 в положение 2. Тогда в 
контуре r , L  и C  возникнет переходный процесс. Примем, что 
его начальные условия ненулевые:   00 Li  и   00 Cu . При на-
правлениях тока в индуктивности и напряжения на обкладках кон-
денсатора в начальный момент переходного процесса, показанных 
на рисунке 11, выбранном направлении обхода контура имеем 
  00 Li  и   00 Cu .  
 

 
Рисунок 11 – Электрическая цепь 

 
Возьмем направление мгновенного значения тока переходного 

процесса  tii  , совпадающие с направлением обхода контура. 
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И с п о л ь з о в а н и е  о п е р а ц и о н н о г о  и с ч и с л е н и я  в  
э л е к т р о т е х н и к е .  Методы операционного исчисления широ-
ко используются в электротехнике при исследовании переходных 
процессов в линейных цепях с сосредоточенными параметрами r , 
L  и C , поскольку явления, происходящие в таких цепях, описы-
ваются обыкновенными линейными дифференциальными уравне-
ниями и их системами, которые легко решаются с помощью опера-
ционного исчисления. 

Переходным процессом называется явление, наблюдающееся в 
цепи при переходе от одного установившегося режима к другому. 
Переходные процессы возникают в электрических цепях в резуль-
тате коммутаций (включения или выключения э. д. с., различных 
переключений, короткого замыкания в цепи, внезапного изменения 
параметров в цепи и т. д.). Эти процессы в электрических цепях 
всегда являются электромагнитными. Они протекают обычно с 
очень большой скоростью и, как правило, заканчиваются по исте-
чении долей секунды. При этом возможны случаи, когда напряже-
ния и токи цепи или на отдельных ее элементах при переходном 
процессе значительно превосходят их значения в установившемся 
режиме. Последнее может привести к выходу из строя некоторых 
элементов цепи. 

При протекании переходных процессов в электрических цепях 
всегда выполняются законы коммутации (законы переходных про-
цессов): 

а) ток в индуктивности L  не может измениться скачком. В на-
чальный момент (непосредственно после коммутации) он сохраня-
ет то значение, которое было в момент, непосредственно предше-
ствующий коммутации:  

 
     000 LLL iii   ; 

 
б) напряжение на емкости C  не может измениться скачком. В 

начальный момент (непосредственно после коммутации) оно со-
храняет то значение, которое было в момент, непосредственно 
предшествующий коммутации: 

 
     000 CCC uuu   . 

 
Значения токов в индуктивностях и напряжений на обкладках 

конденсаторов в момент времени, непосредственно предшествую-
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Тема 3  Приложения операционного исчисления 
 
3.1 Решение линейных дифференциальных уравнений с посто-

янными коэффициентами 
3.2 Решение систем дифференциальных уравнений с постоян-

ными коэффициентами 
3.3 Использование операционного исчисления в электротехнике 
 
Пусть имеется линейное дифференциальное уравнение с посто-

янными коэффициентами 
     tfyayaya n

nn   ...1
10 , 

удовлетворяющее начальным условиям Коши 
  00 cy  ,   10y c  , ... ,    1

1 0 
  n

n cy , 
где 0c , 1c , ... , 1nc  – заданные числа, функция  ty  вместе с ее рас-
сматриваемыми производными и функция  tf  являются оригина-
лами. 

Для того чтобы найти решение  y t  применим к обеим частям 
дифференциального уравнения преобразование Лапласа, т. е. от 
оригиналов  y t  и  f t  переходим к изображениям  Y p  и 

 F p  соответственно. В результате получается операторное урав-
нение: 

     



 ......... 20

21
111

2
0

1
0 n

nn
n

nnn ccpYpaccpcpYpa
  FYacpYa nn   01  

Разрешая полученное операторное уравнение относительно 
 pY , находим  

     
 pQ

pRpFpY
n

n 1
 , 

где   n
nn

n apapapQ   ...1
10 ,  

      





 2
3

1
2

011
2

1
1

001 ...... n
nn

n
nn

n apapacapapacpR
  01... acn . 

Полученное решение называется операторным решением иско-
мого дифференциального уравнения.  
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Определяя оригинал  ty , соответствующий найденному изо-
бражению  pY , получается искомое решение . 

Полученное решение  ty  во многих случаях оказывается спра-
ведливым при всех Rt , а не только при 0t . 

При нулевых начальных условиях решение операторного урав-

нения примет вид    
 pQ
pFpY

n
 . 

Если  y t  – решение дифференциального уравнения   
   1

1 ... 1n n
ny a y a y     

при начальных условиях  0y   0y  ...=    1 0 0ny   , то ре-

шением уравнения      1
1 ...n n

ny a y a y f t     при тех началь-
ных условиях является функция  

     
0

t

y t y f t d     . 

Данная формула позволяет находить решение линейного диф-
ференциального уравнения с постоянными коэффициентами при 
нулевых начальных условиях, не находя изображения правой час-
ти. 

Пусть дана система линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами: 

 1 11 1 1 1... n ny a y a y f t     , 

 2 21 1 2 2... n ny a y a y f t     , 
.......................................... , 

 1 1 ...n n nn n ny a y a y f t     , 
удовлетворяющая начальным условиям Коши 

  11 0 cy  ,   22 0 cy  , ... ,   nn cy 0 , 
где 0c , 1c , ... , nc  – заданные числа, функции  ty1 ,  ty2 , ... ,  tyn  
вместе с их первыми производными и функции  tf1 ,  tf2 , ... , 

 tfn  являются оригиналами. 
Пусть    pYty kk  ,    pFtf kk  , 1,2,...,k n . Применяя пре-

образование Лапласа к каждому уравнению системы и учитывая 
правила дифференцирования оригинала, получим: 
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 tFYaYacpY nn 1111111 ...  , 
 tFYaYacpY nn 2212122 ...  , 

.......................................... , 
 tFYaYacpY nnnnnnn  ...11 , 

или 
   tFcYaYaYap nn 111212111 ...  , 

   tFcYaYapYa nn 222121121 ...  , 
........................................................... , 

   tFcYapYaYa nnnnnnn  ...2211 . 
Данная система называется системой операторных уравнений.  
Пусть  

paaa

apaa
aapa

nnnn

n

n








...
............

...

...

21

22221

11211

 

есть определитель системы операторных уравнений и km  – алгеб-
раические дополнения элементов, находящихся на пересечении k -
1 строки и m -го столбца. Если определитель 0 , то применяя 
правило Крамера, получим: 

 
  








n

i
kmii

k

cpF
pY 1 , 1, 2,...,k n . 

Для нахождения решения исходной системы определяются ори-
гиналы, соответствующие полученным изображениям. 

Если определитель 0 , то система операторных уравнений 
решения не имеет, следовательно, и исходная система не имеет 
решения. 

При помощи операционного исчисления можно находить реше-
ния линейных дифференциальных уравнений с переменными ко-
эффициентами, уравнениями в частных производных, уравнений в 
конечных разностях, проводить суммирование рядов, вычислять 
интегралы. При этом решение этих и других задач значительно 
упрощается. 


