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Лекция 2. ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 
 

1.Свертка функций. 
2. Теоремы разложения. 
3. Обратное преобразование Лапласа. 
4.Связь преобразования Лапласа с преобразованием Фурье. 

 
1. Свертка функций. 

Теорема 1 (умножение изображений). Если ( ) ( )pFtf 11 =& , 
'
0Re sp > , и ( ) ( )pFtf 22 =& , ''

0Re sp > , то  

( ) ( ) ( ) ( )∫ −⋅=⋅
t

dtffpFpF
0

2121 τττ& . 

► Шаг 1. Докажем, что функция ( ) ( ) ( )∫ −⋅=
t

dtfft
0

21 τττϕ  яв-

ляется оригиналом.  
Условия 1) и 2) очевидны. Возьмем { }''0'

00 ,max sss =  и 
{ }21,max MMM = . 

Тогда 
( ) tsts MMtf 0

'
0 ee11 ≤≤  и ( ) tsts MMtf 0

''
0 ee22 ≤≤ . 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =<−⋅≤−⋅= ∫∫∫ −
t

tsts
tt

deeMdtffdtfft
0

2

0
21

0
21

00 τττττττϕ τ

tsteM 02= . 

Так как при любом малом 0>ε  справедливо 0lim =
∞→ tt e

t
ε , то 

функция ( ) te
ttg ε=  ограничена на интервале ∞<≤ t0 , т.е. 

A
e
t

t ≤ε . Отсюда teAt ε⋅≤ . 

 120

Тогда ( ) ( ) tsts eAMteMt ⋅+≤< εϕ 00 22 . При 0→ε  имеем, что 

функция ( ) ( ) ( )∫ −⋅=
t

dtfft
0

21 τττϕ  имеет ограниченный рост, по-

казатель которого равен 0s . 

Шаг 2. Докажем формулу ( ) ( ) ( ) ( )∫ −⋅=⋅
t

dtffpFpF
0

2121 τττ& . 

Используя преобразование Лапласа, можно записать 

( ) ( ) ( ) ( ) =⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅=−⋅ ∫ ∫∫

∞
−

0 0
21

0
21 e dtdtffdtff pt

tt

ττττττ &  

( ) ( )∫ ∫
∞

− −⋅=
0 0

21

t
pt dtffdte τττ . 

Область S  интегрирования данного двойного интеграла оп-
ределяется условиями ∞<≤ t0  и t≤≤τ0 . 

Изменяя порядок интегрирования и полагая τ−= ty  (рис.1), 

 
Рис.1. 
 
получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ==−=− ∫∫∫∫∫
∞∞

−
∞

−
∞

0
2

0
12

0
1

0
21 dyyfdefdttfedfdtff ppt

t

ττττττττ τ

τ

&

( ) ( )pFpF 21= .◄ 

Опр е д е л е н и е  1 .  Функция вида ( ) ( )∫ −
t

dtff
0

21 τττ  назы-

вается сверткой функций ( )tf1  и ( )tf2 . 
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Обозначается: ( ) ( )tftf 21 * , т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )∫ −⋅=
t

dtfftftf
0

2121 * τττ . 

Положим τ−= ty . Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =⋅−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=
−=

=−⋅= ∫∫
0

21
0

2121 .
,

*
t

t

dyyfytf
yt

ty
dtfftftf

τ
τ

τττ

( ) ( )∫ −⋅=
t

dyytfyf
0

12 . 

Видно, что свертка обладает свойством коммутативности. 
Учитывая понятие свертки, теорему умножения можно запи-

сать в виде  
( ) ( ) ( ) ( )pFpFtftf 2121 * ⋅=& . 

Следствие (формула Дюамеля). Пусть ( )tf1  и ( )tf2  – ори-
гиналы, ( ) ( )pFtf 11 =& , '

0Re sp > , и ( ) ( )pFtf 22 =& , ''
0Re sp > , причем 

( )tf '
2  также является оригиналом. Тогда имеет место равен-

ство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )021
0

'
2121 ftfdtffpFpFp

t

⋅+−⋅=⋅⋅ ∫ τττ& , 

где { }''0'
0 ,maxRe ssp > . 

►Запишем произведение ( ) ( )pFpFp 21 ⋅⋅  в виде  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pFfpFfpFpFppFpFp 21212121 00 ⋅+⋅−⋅⋅=⋅⋅ . 

Отсюда ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )pFffpFppFpFpFp 2111221 00 ⋅+−⋅⋅=⋅⋅ . 
Первое слагаемое есть произведение изображений, соответ-

ствующих оригиналам ( )tf2  и ( )tf '
1 . Используя свойства умно-

жения изображений и линейности, можно записать 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pFftftfpFpFp 212

'
121 0 ⋅+⋅=⋅⋅ & . 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )021
0

'
2121 ftfdtffpFpFp

t

⋅+−⋅=⋅⋅ ∫ τττ& .◄ 
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Пример. Найти оригинал, соответствующий изображению 

( ) ( )22

2

1

2

+
=

p

ppF . 

Р еш е н и е . Поскольку  

( ) 11
12

1

2
2222

2

+
⋅

+
⋅=

+ p
p

p
p

p

p , 

t
p

sin
1

1
2 =
+

& ,        t
p

p cos
12 =

+
& , 

то на основании формулы Дюамеля имеем 

( ) tttdt
p

p
p

p
t

sincos0coscos2
11

12
0

22 +=+−⋅=
+

⋅
+

⋅ ∫ τττ& . 

 
2. Теоремы разложения. 

Теорема 2 (1-я теорема разложения). Если функция ( )pF  в 
окрестности точки ∞=p  может быть представлена в виде 
ряда Лорана 

( ) ...3
2

2
10

0
1 +++==∑

∞

=
+ p

c
p
c

p
c

p
cpF

k
k
k , 

то функция ( ) ...
!2!

2

210
0

+⋅++=⋅=∑
∞

=

tctcc
k
tctf

k

k

k , 0>t , является 

оригиналом, имеющим изображение ( )pF : 

( ) ==∑
∞

=
+ &

0
1

k
k
k

p
cpF ( )tf

k
tc

k

k

k =⋅∑
∞

=0 !
. 

Без доказательства. 

Пример. Найти оригинал ( )tf , если ( )
12 +

=
p

ppF . 

Р еш е н и е . Запишем разложение в ряд Лорана функции 
данной в окрестности точки ∞=p : 
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( ) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>⇒<=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

⋅=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

= 111

11

11
11

1 22

22
2

2 p
p

p

p
p

p

p
p

ppF

...111...1111
5342 −+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−⋅=

pppppp
. 

Следовательно, 

( ) ttttf cos...
!4!2

1
42

=−+−=  при 0>t . 

Теорема 3 (2-я теорема разложения). Если ( ) ( )
( )pQ
pPpF =  – 

рациональная правильная несократимая дробь, знаменатель 
которой ( )pQ  имеет лишь простые корни 1p , 2p , ... , np , то 
функция  

( ) ( )
( )∑

=

⋅=
n

k

tp

k

k ke
pQ
pPtf

1
'  

является оригиналом, имеющим изображение ( )pF . 

► Разложим правильную рациональную дробь ( )
( )pQ
pP  на про-

стейшие: 
( )
( ) n

n

pp
c

pp
c

pp
c

pQ
pP

−
++

−
+

−
= ...

2

2

1

1 , 

где kc , nk ,..,2,1= , – неопределенные коэффициенты. 
Для определения коэффициента 1c  умножим обе части этого 

разложения на ( )1pp − : 
( )
( ) ( ) ( )1

2

2
11 ... pp

pp
c

pp
ccpp

pQ
pP

n

n −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++
−

+=−⋅ . 

Переходя в этом равенстве к пределу при 1pp → , получим 
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )1

'
1

1

1
11

11

lim
0
0lim

pQ
pP

pp
pQpQ

pPpp
pQ
pPc

pppp
=

−
−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=−⋅=

→→
. 
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Аналогично находятся коэффициенты kc , nk ..,3,2= . 
Подставляя найденные значения в разложение функции 
( )
( )pQ
pP , имеем 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) nn

n

pppQ
pP

pppQ
pP

pppQ
pP

pQ
pP

−
⋅++

−
⋅+

−
⋅=

1...11
'

22
'

2

11
'

1 . 

Известно, что tp

k

ke
pp

=
−

&
1 , nk ,..,2,1= . На основании свой-

ства линейности получим 

( ) ( )
( )pQ
pPpF =

( )
( ) →

−
⋅=∑

=

n

k kk

k

pppQ
pP

1
'

1 ( )
( )

( )tf
pQ
pPn

k

tp

k

k k =⋅∑
=1

' e . ◄ 

Замечания. 1. Дробь ( )
( )pQ
pP  должна быть правильной. В про-

тивном случае не выполняется необходимый признак существо-
вания изображения ( ) 0lim =

∞→
pF

p
. 

2. Видно, что коэффициенты kc , nk ,..,2,1=  определяются 
как вычеты комплексной функции ( )pF  в простых полюсах 

( )
( )

( )
( )pQ
pP

pQ
pPc

kk ppppk
=→

== Reslim ' . 

Вторую теорему разложения можно сформулировать сле-
дующим образом: 

Теорема 4 (3-я теорема разложения). Если ( ) ( )
( )pQ
pPpF =  – 

рациональная правильная несократимая дробь, 1p , 2p , ... , np –  
простые или кратные полюсы знаменателя ( )pQ , то ориги-
нал ( )tf , соответствующий изображению ( )pF , определяется 
формулой 

( ) ( )
( ) == &
pQ
pPpF ( )

( ) ( )tfe
pQ
pPn

k

pt

pp k

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∑

= =1
Res . 

Без  доказательства. 
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Пример. Найти оригинал ( )tf  функции 

( )
( )( )41

1
2 ++

−
=

pp
ppF . 

Решение. Функция ( )pF  правильная рациональная несокра-
тимая дробь. Корни знаменателя ( ) ( )( )41 2 ++= pppQ  есть 

11 −=p , ip 22 −= , ip 23 = . Применим 2-ю теорему разложения. 
Очевидно, что ( ) 423 2 ++= pppQ . 

Тогда 1) для 11 −=p  имеем 
( )
( ) 5

2
423

1

1
2

1
'

11

−=
++

−
=

−=−= pp pp
p

pQ
pP , 

2) для ip 22 −=  имеем 
( )
( ) 20

34
48
21

48
21

423
1

2
2

2
'

22

i
i
i

i
i

pp
p

pQ
pP

ipip

+
=

+
+

=
−−
−−

=
++

−
=

−=−=

, 

3) для ip 23 =  имеем 
( )
( ) 20

34
48
21

48
21

423
1

2
2

2
'

33

i
i
i

i
i

pp
p

pQ
pP

ipip

−
=

−
−

=
+−
+−

=
++

−
=

==

. 

В итоге получим 

( ) tteeieietf tititt 2sin
10
32cos

5
2

5
2

20
34

20
34

5
2 22 +−

−
=

−
+

+
+

−
= −−− . 

 
3. Обратное преобразование Лапласа. 

Теорема 5 (формула Римана-Меллина). Пусть функция 
( )tf  является оригиналом и имеет показатель роста 0s , а 
( )pF  – ее изображением. Тогда в любой точке t , где оригинал 
( )tf  непрерывен, справедлива формула Римана-Меллина 

( ) ( )∫
∞+

∞−

=
iu

iu

ptdpepF
i

tf
π2
1 , 

причем интегрирование производится вдоль любой прямой, ин-
теграл понимается в смысле главного значения. 

Без доказательства. 
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Опр е д е л е н и е  2 .  Формула Римана-Меллина  

( ) ( )∫
∞+

∞−

=
iu

iu

ptdpepF
i

tf
π2
1  

является обратной к формуле ( ) ( )∫
∞

−=
0

dtetfpF pt  и называется 

обратным преобразованием Лапласа. 
Теорема 6. Пусть ( )pF  – функция комплексного переменно-

го p , обладающая следующими свойствами: 
1) функция ( )pF , первоначально заданная в полуплоскости 

0Re sup >=  и удовлетворяющая в ней условиям: 
а) ( )pF  – аналитическая функция в полуплоскости 

0Re sup >= , 
б) в области 0Re sup >≥  функция ( )pF  стремится к нулю при 

∞→p  равномерно относительно ( )0arg sp − ; 
в) для всех up =Re , 0su > , сходится несобственный интеграл 

( ) MdppF
iu

iu

<∫
∞+

∞−

, 

где M – некоторое положительное число, может быть анали-
тически продолжена на всю комплексную плоскость pC ; 

2) аналитическое продолжение функции ( )pF  в полуплос-
кость 0Re sp ≤  удовлетворяет условиям леммы Жордана. Тогда 
имеет место следующее соотношение 

( ) ( )∫
∞+

∞−

=
iu

iu

ptdpepF
i

tf
π2
1 ( )[ ]∑

= =
⋅=

n

k

pt

pp
epF

k1
Res , 

где 0>t  и kpp =  – особые точки (полюсы, существенно 
особые точки) функции, являющейся аналитическим продолже-
нием ( )pF  в полуплоскость 0Re sp ≤ , nk ,,2,1 K= . 

Без доказательства. 

Пример. Найти оригинал ( )tf  функции ( ) 22 ω
ω
+

=
p

pF . 
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Р еш е н и е . Аналитическим продолжением функции ( )pF  в 

левую полуплоскость 0Re sp ≤  является функция 22 ω
ω
+p

, 

удовлетворяющая условиям леммы Жордана и имеющая две 
особые точки – полюсы первого порядка ωip −=1  и ωip =2 . 
Поэтому при 0Re ≥= up  и 0>t  имеем 

( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
+

= ∑∫
= =

∞+

∞−

n

k

pt

pp

iu

iu

pt e
p

dpe
pi

tf
k1

2222 Res
2

1
ω

ω
ω

ω
π

 

t
i

e
i
e titi

ω
ω

ω
ω

ω ωω

sin
22

=−=
−

. 

 
4. Связь преобразования Лапласа с преобразованием Фурье. 

Пусть функция ( )tf  является оригиналом и имеет конечное 
число экстремумов. Тогда для нее можно записать интеграл Фу-
рье. При этом имеет место формула: 

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

Φ=
−++ ωω

π
ω detftf ti

2
1

2
00 , 

где ( ) ( )∫
+∞

∞−

−=Φ dtetf tiωω . 

Учитывая, что в интеграле Лапласа параметр ωiup += , 
up =Re , и для сходимости интеграла выбирается 0su > , а 

( ) 00 =<ttf , можно записать  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞

∞−

−−
+∞

− ==+= dteetfdtetfiuFpF titutp ωω
0

. 

Сравнивая полученный интеграл Лапласа с преобразованием 
Фурье, видно, что изображение ( ) ( )pFiuF =+ ω  есть прямое 
преобразование Фурье для функции ( ) ( ) utetftg −⋅= . 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Сформулируйте и докажите формулу умножения изобра-

жений. 
2. Что называется сверткой функций? 
3. Запишите формулу Дюамеля. 
4. В чем суть первой теоремы разложения? 
5. Сформулируйте и докажите вторую теорему разложения. 
6. В чем суть третьей теоремы разложения? 
7. Запишите формулу Римана-Меллина? 
8. Что называется обратным преобразованием Лапласа? 
9. Как связаны между собой преобразование Лапласа и пре-

образование Фурье? 
 
 


