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ТЕМА 2 
ЭЛЕМЕНТЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

 
Лекция 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 

 
1. Оригиналы и их свойства. 
2. Изображения и свойства изображений. 
3. Свойства преобразования Лапласа. 

 
1. Оригиналы и ихсвойства. 

Пусть ( )tf  – комплекснозначная функция действительного 
переменного t , определенная на интервале +∞<<∞− t . 

Опр е д е л е н и е  1 .  Любая комплекснозначная функция 
( )tf  называется оригиналом, если она удовлетворяет условиям: 
1) ( ) 0≡tf  при 0<t ; 
2) при 0≥t  функция ( )tf  кусочно-непрерывна, т.е. на любом 

конечном участке оси t  имеет не более чем конечное число то-
чек разрыва первого рода; 

3) при ∞→t  функция ( )tf  имеет ограниченную степень 
роста, т. е. существует такое положительное постоянное M  и 
такое неотрицательное постоянное 0s , что для всех 0≥t  выпол-
няется неравенство ( ) tseMtf 0⋅≤ , 0>M , 00 ≥s . Число 0s  на-
зывается показателем роста функции ( )tf . 

Свойства оригиналов 
1. Если ( )tf  — оригинал с показателем роста 0s , то ( )tf  яв-

ляется оригиналом с тем же показателем роста. 
2. Если ( )tf1 , ( )tf2 , ... , ( )tfn  – оригиналы с показателями 

роста 1s , 2s , ... , ns , то функция 
( ) ( ) ( ) ( )tfctfctfctf nnL++= 2211 , 

где 1c , 2c , ... , nc  – постоянные (действительные или комплекс-
ные), является также оригиналом с показателем роста 0s , рав-
ным наибольшему из чисел 1s , 2s , ... , ns : 

0s = { }nsss ,...,,max 21 . 
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3. Если ( )tf  – оригинал с показателем роста 0s , то являются 
оригиналами следующие функции: 

– функция ( ) ( )tftf ⋅= α1 , 0>α , имеющая показатель роста, 
равный 0s⋅α ; 

– функция ( ) ( )tfetf tλ=2  (λ  — действительное или ком-
плексное число), показатель роста которой равен  

⎩
⎨
⎧

<+
>++

=
.0Reесли,0

,0Reесли,Re

0

00

λ
λλ

s
ss

s  

– функция ( ) ( )⎩
⎨
⎧

≥−
<

=
.если,

,если,0
3 ττ

τ
ttf

t
tf , 0>τ , имеющая пока-

затель роста, равный 0s ; 
– функция ( ) ( )tfttf z ⋅=4 , ( z  — действительное или ком-

плексное число), показатель роста которой равен 0s . 
4. Если ( )tf  — оригинал с показателем  роста 0s , то функция 

( ) ( )∫=
t

dzzftg
0

 на интервале  ∞<≤ t0  является непрерывным 

оригиналом с показателем роста 0s . 
Пример. Функция  

( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
0при0
,0при1

t
t

tη  

называется единичной функцией Хевисайда. Функция ( )tη  яв-
ляется оригиналом с показателем роста 00 =s . 

Пусть функция ( )tf  определена на интервале ∞<<∞− t ; и 
удовлетворяет условиям 2) и 3) определения 1, но ( ) 0≠tf  при 

0<t . Тогда функция  

( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
0при0

,0при
t

ttf
ttf η  

является оригиналом. 
Пример. Найти показатель роста функции ( ) attf e= , где a  – 

действительное или комплексное число. 
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Р еш е н и е . Если 0Re >a , то для функции ( ) tatf e=  показа-

тель ее роста 0Re0 >= as . Если 0Re <a , то функция tae  явля-

ется ограниченной и 00 =s . 
 

2. Изображения и свойства изображений. 
Опр е д е л е н и е  2 .  Изображением (интегралом Лапла-

са) оригинала ( )tf  называется несобственный интеграл  

( ) ( )∫
∞

−=
0

dtetfpF pt , 

зависящий от комплексного параметра p . 
Опр е д е л е н и е  3 .  Преобразованием Лапласа называется 

операция перехода от оригинала ( )tf  к изображению ( )pF . 
Соответствие между оригиналом ( )tf  и изображением ( )pF  

записывается в виде ( ) ( )pFtf =& . 
Пусть функция ( )tf  является оригиналом с показателем рос-

та 00 >s . 
Теорема 1 (существование изображения). Для любого ори-

гинала ( )tf  изображение ( )pF  существует в полуплоскости 

0Re sup >= , где 0s  - показатель роста функции ( )tf , причем 
функция ( )pF  является аналитической в этой полуплоскости. 

►Пусть ivup += , произвольная точка полуплоскости 

0Re sup >= . Учитывая, что  
( ) tseMtf 0⋅≤ ,  00 >− su ,  

ututivtutpt evtivteeee −−−−− =−⋅=⋅= sincos , 

имеем  

( ) ( ) ∫∫∫∫
∞

−
∞

−
∞

−
∞

− =⋅⋅=⋅⋅≤⋅≤⋅
0000

00 dteeMdteeMdtetfdtetf uttspttsptpt
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( )

00

0

su
MdteM sut

−
≤⋅= ∫

∞
−− . 

Таким образом,  

( ) ( )
su

MdtetfpF pt

−
≤⋅= ∫

∞
−

0

. 

Отсюда на основании признака сравнения сходимости несоб-
ственных интегралов следует абсолютная сходимость интеграла 
Лапласа. Значит, изображение ( )pF  существует и однозначно в 
полуплоскости 0Re sup >= .◄ 

Теорема 2 (необходимый признак существования изобра-
жения). Если функция ( )pF  является изображением функции 
( )tf , то ( ) 0lim

Re
=

∞→
pF

p
. 

► Справедливость  данной теоремы непосредственно выте-

кает из неравенства ( )
00

e
su

Mdttf pt

−
≤⋅∫

∞
− .◄ 

Теорема 3 (единственность оригинала). Если функции ( )pF  
и ( )pΦ  совпадают, то совпадают между собой и соответст-
вующие оригиналы ( )tf  и ( )tϕ  во всех точках, в которых они 
непрерывны. 

Без доказательства. 
Пример. Найти изображения функций  

1) единичной функцией Хевисайда ( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
,0при0
,0при1

t
t

tη  

2) ( ) atetf = , где a  – действительное или комплексное число. 

Р еш е н и е . 1. По формуле ( ) ( )∫
∞

−=
0

dtetfpF pt  при 

0Re >= pu  находим  

( )
p

e
p

dtedtepF
N

pt

N

N
pt

N

pt 11lim1lim1
000

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅−=⋅=⋅= −

∞→

−

∞→

∞
− ∫∫ . 
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Итак, ( )
p

t 1
=&η . 

2. По формуле ( ) ( )∫
∞

−=
0

dtetfpF pt  при ( ) 0Re >− ap  имеем  

( ) ( ) ( ) =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−==⋅= −−

∞→

−−

∞→

∞
− ∫∫

N
tap

N

N
tap

N

ptat e
ap

dtedteepF
000

1limlim  

( )

apap
e

ap

Nap

N −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=
−−

∞→

11lim . 

Итак, 
ap

eat

−
=

1
&  при ap ReRe > . 

Замечание. Функция ( )
ap

pF
−

=
1  является аналитической 

не только в полуплоскости ap ReRe > , но и на всей комплекс-
ной плоскости, кроме точки ap = . Такая особенность наблюда-
ется и для многих изображений. 

 
3. Свойства преобразования Лапласа. 
Преобразование Лапласа обладает следующими свойствами. 

1 (линейность). Линейной комбинации оригиналов соответ-
ствует линейная комбинация изображений, т.е. если 
( ) ( )pFtf 11 =&  и ( ) ( )pFtf 22 =&  и 1c , 2c  – постоянные числа, то  

( ) ( ) ( ) ( )pFcpFctfctfc 22112211 +=+ & . 
► Находим изображение для функции ( ) ( )tfctfc 2211 + : 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] =⋅+→+ −
∞

∫ dtetfctfctfctfc pt

0
22112211  

( ) ( ) ( ) ( )pFcpFcdtetfcdtetfc ptpt
2211

0
22

0
11 +=⋅+⋅= −

∞
−

∞

∫∫ . ◄ 

2 (подобие). Если ( ) ( )pFtf =&  и 0>λ , то  
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=
λλ

λ pFtf 1
& . 

► Находим изображение для функции ( )tf λ  

( ) ( ) ( ) =⋅=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

=
=⋅= ∫∫

∞ −∞
− dyeyf

dydtyt

ty
dtetftf

yp
pt

00

1
1,

,замена
λ

λ
λλ

λ
λλ &  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
λλ
pF1 .◄ 

3 (запаздывание). Если ( ) ( )pFtf =&  и 0>τ , то  
( ) ( )pFetf p ⋅=− − ττ & . 

► Находим изображение для функции ( )τ−tf  

( ) ( ) ( ) ( ) =⋅=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞=⇒∞=
−=⇒=
=+=
−=

=⋅−=− ∫∫
∞

−

−⋅−
∞

−

τ

τ

τ
τ

τ

ττ dyeyf

yt
yt

dydtyt
ty

dtetftf yppt

.
,0

,,
,замена

0

&

( ) ( ) ( )pFedyeyfedyeeyf ppppyp ⋅=⋅⋅=⋅= −
∞

−−
∞

−⋅− ∫∫ ττττ

00

.◄ 

Графики функций ( )tf  и ( )τ−tf  имеют одинаковый вид, но 
график ( )τ−tf  сдвинут на τ  единиц вправо. Это означает, что 
процесс, описываемый функцией ( )τ−tf , начинается с опозда-
нием на время τ  относительно процесса, описываемого функци-
ей ( )tf  (рис.1). 

 
Рис.1. 
 
4 (опережение). Если ( ) ( )pFtf =& , то  
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( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=+ ∫ −

τ
ττ

0

dtetfpFetf ptp& . 

► Находим изображение для функции ( )τ+tf  

( ) ( ) ( ) ( ) ==

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∞=⇒∞=
=⇒=
=−=
+=

=⋅+=+ ∫∫
∞

−−
∞

−

τ

τ

τ
τ

τ

ττ dyeyf

yt
yt

dydtyt
ty

dtetftf yppt

.
,0

,,
,замена

0

&

 ( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−⋅⋅= ∫∫ −

∞
−

τ
τ

00

dyeyfdyeyfe pypyp  

( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−⋅= ∫ −

τ
τ

0

dyeyfpFe pyp . ◄ 

График функций ( )tf  и ( )τ+tf  изображены на рисунке 2. 

 
Рис.2. 
 
5 (изображение периодической функции). Пусть оригинал 
( )tf  имеет период T , т.е. ( ) ( )tfTtf =± . Тогда она может 

быть представлена в виде сходящегося ряда  

( ) ( )∑
∞

=

−=
0

0
n

nTtftf , 

где ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

><
<<

=
.00
,0

0 Ttиtпри
Ttприtf

tf  
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Тогда ( ) ( ) pT
n e

pFnttf −

∞

= −
⋅=−∑ 1

1
0

0
0 & . 

► На основании теоремы запаздывания, имеем  
( ) ( )pFeTtf pT

00
−=− & , 

( ) ( )pFeTtf pT
0

2
0 2 −=− & , 

............................................ , 
( ) ( )pFenTtf npT

00
−=− & , 

где ( )pF0  – изображение функции ( )tf  на начальном перио-
де. 

Поэтому при достаточно больших p , 0Re sp >  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ====−= ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

−
∞

= 0
0

0
0

0
0

n

npT

n

npT

n
epFpFepFnttftf &  

( ) pTe
pF −−
⋅=
1

1
0 ◄. 

Пример. Найти изображение π -периодичной функции  
( ) ttf sin=  

при π≤≤ t0 , график которой представлен на рисунке 3. 
 
 

 
Рис.3. 
 
Р еш е н и е . Учитывая предыдущий пример, имеем  

( )
=

+
−

⋅
−

=⋅⋅
−

=
−

⋅−
−

⋅− ∫
π

π

π

π
0

2
0 1

cossin
1

1sin
1

1sin
p

ttpe
e

dtet
e

t
pt

p
pt

p&  
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( ) ( )11
1

2 +⋅−
+

= −

−

pe
e

p

p

π

π
. 

6 (затухание (смещение)). Если ( ) ( )pFtf =&  и a  – постоян-
ное число, то 

( ) ( )apFtfeat −=⋅ & . 
► Находим изображение для функции ( )tfeat ⋅  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )apFdtetfdtetfetfe tapptatat −=⋅=⋅⋅=⋅ −−
∞

−
∞

∫∫
00

&  

при ( ) 0Re sap ≥− .◄ 
7 (дифференцирование оригинала). Если ( ) ( )pFtf =&  и 

функции ( )tf ′ , ( )tf ′′ ,…, ( )( )tf n  являются оригиналами, то  
( ) ( ) ( )0fpFptf −⋅=′ & , 
( ) ( ) ( ) ( )002 ffppFptf ′−⋅−⋅=′′ & , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )00023 ffpfppFptf ′′−′⋅−⋅−⋅=′′′ & , 

.......................................................................... , 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )00 11 −− −−⋅−⋅= nnnn ffppFptf L& . 

► Находим изображение для функции ( )tf ′  

( ) ( ) ( )
( )

( ) +=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⋅−=

′===⋅′=′
∞−

−

−
∞

−∫ 0
0 ,

,,

частямпоминтегрируе
pt

pt

ptpt etf

tfvdtepdu

dttfdveudtetftf &  

( ) ( ) ( )∫
∞

− ⋅+−=+
0

0 pFpfdtetfp pt . 

Находим изображение для функции ( )tf ′′ , используя пункт 1. 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0000 2 fpfpFpffpFpptftf ′−−=′−−⋅⋅=′′=′′ & . 
Аналогично находятся изображения производных 3-го, 4-го и 

т.д. порядков.◄ 
8 (дифференцирование изображения). Если ( ) ( )pFtf =& , то  

( ) ( )tftpF ⋅−=&' , 
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( ) ( )tftpF ⋅= 2'' & ,т 
............................................ , 

( )( ) ( ) ( )tftpF nnn ⋅⋅−= 1& . 
► Изображение ( )pF  согласно теореме 1. является аналити-

ческой функцией в полуплоскости 0Re sup >= . Следовательно, 
у нее существуют производные любого порядка. Функции 
( ) ( )tft nn ⋅⋅−1  являются оригиналами с показателями роста 0s . 

Поэтому ( ) ( ) tsnn eMtft 11 ⋅≤⋅⋅− , где 01 ss > . 

Тогда получаем ( ) ( ) ( ) ( )tsstsuptnn eMeMetft 1211 −−−−− ⋅<⋅≤⋅⋅⋅− , 

где 012 sss >> , 2Re sup >= . 

Так как интеграл ( )∫
∞

−−

0

12 dtMe tss  существует, несобственный 

интеграл ( ) ( )∫
∞

−⋅⋅⋅−
0

1 dtetft ptnn  равномерно сходится относи-

тельно p  в полуплоскости 02Re ssup >≥= . Тогда возможно 
дифференцирование под знаком несобственных интегралов и  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) =⋅−⋅=
′

⋅=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅= ∫∫∫

∞
−

∞
−

∞
−

000

' dtettfdtetfdtetfpF ptptpt  

( )( ) ( )tftdtetft pt ⋅−=⋅⋅−= ∫
∞

− &
0

, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )tfttfttpFpF ⋅=⋅−⋅−→′= 2'''  и так далее. ◄ 
9 (изображение оригинала (интегрирование оригинала). 

Если ( ) ( )pFtf =& , то 

( ) ( )pF
p

dzzf
t 1

0

=∫ & . 
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► По свойству 4 оригиналов имеем, что функция 

( ) ( )∫=
t

dzzft
0

ϕ  является оригиналом с показателем роста 0s  и 

( ) 00 =ϕ . 
Так как ( ) ( )tft ='ϕ , то ( )t'ϕ  также оригинал с показателем 

роста 0s . Пусть ( ) ( )pt Φ=&ϕ . Используя свойство изображения 
производной оригинала, имеем ( ) ( )pptf Φ⋅=& . Так как 
( ) ( )pFtf =& , то ( ) ( )pppF Φ⋅= .  

Отсюда ( ) ( )pF
p

p 1
=Φ  

или ( ) ( )pF
p

dzzf
t 1

0

=∫ & , при 0Re sup >= .◄ 

Следствие. Пусть ( )tf  – непрерывный оригинал на интерва-
ле ∞<≤ t0 , ( ) ( )pFtf =&  и существует несобственный интеграл 

( )∫
∞

0

dttf . Тогда имеет место соотношение ( ) ( )pFdttf
p 0

0

lim
→

∞

=∫ . 

10 (интегрирование изображения). Если ( ) ( )pFtf =&  и инте-

грал ( )∫
∞

p

dF ρρ  сходится, то  

( ) ( )
t
tfdF

p

=∫
∞

&ρρ . 

► Имеем  

( ) ( ) ( ) =⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅= ∫ ∫∫ ∫∫

∞ ∞
−

∞ ∞
−

∞

dttfdeddtetfdF t

p

t

p 00 ρ

ρρ ρρρρ
 

( ) ( ) dte
t
tfdttfe

t
pt

p

t −
∞∞ ∞

− ⋅=⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−= ∫∫

00

1 ρ .◄ 

Следствие. Пусть 
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1) ( )
t
tf  – оригинал непрерывный на ∞<≤ t0 , 

2) ( ) ( )pFtf =& , 

3) несобственный интеграл ( )
∫
∞

0

dt
t
tf  сходится. 

Тогда имеет место равенство ( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

=
0 0

dxxFdt
t
tf . 

В  таблице 1  приведены  изображения   некоторых   функций  
(оригиналов). 

Таблица 1 
№ Оригинал Изображение 
1 1 

p
1  

2 ate  
ap −

1  

3 t  
2

1
p

 

4 wtsin  
22 wp

w
+

 

5 wtcos  
22 wp

p
+

 

6 wtsh  
22 wp

w
−

 

7 wtch  
22 wp

p
−

 

8 wteat sin⋅  
( ) 22 wap

w
+−

 

9 wteat cos⋅  
( ) 22 wap

ap
+−

−  
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10 wteat sh⋅  
( ) 22 wap

w
−−

 

11 wteat ch⋅  
( ) 22 wap

ap
−−

−  

12 nt , n  – целое число 
1

!
+np

n  

13 nat te ⋅  
1)(

!
+− nap

n  

14 wtt sin⋅  

( )222

2

wp

wp

+
 

15 wtt cos⋅  

( )222

22

wp

wp

+

−  

16 wtt sh⋅  

( )222

2

wp

wp

−
 

17 wtt ch⋅  

( )222

22

wp

wp

−

+  

18 wtteat sin⋅⋅  ( )
( )( )222

2

wap

apw

+−

−  

19 wtteat cos⋅⋅  ( )
( )( )222

22

wap

wap

+−

−−  

20 ( )wtwtwt
w

cossin
2

1
3 −  ( )222

1

wp +
 

21 
)shch(

2
1

3 wtwtwt
w

−  ( )222

1

wp −
 

22 ( )ϕ±wtsin  
22
sincos

wp
pw

+
± ϕϕ  

23 ( )ϕ±wtcos  
22
sincos

wp
wp

+
ϕϕ m  

 120

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Дайте определение оригинала и перечислите их свойства. 
2. Что называется изображением? Перечислите свойства изо-

бражений. 
3. Дайте определение преобразования Лапласа. Перечислите 

свойства преобразования Лапласа. 
 
 


