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Лекция 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ  
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 
1. Определение интеграла. 
2. Связь интеграла комплексной переменной с криволинейным 
интегралом второго рода. 
3. Свойства интегралов по комплексному переменному. 
4. Основная теорема Коши. 
 
1. Определение интеграла. 

Пусть  )(zfw =  — однозначная функция комплексного пе-
ременного z , определенная на некоторой гладкой кривой Γ  с 
началом в точке 0z  и концом в точке 1z . Кривая Γ  может быть 
как замкнутой, так и незамкнутой. Направление движения по 
кривой Γ  от начальной точки 0z  к конечной точке 1z  называет-
ся положительным направлением на кривой Γ  и обозначается 
через +Γ . Противоположное направление на кривой Γ  называ-
ется отрицательным и обозначается −Γ . 

Разобьем кривую Γ  на n  частичных дуг произвольно вы-
бранными точками 0ξ , 1ξ , 2ξ , ..., 1−nξ , nξ , причем 0z=0ξ , 

1zn =ξ , расположенными последовательно в положительном 
направлении кривой Γ  (рис. 1). 

 
Рис.1. 
 
На каждой частичной дуге 1+kkξξ , 1,,1,0 −= nk L , выберем 

произвольную точку ∗
κξ  и составим интегральную сумму 
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f κκ ξξ , 

где κκκ ξξξ −=∆ 1+ . 
Опр е д е л е н и е  1. Комплексное число J  называется пре-

делом интегральных сумм ( )∑
−

=

∗ ∆
1

0

n

k
f κκ ξξ , при 0max →∆ κξ , если 

для любого 0>ε  найдется такое 0>)(= εδδ , что при любом 
разбиении кривой Γ  на частичные дуги 1+kkξξ , 1,,1,0 −= nk L , 

и при любом выборе точек ∗
κξ  на частичных дугах 1+κκξξ  имеет 

место неравенство εξξ κκ <−∆∑
−

=

∗
1

0
)(

n

k
Jf  при δξκ <∆max . 

Опр е д е л е н и е  2 . Предел интегральных сумм 

( )∑
−

=

∗ ∆
1

0

n

k
f κκ ξξ  при 0max →∆ κξ , если он существует, называется 

интегралом от функции ( )zf  вдоль кривой Γ  (в выбранном 
направлении). 
Обозначается:  

( ) ( )∑∫
−

=

∗
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Γ

∆=
1

00max
lim

n

k
kfdzzf ξξκξκ

. 

Если для функции ( )zf , определенной на кривой Γ , данный 
предел существует, то говорят, что функция ( )zf  интегрируема 
по кривой Γ . Кривая Γ  называется путем или контуром ин-
тегрирования. 

Интеграл от функции ( )zf  в положительном направлении 

кривой Γ  обозначается ( )∫
+Γ

dzzf . Интеграл от функции ( )zf  в 

отрицательном направлении кривой Γ  – символом ( )∫
−Γ

dzzf . В 

случае замкнутого контура Γ  интеграл от функции ( )zf  по кри-

вой Γ  обозначается символом ( )∫
Γ

dzzf . 
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Положительным направлением обхода замкнутого простого 
контура Γ  считается такое направление движения, при котором 
область, ограниченная данным замкнутым контуром и находя-
щаяся внутри контура Γ , остается слева от направления движе-
ния. Противоположное направление обхода замкнутого контура 
Γ  называется отрицательным. Интеграл по замкнутому контуру 
Γ  в положительном направлении обозначается ( )∫

+Γ

dzzf , интег-

рирование в отрицательном направлении – символом ( )∫
−Γ

dzzf . 

 
2. Связь интеграла комплексной переменной с криволиней-
ным интегралом второго рода. 

Теорема 1. Если функция ( )zf  комплексного переменного z  
непрерывна на гладкой кривой Γ , заданной параметрическими 
уравнениями ( )txx = , ( )tyy = , а начальная и конечная точка 
дуги соответствуют значениям α=t  и β=t , то интеграл 

( )∫
Γ

dzzf  существует и справедлива формула 

( ) ( )( ) ( )∫∫ =
Γ

β

α

dttztzfdzzf ' , 

где ( ) ( ) ( )tiytxtz += , βα ≤≤ t . 
Без доказательства. 
Теорема 2. Если функция ( )zf  комплексного переменного z  

непрерывна на гладкой кривой Γ , то интеграл ( )∫
Γ

dzzf  сущест-

вует и справедлива формула 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫

ΓΓΓ

++−= dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf ,,,, . 

► Пусть ( )zf  непрерывна на кривой Γ , уравнение которой 
( ) ( ) ( )tiytxtz += , βα ≤≤ t . 
Тогда 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ]∫ =+⋅+=
β

α

dttiytxtytxivtytxu '',,  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]∫ +⋅−⋅=
β

α

tytytxvtxtytxu ',',  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] =⋅+⋅+ dttytytxutxtytxvi ',',  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] =+⋅−⋅= ∫ dtdttytytxvtxtytxu
β

α

',',

 .∫ ∫
Γ Γ

++−= udyvdxivdyudx  ◄ 

Следствие. ( ) ( ) ( )∫∫∫
ΓΓΓ

+= dlyxvidlyxudzzf ,, , где dl  – диф-

ференциал длины дуги кривой Γ . 

Пример. Вычислить интеграл ∫
=− −Rzz zz

dz

0 0
, где обход окруж-

ности осуществляется в положительном направлении. 
Р еш е н и е . Параметрические уравнения окружности с цен-

тром в точке 0z  есть 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

.sin
,cos

0

0

tRyy
tRxx

 

Отсюда получим комплексно-параметрическое уравнение ок-
ружности 

iteRzz ⋅+= 0 , 
где π20 ≤≤ t . 

Тогда 

idtidt
eR
eiR

zz
dz

Rzz
it
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π
ππ

2
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=⋅=
⋅
⋅

=
− ∫∫ ∫

=−

. 
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3. Свойства интегралов по комплексному переменному. 
 Интегралы от комплексного переменного обладают следую-
щими свойствами. 

1 (линейность). Если ( )zf  и ( )zg  непрерывны на кусочно-
гладкой кривой Γ , то для любых комплексных постоянных 1c  и 

2c  

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫
ΓΓΓ

±=± dzzgcdzzfcdzzgczfc 2121 . 

2 (ориентированность). Пусть +Γ  и −Γ  — один и тот же 
путь интегрирования, проходимый соответственно в положи-
тельном и отрицательном направлении кусочно-гладкой кривой 
Γ , и функция ( )zf  непрерывна на этой кривой. Тогда 

( ) ( )∫∫
−+ ΓΓ

−= dzzfdzzf . 

3 (аддитивность). Пусть кривая Γ  состоит из кусочно-
гладких кривых nΓΓΓ ,,, 21 L  и функция ( )zf  непрерывна на Γ . 
Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫
ΓΓΓΓ

+++=
n

dzzfdzzfdzzfdzzf L

21

, 

причем направление на кривых kΓ , 1;...;2,1,0 −= nk , совпа-
дает с направлением на кривой Γ . 

4. Если Γ  – произвольная кусочно-гладкая кривая с началом 

0z  и концом 1z , то 01 zzdz −=∫
Γ

. 

5. Если Γ  – гладкая кривая, замкнутая или незамкнутая, 
имеющая длину L , то Ldz

l
∫
Γ

= . 

6 (оценка интеграла). Для любой функции ( )zf , непрерыв-
ной на гладкой кривой Γ , справедливо неравенство 

( ) ( )∫∫
ΓΓ

≤ dzzfdzzf . 
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7. Если ( ) Mzf ≤  во всех точках гладкой кривой Γ , то спра-
ведливо неравенство 

( ) LMdzzf ⋅≤∫
Γ

,  

где L  – длина кривой Γ . 
 

4. Основная теорема Коши. 
Пусть функция ( )zf  является аналитической в односвязной 

области E . 
Теорема 3 (Коши). Если функция ( )zf  аналитична в одно-

связной области E , то интеграл от этой функции по любому 
кусочно-гладкому замкнутому контуру Γ , целиком лежащему в 
области E , равен нулю 

( ) 0=∫
Γ

dzzf . 

► Предположим, что ( )zf '  непрерывна. Пусть Γ  — какой-
нибудь кусочно-гладкий замкнутый контур, целиком лежащий в 
области E  и ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, += . Тогда согласно теореме 2 
имеем 

( )∫ ∫∫
Γ ΓΓ

++−= udyvdxivdyudxdzzf . 

В силу условий Коши – Римана в области E  имеем  
( ) ( )

y
yxv

x
yxu

∂
∂

=
∂

∂ ,, , 

( ) ( )( )
x

yxv
y

yxu
∂

−∂
=

∂
∂ ,, . 

Из непрерывности ( )zf '  в области E  вытекает непрерыв-
ность частных производных первого порядка по x  и по y  от 
функций ( )yxu ,  и ( )yxv , . Так как функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  не-
прерывно дифференцируемы в области E , удовлетворяют в ней 
равенствам Коши-Римана и область E  односвязна, то, с учетом 
формулы Грина, получим 
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( ) 0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
−∂

=− ∫∫∫
Γ

dxdy
y
u

x
vvdyudx

E

, 

0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=+ ∫∫∫
Γ

dxdy
y
v

x
uudyvdx

E

. 

Отсюда получаем ( ) 0=∫
Γ

dzzf . ◄ 

Теорема Коши для многосвязной области. Теорема Коши 
допускает распространение на случай многосвязной области. 

Рассмотрим для определенности трехсвязную область E , ог-
раниченную внешним контуром Γ  и внутренними контурами 1Γ  
и 2Γ . Выберем положительное направление обхода контуров: 
при обходе область E  остается слева (см. рис.2). 

 
Рис.2. 
 
Пусть функция ( )zf  аналитична в области E   и на контурах 

Γ , 1Γ  и 2Γ , (т. е. в замкнутой области E ). Проведя два разреза 
(две дуги) 1γ  и 2γ  области E  (см.рис.2), получим новую одно-
связную область 1E , ограниченную замкнутым ориентирован-
ным контуром *Γ , состоящим из контуров Γ , 1Γ , 2Γ  и разрезов 

1γ  и 2γ : 
−−++ ++Γ++Γ++Γ=Γ 122211

* γγγγ . 
По теореме Коши для односвязной области  

( ) 0
*

=∫
Γ

dzzf . 

Учитывая 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
21211221

=+++= ∫∫∫∫∫
−−++−−++ +++ γγγγγγγγ

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzf , 

т. к. каждый из разрезов (дуг) 1γ  и 2γ  при интегрировании про-
ходится дважды в противоположных направлениях. Поэтому 
получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
21

*
∫ ∫∫∫
Γ ΓΓΓ

=++= dzzfdzzfdzzfdzzf  

т. е. интеграл от аналитической в замкнутой многосвязной об-
ласти функции ( )zf  по границе области E , проходимой в по-
ложительном направлении, равен нулю. 

Замечание. Изменив направление обхода внутренних конту-
ров 1Γ , 2Γ  будем иметь 

( ) ( ) ( ) 0
21

∫ ∫∫
Γ ΓΓ

=+= dzzfdzzfdzzf  

где все контуры Γ , 1Γ , 2Γ  обходятся в одном направлении: про-
тив часовой стрелки (или по часовой стрелке). В частности, если 
( )zf  аналитична в двусвязной области, ограниченной контура-

ми Γ  и γ  и на самих этих контурах (см. рис.3), то 

( ) ( )∫ ∫
Γ

=
γ

dzzfdzzf , 

т.е. «интеграл от функции ( )zf  по внешнему контуру Γ  равен 
интегралу от функции ( )zf  по внутреннему контуру γ  (конту-
ры Γ  и γ  обходятся в одном направлении). 

 

 
Рис.3. 
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Теорема 4. Пусть ( )zf  — аналитическая функция в одно-
связной области E . Тогда интеграл от функции ( )zf  не зави-
сит от формы пути интегрирования, а зависит лишь от на-
чальной точки 0z  и конечной точки z  пути интегрирования. 

► Пусть 1Γ  и 2Γ  две кривые в области E , соединяющей точ-
ки 0z  и z   (рис.4).  

 
Рис.4. 
 
По теореме Коши 

( ) 0
21

=∫
−+ Γ+Γ

dzzf . 

С другой стороны, по свойствам интеграла 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫

++−+−+ ΓΓΓΓΓ+Γ

−=+=
212121

dzzfdzzfdzzfdzzfdzzf . 

Следовательно, ( ) ( ) 0
21

=− ∫∫
++ ΓΓ

dzzfdzzf .  

Откуда ( ) ( )∫∫
++ ΓΓ

=
21

dzzfdzzf . ◄ 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Какое направление движения по кривой называется поло-

жительным, отрицательным? 
2. Что называется интегралом от функции комплексного пе-

ременного по кривой Γ ? 
3. Как связаны интеграл от функции комплексного перемен-

ного по кривой и криволинейный интеграл второго рода? 
4. Перечислите свойства интеграла от функции комплексного 

переменного по кривой. 
5. Сформулируйте основную теорему Коши для односвязной 

области. 
6. Сформулируйте основную теорему Коши для многосвяз-

ной области. 
 


