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Лекция 6. ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ 
 

1. Общие понятия. 
2. Пространства основных и обобщенных функций. 
3. Операции над обобщенными функциями. 

 
1. Общие понятия. 

Понятие обобщенной функции было вызвано не стремлением 
к обобщениям. А конкретными физическими задачами, когда 
обобщенных функций оказалось недостаточно для описания на-
блюдаемых явлений. Идею введения проиллюстрируем на сле-
дующем примере. 

Когда говорят о материальной точке массы 1, то это идеали-
зированная модель шара достаточно малого радиуса ε  и массы 
1. Плотность такого шара есть единица, поделенная на объем 
шара. Если в пространстве нет других масс, то плотность мате-
рии в пространстве будет распределена по следующему закону: 
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где ∈x R . 

При этом ( ) 1=∫
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dxxεδ . 

Если 0+→ε , то предельная плотность ( )xδ  примет следую-
щий вид: 
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По плотности ( )xδ  нельзя восстановить массу при помощи 
интегрирования, так как функция ( )xδ  не интегрируема ни по 
Риману, ни в несобственном смысле. 

Будем рассматривать ( )xεδ  как линейный функционал над 
линейным пространством непрерывных на R  функций, ставя-
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щий в соответствие каждой непрерывной в R  функции ( )xϕ  
число 

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅= dxxxf ϕδδ εε , . 

Применяя теорему о среднем, получим: 
( ) ( ) ( ) ( )ϕδϕϕϕδ εεεε

,0lim,lim
00

===
+→+→

x ,  (1) 

где δ  есть линейный функционал, ставящий в соответствие не-
прерывной функции число ( )0ϕ . 

Если для любой непрерывной функции выполнено данное ра-
венство, то говорят, что линейный функционал δ  есть слабый 
предел линейных функционалов εδ  при 0+→ε . 

При таком подходе по плотности можно восстановить массу 
точки. Она равна 

( ) ( ) ( ) 11,1,limlim
00

===
+→

+∞

∞−
+→ ∫ δδδ εεεε

dxx . 

Функционал (1) называется δ -функцией Дирака. 
 

2. Пространство основных и обобщенных функций. 
Опр е д е л е н и е  1. Носителем функции ( )xϕ  называется 

замыкание множества тех x , для которых ( ) 0≠xϕ . 

Обозначается: ( ) ( ){ }0supp ≠= xxx ϕϕ . 
Опр е д е л е н и е  2. Функция ( )xϕ  называется финитной, 

если носитель функции есть ограниченное замкнутое множест-
во, т.е. функция обращается в нуль вне некоторого отрезка. 

Пример. На рисунке 1 изображен график финитной функции. 

 
Рис.1. 
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Пусть D  есть множество финитных и бесконечно дифферен-
цируемых на R  функций. Очевидно, что D  есть линейное про-
странство. 

Опр е д е л е н и е  3. Будем говорить, что последователь-
ность функций ( )( )∞=1nn xϕ , где ( )xnϕ ∈ D  при любом ∈n N , схо-
дится к функции ( )xϕ ∈ D , если выполнены следующие усло-
вия: 

1) носители всех функций ( )xnϕ , ( )xϕ ∈ D  лежат на некото-
ром отрезке [ ]ba; : 

( ) 0≠xnϕ  [ ]bax ;∈∀  ∈n N , 
2) при любом ∈k N  последовательность производных 

( )( )xk
nϕ  равномерно на [ ]ba;  сходится к ( )( )xkϕ : ( )( ) ( )( )xx kk

n ϕϕ →
→ . 

Обозначается: ( ) ( )xxn ϕϕ ⎯→⎯D  при ∞→n . 
Опр е д е л е н и е  4. Линейное пространство D  с введенной 

выше сходимостью называется пространством основных 
функций. 

Пример. 1. Если  ( ) 0=xϕ  для всех ∈x R , то ∈ϕ D . 
2. Показать, что функция (шапочка) 
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принадлежит пространству D . 
Р еш е н и е . Действительно, односторонние производные 

всех порядков справа и слева в точках ε−=x  и  ε=x  равны 
нулю. Поэтому функция бесконечно дифференцируема на всей 
числовой оси. При этом ( )xεϕ  – финитная, так как 

( ) [ ]εεϕε ;supp −=x . Значит, ( )xεϕ ∈ D . На рисунке 2 изображена 
данная функция при различных ε . 
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Рис.2. 
 
Опр е д е л е н и е  5 . Обобщенной функцией называется 

всякий линейный непрерывный функционал на пространстве 
основных функций D . 

Из определения следует, что RD →:f  является обобщенной 
функцией, если выполнены следующие условия: 

1) RD →:f  есть функционал на D : каждой функции ϕ ∈ D  
сопоставляется число ( )ϕ,f ; 

2) f  – есть линейный функционал:  для любых двух чисел α , 
β  и любых двух функций ( )xϕ , ( )xψ ∈ D  выполнено равенство 

( ) ( ) ( )ψβϕαβψαϕ ,,, fff +=+ ; 
3) f  является непрерывным функционалом: из ϕϕ ⎯→⎯D

n  
при ∞→n  следует, что  

( ) ( )ϕϕ ,, ff n ⎯→⎯D  при ∞→n . 
Множество всех линейных непрерывных функционалов обо-

значается через D' . Множество D'  является линейным про-
странством относительно линейной комбинации непрерывных 
линейных функционалов: 

( ) ( ) ( )ϕβϕαϕβα ,,, gfgf +=+   ∈ϕ D ,  
поскольку функционал gf βα +  является линейным и непре-
рывным (показать самостоятельно). 
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В пространстве D'  выделяют класс регулярных функциона-
лов: если функция ( )xf  абсолютно интегрируема на любом ко-
нечном отрезке (локально интегрируема), то выражение 

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

= dxxxff ϕϕ,  

определяет линейный и непрерывный функционал на D . 
Обобщенные функции также называются распределениями, 

так как плотность ( )xρ  распределения вещества неизмерима ни-
каким прибором и представляет собой функционал 

( ) ( )∫
+∞

∞−

dxxx ϕρ . 

Линейные непрерывные функционалы, не являющиеся регу-
лярными, называются сингулярными. 

Пример. Показать, что δ -функция, определяемая как функ-
ционал, действующий на функции ∈ϕ D  по правилу 

( ) ( )0, ϕϕδ =   (2) 
является сингулярным функционалом пространства D' . 

► Линейность и непрерывность функционала (2) очевидны. 
Докажем его сингулярность. 

Пусть существует такая локально интегрируемая функция, 
что 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

== dxxxf ϕϕϕδ 0,   ∀ ∈ϕ D .  (3) 

В частности, равенство (3) должно быть выполнено для 
функции ( )xεϕ ∈ D , определенной равенством  
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при любом 0>ε . 
Поэтому 

( ) ( ) ( ) ( )
e

dxxxf 10, === ∫
+∞

∞−
εεε ϕϕϕδ .  (4) 
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С другой стороны, пользуясь локальной интегрируемостью 
функции ( )xf , подберем такое ε , что 

( ) 1<∫
+

−

ε

ε

dxxf . 

Поскольку ( ) ( )0εε ϕϕ ≤x , то получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
e

dxxfdxxxfdxxxf 10 =≤= ∫∫∫
+

−

+

−

+∞

∞−

ε

ε
ε

ε

ε
εε ϕϕϕ , 

что противоречит равенству (4). Противоречие доказывает, что 
δ -функция есть сингулярный линейный и непрерывный на D  
функционал. 

Пространство D'  называется пространством обобщенных 
функций, а элементы этого пространства – обобщенными 
функциями. 

Опр е д е л е н и е  6 .  Будем говорить, что последователь-
ность ( )∞=1nnf , где nf ∈ D' , сходится в D'  к ∈f D' , если для 
любой функции ∀ ∈ϕ D  выполнено равенство 

( ) ( )ϕϕ ,, ffn →  при ∞→n . 
Обозначается: ffn ⎯→⎯D'  
Такая сходимость функционалов называется слабой сходи-

мостью. 
Пример. Доказать, что в пространстве D'  0sinlim =

∞→
nx

n
. 

Р еш е н и е . Каждая функция из пространства основных 
функций D  абсолютно дифференцируема на всей числовой оси. 
Тогда  

( ) ( ) 0sinlim,sinlim == ∫
+∞

∞−
∞→∞→

nxdxxnx
nn

ϕϕ . 

Иногда вместо последовательности функционалов nf ∈ D'  
рассматривают семейство функционалов ( )εf , зависящих от па-
раметра ε . В этом случае запись 

ff ⎯→⎯D'
ε  при 0+→ε  

означает, что  
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( ) ( )ϕϕεε
,,lim

0
ff =

+→
  ∀ ∈ϕ D . 

В частности, запись 
δε ⎯→⎯D'f  при 0+→ε  

означает, что 
( ) ( ) ( )0,,lim

0
ϕϕδϕεε

==
+→

f   ∀ ∈ϕ D . 

Примеры. Доказать, что  

( ) ( )x
x

xf δ
ε

ε
πε ⎯→⎯

+
= D'

22
1  при 0+→ε . 

Р еш е н и е . Очевидно, что функции ( )xfε  локально интег-
рируемы и поэтому порождают регулярные функционалы в D' . 
Возьмем любую функцию ∈ϕ D . Пусть ее носитель лежит на 
отрезке [ ]aA;− . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) === ∫∫
+

−

+∞

∞−

A

A

dxxxfdxxxff ϕϕϕ εεε ,  

( ) ( ) ( )[ ]∫
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x

001
22 ϕϕϕ

ε
ε

π
. 

Так как функция ( )xϕ  дифференцируема и финитна на R , то, 
применяя формулу конечных приращений Лагранжа, получаем 
неравенство: 
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то получим 
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( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )ϕδϕ
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,0001lim 22220
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Согласно определению это означает, что 

( )x
x

δ
ε

ε
π

⎯→⎯
+

D'
22

1 . 

 
3. Операции над обобщенными функциями. 

1. Умножение обобщенной функции на бесконечно диффе-
ренцируемую функцию. Введем операцию умножения обоб-
щенной функции на бесконечно дифференцируемую функцию 
( )xψ . 
Если f ∈ D' , а ( )xψ  есть бесконечно дифференцируемая 

функция, то f⋅ψ  – такая обобщенная функция, которая дейст-
вует на произвольную функцию ∈ϕ D  по следующему правилу: 

( ) ( )ϕψϕψ ⋅=⋅ ,, ff .  (5) 
Данная операция линейна и непрерывна из D'  в D' . 
Пример. Показать, что 0=δx . 
Р еш е н и е . Пользуясь равенством (5), получаем 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0000,, =⋅=== ϕϕϕδϕδ xx   ∀ ∈ϕ D . 
2. Производная обобщенной функции. Пусть ( )xf  – непре-

рывно дифференцируемая на R  функция. Тогда ее производная 
( )xf '  является локально абсолютно интегрируемой функцией. 
Пусть ∀ ∈ϕ D . Для нее существует отрезок [ ]AA;−  такой, 

что  
( ) [ ]AAx ;supp −⊂ϕ . 

Отсюда ( ) ( ) 0==− aA ϕϕ . 
Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

=
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⎥
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==
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∞− xfvxdu
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dxxxfdxxxff

A

A ,

,,
,

'

'
'''

ϕ

ϕ
ϕϕϕ

 



 313 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )''' ,ϕϕϕϕ fdxxxfdxxxfxxf
A

A

A
A −=−=−⋅= ∫∫

+∞

∞−

+

−
−

. 

Опр е д е л е н и е  7 . Производной обобщенной функции 
f ∈ D'  называется линейный и непрерывный функционал 

'f ∈ D' , задаваемый формулой 
( ) ( )'' ,, ϕϕ ff −=   ∀ ∈ϕ D .  (6) 

Производные высших порядков определяются для обобщен-
ных функций по индукции: 

( ) ( )( )'1 nn ff =+ , ,...2,1=n . 
Отсюда следует, что любая обобщенная функция f  беско-

нечно дифференцируема, причем 
( )( ) ( ) ( )( )nnn ff ϕϕ ,1, −=    ∀ ∈ϕ D . 

Пример. Найти производную функции Хевисайда 

( )
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
.при0

при1
0x
0,x

xσ  

Р еш е н и е . При 0=x  функция ( )xσ  является разрывной. 
Поэтому она не имеет производной в обычном смысле. Однако 
( )xσ  является локально интегрируемой, и ее можно рассматри-

вать как обобщенную функцию, действующую на основные 
функции по правилу 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
+∞+∞

∞−

==
0

, dxxdxxx ϕϕσϕσ . 

Для любой функции ∈ϕ D  имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+∞+−=−=−=−= ∫∫
+∞+∞

∞−

0,,
0

'''' ϕϕϕϕσϕσϕσ dxxdxxx  

( ) ( )ϕδϕ ,0 == , 
так как ( ) 0=∞+ϕ . 

Отсюда следует, что δσ =' . 
Таким образом, производная в обычном смысле может не 

совпадать с производной в смысле обобщенных функций. 
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3. Операция сдвига аргумента для обобщенных функций. 
Пусть ( )xf  есть локально интегрируемая на R  функция. Для 
нее определена операция сдвига аргумента hT  по правилу 

( ) ( )hxfxfTh −= . 
Если ∈ϕ D , то  

( ) ( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=
−=

=−= ∫
+∞

∞−
dtdx

hxt
dxxhxffTh

,
, ϕϕ  

( ) ( ) ( )ϕϕ hTfdxhxtf −

+∞

∞−

=+= ∫ , . 

Хотя значение обобщенной функции f  в точке не определе-
но, но для нее можно формально ввести операцию сдвига аргу-
мента по аналогии с полученной формулой: 

( ) ( )ϕϕ hh TffT −= ,, .  (7) 
При этом при любом ∈h R  формула (7) определяет fTh  как 

линейный и непрерывный функционал в пространстве D  т. е. 
fTh ∈ D' . Для функции Дирака ( )xδ  сдвиг ( )hxTh −= δδ  и 

∀ ∈ϕ D  есть 
( )( ) ( )( ) ( )hhxhx ϕϕδϕδ =+=− ,, . 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Какие функции называются финитными? 
2. Дайте определение пространства основных функций. 
3. Что называется обобщенной функцией? Приведите приме-

ры обобщенных функций. 
4. Что называется слабой сходимостью функционалов? 
5. Перечислите основные операции над обобщенными функ-

циями? 
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