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Тема 6 
ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 

 
Лекция 1. СОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ,  

ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 
 

1. Определение собственного интеграла, зависящего от парамет-
ра. 
2. Непрерывность собственных интегралов, зависящих от пара-
метра. 
3. Дифференцирование и интегрирование собственных интегра-
лов, зависящих от параметра. 

 
1. Определение собственных интегралов, зависящих от па-
раметра. 

Пусть на множестве ⊂Y R  определены функции ( )yϕϕ =  и 
( )yψψ = , причем ( ) ( )yy ψϕ ≤ . И пусть на множестве 

( ) ( ) ( ){ }YyyxyyxQ ∈≤≤= ,; ψϕ  
определена функция ( )yxf ; . Если при любом значении пара-
метра Yy∈  функция ( )yxf ;  интегрируема по Риману, то инте-

грал ( )
( )

( )

∫
y

y

dxyxf
ψ

ϕ

;  есть функция параметра y , определенная на 

множестве Y . 
Опр е д е л е н и е  1. Собственным интегралом, завися-

щим от параметра, называется интеграл вида 

( ) ( )
( )

( )

∫=Φ
y

y

dxyxfy
ψ

ϕ

; ,   (1) 

где переменная y  называется параметром. 
Если ( ) ay =ϕ  и ( ) by =ψ , где a  и b  постоянные числа, 
ba < , то собственный интеграл, зависящий от параметра y  

примет вид 

( ) ( )∫=Φ
b

a

dxyxfy ; .   (2) 
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Пример. Функция Бесселя  

( ) ( )∫ ⋅=
π

π 0
0 coscos1 dxxyyJ  

является собственным интегралом, зависящим от параметра y . 
Пусть [ ]⊂= dcY ; R , функции ( )yϕ  и ( )yψ  непрерывны на 

[ ]dc; . рассмотрим область G , образованную графиками функ-
ций ( )yϕ , ( )yψ  и прямыми cy = , dy = . Тогда областью опре-
деления функции ( )yΦ  является замкнутая область 

( ) ( ) ( ){ }dycyxyyxG ≤≤≤≤= ,; ψϕ . 

 
Рис.1. 
 

2. Непрерывность собственных интегралов, зависящих от 
параметра. 

Теорема 1. Пусть 1) функция ( )yxf ;  определена на прямо-
угольнике  

( ){ }dycbxayx ≤≤≤≤=Π ,; , 
2) при любом фиксированном [ ]dcy ;∈  непрерывна по x  на 

отрезке [ ]ba; , 
3) ( ) ( )0;; yxfyxf →

→  (сходится равномерно) при [ ]dcyy ;0 ∈→ . 

Тогда функция ( ) ( )∫=Φ
b

a

dxyxfy ;  непрерывна на [ ]dc; . 

► Рассмотрим приращение  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−∆+=Φ−∆+Φ=∆Φ ∫∫
b

a

b

a

dxyxfdxyyxfyyyy ;;  

( ) ( )[ ]∫ −∆+=
b

a

dxyxfyyxf ;; . 

Тогда  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫ −∆+≤−∆+=∆Φ
b

a

b

a

dxyxfyyxfdxyxfyyxfy ;;;; . 

По условию функция ( )yxf ;  равномерно сходится к функции 
( )0; yxf  при 0yy → , то по теореме Кантора имеем: 

0>∀ε  0>∃δ : x∀  и y∀  δ<− 0yy  ⇒   

( ) ( )
ab

yxfyyxf
−

<<−∆+
εε;; . 

По теореме об оценке интеграла получим: 

( ) ( ) ( ) εε
<

−
<−∆+≤∆Φ ∫ ab

dxyxfyyxfy
b

a

;;  

для всех δ<∆y . 
Следовательно, функция ( )yΦ  непрерывна. ◄ 
Теорема 2. Пусть 1) функции ( )yϕ  и ( )yψ  непрерывны на 

отрезке [ ]dc;  и +∞<≤≤<∞− dyc , причем ( ) ( )yy ψϕ ≤ , 
2) функция ( )yxf ;  непрерывна множестве 

( ) ( ) ( ){ }dycyxyyxG ≤≤≤≤= ,; ψϕ . 

Тогда функция ( ) ( )
( )

( )

∫=Φ
y

y

dxyxfy
ψ

ϕ

;  непрерывна на [ ]dc; . 

Без доказательства. 
Следствие. Предельный переход под знаком интеграла 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

∫∫
→

→

→→
=

y

y
yy

y

y

yy

yy

dxyxfdxyxf

ψ

ϕ

ψ

ϕ
λ

0

0

0

lim

lim
0

;lim;lim .  (3) 
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3. Дифференцирование и интегрирование собственных инте-
гралов, зависящих от параметра. 

Теорема 3 (правило Лейбница). Если функции ( )yxf ;  и 
y
f
∂
∂  

непрерывны на прямоугольнике 
( ){ }dycbxayx ≤≤≤≤=Π ,; , 

то функция ( ) ( )∫=Φ
b

a

dxyxfy ;  дифференцируема на отрезке 

[ ]dc;  и справедлива формула 

( )
∫ ∂
∂

=
Φ b

a

dx
y

yxf
dy
d ; .  (4) 

► Пусть [ ]dcy ;∈  и [ ]dcyy ;∈∆+ . Тогда, используя теорему 
конечных приращений Лапласа, имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∆+

∆
=

∆
Φ−∆+Φ

=
∆
∆Φ

∫∫
b

a

b

a

dxyxfdxyyxf
yy

yyy
y

;;1  

( ) ( )
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

∆
−∆+

= ∫ приращенийконечных 
  теоремепо;;b

a

dx
y

yxfyyxf  

( )
∫ ∂

+∂
=

b

a

dx
y

yyxf θ; , 

где ( )1;0∈θ . 

Оценим разность ( )
∫ ∂
∂

−
∆
∆Φ b

a

dx
y

yxf
y

;  при 0yy → . 

Имеем: 
( ) ( ) ( )

≤
∂

∂
−

∂
+∂

=
∂

∂
−

∆
∆Φ

∫∫∫
b

a

b

a

b

a

dx
y

yxfdx
y

yyxfdx
y

yxf
y

;;; θ  

( ) ( )
∫ ∂

∂
−

∂
+∂

≤
b

a

dx
y

yxf
y

yyxf ;; θ . 
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По условию функция 
y
f
∂
∂  непрерывна на прямоугольнике Π . 

Следовательно, она равномерно непрерывна на Π . Возьмем 
произвольное 0>ε . Тогда по определению равномерной непре-
рывности, существует 0>δ  такое, что x∀  и y∀  из условия 

δ<− 0yy  следует выполнение неравенства  

( ) ( )
aby

yxf
y

yyxf
−

<<
∂

∂
−

∂
∆+∂ εε;; . 

Причем, если δ<−=∆ 0yyy , то δθ <∆<∆⋅ yy . 
Поэтому 

( ) ( ) ( )
≤

∂
∂

−
∂
+∂

≤
∂

∂
−

∆
∆Φ

∫∫
b

a

b

a

dx
y

yxf
y

yyxfdx
y

yxf
y

;;; θ  

εε
=⋅

−
≤ ∫

b

a

dx
ab

. 

Это означает, что  
( )

∫ ∂
∂

=
∆
∆Φ

=
Φ

→

b

a

dx
y

yxf
ydy

d ;lim
0λ

. ◄ 

Теорема 4 (дифференцирование собственного интеграла 

по параметру). Пусть 1) функции ( )yxf ;  и ( )
y

yxf
∂

∂ ;  непрерыв-

ны на прямоугольнике ( ){ }dycbxayx ≤≤≤≤=Π ,; ; 
2) ( ) ( ) ( ){ } Π⊂≤≤≤≤= dycyxyyxG ,; ψϕ ; 
3) функции ( )yϕ , ( )yψ  непрерывны и имеют непрерывные 

производные ( )y'ϕ , ( )y'ψ  на отрезке [ ]dc; , +∞<≤≤<∞− dyc . 

Тогда функция ( ) ( )
( )

( )

∫=Φ
y

y

dxyxfy
ψ

ϕ

;  имеет производную на 

[ ]dc;  справедлива формула 
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( )
( )

( )
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

Φ
∫

y

y

dxyxf
dy
d

dy
d ψ

ϕ

;           

( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )yyyfyyyfdx

y
yxfy

y

';';; ϕϕψψ
ψ

ϕ

−+
∂

∂
= ∫ . (5) 

Без доказательства. 
Пример. Найти производную функции  

( ) ( )∫ ++=Φ
y

dxxyyxy
0

22  

Решение. Используем формулу (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) =⋅−⋅++++=Φ ∫ 012' 2222

0

yyyydxxyy
y

 

22
2

22

0

2

5,53
2

23
2

2 yyyyyxxy
y

=++=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= . 

Теорема 5 (интегрирование по параметру). Пусть функция 
( )yxf ;  непрерывна на прямоугольнике  

( ){ }dycbxayx ≤≤≤≤=Π ,; . 
Тогда 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫ ==Φ
d

c

b

a

b

a

d

c

d

c

dyyxfdxdxyxfdydyy ;; . 

► Интеграл ( ) ( )∫∫∫ =Φ
b

a

d

c

d

c

dxyxfdydyy ;  есть повторный инте-

грал. 
По теореме о переходе от двойного интеграла от функции 
( )yxf ;  к повторному, имеем 

( ) ( )∫∫∫∫ =
Π

b

a

d

c

dxyxfdydxdyyxf ;; . ◄ 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Дайте определение собственного интеграла, зависящего от 

параметра. 
2. Сформулируйте теоремы о непрерывности собственного 

интеграла, зависящего от параметра. 
3. Сформулируйте теоремы о дифференцировании собствен-

ного интеграла, зависящего от параметра. 
4. Сформулируйте теорему об интегрировании собственного 

интеграла, зависящего от параметра. 
 
 


