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Лекция 3. ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ  
ПЕРВОГО РОДА 

 
1. Задача о массе изогнутой пластины. 
2. Определение и свойства поверхностного интеграла первого 
рода. 
3. Вычисление поверхностного интеграла первого рода. 
4. Приложения поверхностных интегралов первого рода. 
 
1. Задача о массе изогнутой пластины. 

Пусть на поверхности Ω  непрерывно распределено вещество 
с известной плотностью ( )zyx ;;ρ . Требуется определить массу 
материальной поверхности Ω . 

Разобьем поверхность Ω  на n  частичных поверхностей 1Ω , 

2Ω , ... , nΩ  без общих внутренних точек с площадями 1S∆ , 2S∆ , 
... , nS∆  и диаметрами 1d , 2d , ... , nd . Наибольший из диаметров 
обозначим ( )ini

d Ω=
≤≤1

maxλ . Предположим, что в каждой части 

iΩ , ni ,...,2,1=  плотность постоянна и равна ( )iii ζηξρ ;; , где 
точка ( ) iiiiiM Ω∈ζηξ ;; . Тогда масса i -ой части iΩ  поверхности 
Ω  приблизительно равна 

( ) iiiii Sm ∆⋅≈ ζηξρ ;; . 
Для массы всей поверхности имеем 

( )∑∑
==

∆⋅=≈
n

i
iiii

n

i
i Smm

11
;; ζηξρ . 

Переходя к пределу при 0→λ , получим точное значение 
массы 

( )∑
=

→
∆⋅=

n

i
iiii Sm

10
;;lim ζηξρ

λ
.   (1) 

 
2. Определение поверхностного интеграла первого рода. 

Пусть в точках некоторой поверхности 3R∈Ω , гладкой или 
кусочно-гладкой, с площадью S  определена непрерывная огра-
ниченная функция ( )zyxf ;; . Разобьем поверхность Ω  на n  час-
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тичных поверхностей 1Ω , 2Ω , ... , nΩ  без общих внутренних 
точек с площадями 1S∆ , 2S∆ , ... , nS∆  и диаметрами 1d , 2d , ... , 

nd . В каждой частичной поверхности iΩ , ni ,...,2,1= , возьмем 
произвольную точку ( )iiiiM ζηξ ;;  (рис.1). 

 
Рис.1. 
 
Опр е д е л е н и е  1. Сумма  

( )∑
=

∆⋅
n

i
iiii Sf

1
;; ζηξ     (2) 

называется интегральной суммой для функции ( )zyxf ;;  по по-
верхности Ω . 

Опр е д е л е н и е  2. Поверхностным интегралом первого 
рода  от функции ( )zyxf ;;  называется предел (если он сущест-
вует) интегральной суммы (2) при 0→λ . 
Обозначается: 

( ) ( )∑∫∫
=→

Ω

∆⋅=
n

i
iiii SfdSzyxf

10
;;lim;; ζηξ

λ
,  (3) 

функция ( )zyxf ;;  называется интегрируемой по поверхности 
Ω , поверхность Ω  – поверхностью интегрирования, dS  – 
элемент поверхности. 

Основными свойствами поверхностного интеграла первого 
рода являются следующие. 

1. Ѕ=∫∫
Ω

dS , где S  – площадь поверхности Ω . 

2 (линейность). Если α  и β  — произвольные постоянные 
числа, функции ( )zyxf ;;  и ( )zyxg ;;  интегрируемы на поверх-
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ности Ω , то функция ( ) ( )zyxgzyxf ;;;; ⋅+⋅ βα  также интегри-
руема на поверхности Ω  и справедливо равенство 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫
ΩΩΩ

+=+ dSzyxgdSzyxfdSzyxgzyxf ;;;;;;;; βαβα

. 
3 (аддитивность). Если поверхность Ω  состоит из двух час-

тей 1Ω  и 2Ω , 21 Ω∪Ω=Ω , а пересечение 1Ω  и 2Ω  состоит 
лишь из границы, их разделяющей, и функция ( )zyxf ;;  интег-
рируема на 1Ω  и 2Ω , то функция ( )zyxf ;;  также интегрируем 
на поверхности Ω  и справедлива формула  

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫
ΩΩΩ

+=
21

;;;;;; dSzyxfdSzyxfdSzyxf . 

4 (монотонность). Если на поверхности Ω  выполнено нера-
венство ( ) ( )zyxgzyxf ;;;; ≤ , то  

( ) ( )∫∫∫∫
ΩΩ

≤ dSzyxgdSzyxf ;;;; . 

5 (оценка интеграла). ( ) ( )∫∫∫∫
ΩΩ

≤ dSzyxfdSzyxf ;;;; . 

6 (теорема о среднем). Если ( )zyxf ;;  непрерывна на по-
верхности Ω , то на этой поверхности существует такая точка 

( )0000 ;; zyxM , что 

( ) ( ) SzyxfdSzyxf ⋅=∫∫
Ω

000 ;;;; , 

где S  – площадь поверхности Ω . 
 

3. Вычисление поверхностного интеграла первого рода. 
Вычисление поверхностного интеграла первого рода сводит-

ся к вычислению двойного интеграла по области G  – проекции 
поверхности Ω  на плоскость Oxy . 

Векторное задание поверхности Ω . Пусть 
( ) ( ){ }2;; uvGvuvur R⊂∈=Ω
r  – поверхность, G  – квадратируемая 

область, ( ) ( ) ( )( )vuzvuyvuxr ;;;,;r  – непрерывная на замыкании G  
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векторная функция, функция ( ) ( ) ( )( ) ( )vuFvuzvuyvuxf ;;;;;; =  за-
дана на поверхности Ω . Согласно определению элемента по-
верхности Ω  (лекция 13, определение 2), имеем 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫
ΩΩ

−= dudvaaavuFdSzyxf 2
122211;;; , 

где 2
11 ura r
= , vu rra rr

⋅=12 , 2
22 vra r
=  – коэффициенты первой квад-

ратичной формы. 
Явное задание поверхности Ω . Пусть 

( ) ( ){ }2RR xyyxyxzz ∈∈==Ω ;; 3  – поверхность, заданная урав-

нением ( )yxzz ;= . Здесь функция ( )yxz ;  непрерывна вместе со 
своими частными производными xz  и yz  в замкнутой области 

G . И пусть функция ( )zyxf ;;  непрерывна на поверхности Ω , и, 
следовательно, интегрируема на ней. Учитывая, что элемент по-
верхности есть dxdyzzdS yx

221 ++= , имеем 

( ) ( )( )∫∫∫∫ ++=
Ω G

yx dxdyzzyxzyxfdSzyxf 221;;;;; . 

Пример. Вычислить интеграл ( )∫∫
Ω

+− dszyx 23 , где 

( ){ }0,0,0,04234;; ≥≥≥=−++= zyxzyxzyxS . 
Р еш е н и е . Запишем уравнение плоскости в виде 

yxz
2
322 −−= . Тогда 2' −=xz , 

2
3' −=yz . 

 
Рис.2. 
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Подставляя в формулу, имеем 
( ) =+−∫∫

Ω

dSzyx 23  
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4. Приложения поверхностных интегралов первого рода. 

1. Площадь поверхности. Пусть поверхность Ω  задана урав-
нением ( )yxzz ;= , где ( )yxz ;  непрерывна вместе со своими ча-
стными производными xz  и yz  в замкнутой области G . Тогда 
площадь S  данной поверхности вычисляется по формуле 

Ѕ=∫∫
Ω

dS . 

2. Масса материальной поверхности. Пусть на поверхности 
Ω  непрерывно распределено вещество с известной плотностью 
( )zyx ;;ρ . Тогда масса m  материальной поверхности Ω  равна 

( )∫∫
Ω

= dSzyxm ;;ρ . 

3. Статические моменты материальной поверхности и ко-
ординаты центра тяжести. Статические моменты материаль-
ной поверхности Ω  относительно координатных плоскостей 
вычисляются по формулам: 
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( )∫∫
Ω

⋅= dSzyxzSxy ;;ρ . 

( )∫∫
Ω

⋅= dSzyxxSyz ;;ρ , 

( )∫∫
Ω

⋅= dSzyxySzx ;;ρ . 

Координаты центра тяжести материальной поверхности Ω  
находятся по формулам: 

m
S

x yz
c = , 

m
Sy zx

c = , 
m
S

z xy
c = . 

4. Моменты инерции материальной поверхности. Момен-
ты инерции материальной поверхности Ω  относительно коор-
динатных осей вычисляются по формулам 

( ) ( )∫∫
Ω

⋅+= dSzyxzyM x ;;22 ρ . 

( ) ( )∫∫
Ω

⋅+= dSzyxzxM y ;;22 ρ , 

( ) ( )∫∫
Ω

⋅+= dSzyxyxM z ;;22 ρ , 

относительно начала координат 
( ) ( )∫∫

Ω

⋅++= dSzyxzyxM ;;222
0 ρ . 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Какая задача приводит к понятию поверхностного интегра-

ла первого рода? 
2. Дайте определение интегральной суммы и поверхностного 

интеграла первого рода. 
3. Перечислите свойства поверхностного интеграла первого 

рода. 
4. Как вычисляется поверхностный интеграл первого рода? 
5. Запишите формулы, которые используются в приложениях 

поверхностного интеграла первого рода. 
 


