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Тема 4  
ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 
Лекция 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

 
1. Понятие поверхности. Способы задания поверхности. 
2. Особые точки поверхности. 
3. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

 
1. Понятие поверхности. Способы задания поверхности. 

Пусть функция ( )yxf ;  непрерывно дифференцируема на 
замкнутом множестве ⊂G 2

xyR , т.е. она определена и имеет не-

прерывные частные производные x
f
∂
∂

, y
f
∂
∂  на G . 

Опр е д е л е н и е  1 .  Непрерывное отображение 3: R→Gf  
замыкания G  плоской области ⊂G 2

xyR  в пространство 3R  на-
зывается поверхностью.  
Обозначается: ( ) ( ){ }2RR xyyxyxfz ∈∈==Ω ;; 3 . 

Образ множества G при отображении f  называется носите-
лем поверхности Ω . 

Поверхности в пространстве 3R  можно задавать следующи-
ми способами. 

1. Явное задание поверхности. В этом случае поверхность 
Ω  задается одним из уравнений ( )yxfz ;= , ( )zxgy ;= , 

( )zyhx ;=  и является графиком функции. 
Обозначается: ( ) ( ) ( ){ }yxfzGyxzyx xy ;,;;; 23 =⊂∈∈=Ω RR  

Пример. Поверхность 22 yxz +=  представляет собой пара-
болоид вращения. 

2. Неявное задание поверхности. В этом случае уравнение 
поверхности Ω  имеет вид ( ) 0;; =zyxF . 
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Обозначается: 
( ) ( ) ( ){ }0;;,;;; 23 =⊂∈∈=Ω zyxFGyxzyx xyRR  

Пример. Уравнение сферы радиуса R  с центром в начале ко-
ординат имеет вид 2222 Rzyx =++ . 

3. Параметрическое задание поверхности. В этом случае 
поверхность Ω  задается параметрическими уравнениями 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,;
,;
,;

vuzz
vuyy
vuxx

    (1) 

где ( ) Gvu ∈;  – криволинейные координаты или параметры 
поверхности. 
Обозначается: ( ) ( ) ( ) ( ){ }2;;,;,; uvGvuvuzvuyvux R⊂∈=Ω  
Пример. Параметрические уравнения сферы радиуса R  с 

центром в начале координат имеют вид 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,cos
,sinsin
,sincos

vRz
vuRy
vuRx

 

где π20 <≤ u , π≤≤ v0 . 
4. Векторный способ задания поверхности. Пусть поверх-

ность Ω  задана параметрическими уравнениями (1). Обозначим 
OMr =  – радиус-вектор точки ( )zyxM ;;  в пространстве 3R , 

разложение которого по базису i
r

, j
r

, k
r

 имеет вид 
kzjyixr
rrwr
⋅+⋅+⋅= . 

Подставляя вместо x , y , z  выражения (1), получим вектор-
ное уравнение поверхности 

( ) ( ) ( ) ( ) kvuzjvuyivuxvur
rrwr
⋅+⋅+⋅= ;;;; .  (2) 

Обозначается: ( ) ( ){ }2*;; uvGvuvur R⊂∈=Ω
r  

Зафиксируем точку 0v . Множество точек поверхности Ω  
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( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0

0

0

;
,;
,;

vuzz
vuyy
vuxx

  или   ( )0;vurr rr
=  

называется координатными линиями на этой поверхности. 
Аналогично при фиксированной переменной 0uu =  множест-

во линий ( )vurr ;0
rr

=  является координатными линиями поверх-
ности Ω . 

Опр е д е л е н и е  2. Поверхность Ω  называется простой, 
если через каждую ее точку проходит ровно по одной коорди-
натной линии из каждого семейства, т.е. отображение 

3: R→Gf  является взаимно однозначным. Поверхность Ω  на-
зывается замкнутой, если через каждую ее точку проходит бо-
лее одной координатной линии из каждого семейства 

Пример. Сфера не является простой поверхностью, полусфе-
ра является простой поверхностью.  

Любая поверхность, заданная явно, является простой. 
Для простых поверхностей различным внутренним точкам 

( )vu;  области G  соответствуют различные точки ( )zyx ;;  по-
верхности Ω . 

Опр е д е л е н и е  3. Множество точек поверхности Ω  соот-
ветствующих граничным точкам области G , образуют границу 
(край) поверхности. Точки поверхности Ω , не принадлежащие 
краю, называются ее внутренними точками. Замкнутые поверх-
ности – это те поверхности, которые не имеют края. 

Опр е д е л е н и е  4. Говорят, что поверхность Ω  является 
непрерывно дифференцируемой, если функции ( )vuxx ;= , 

( )vuyy ;= , ( )vuzz ;=  непрерывно дифференцируемы. 
 

2. Особые точки поверхности . 
Пусть задана непрерывно дифференцируемая поверхность Ω  

векторным уравнением (2). И пусть ur
r

 и vr
r

 – частные производ-
ные вектор функций ( )0;vurr =r  и ( )vurr ;0

rr
= , т.е. ur

r  – касатель-
ный вектор к координатной линии ( )0;vurr rr

= , vr
r  – касательный 

вектор к координатной линии ( )vurr ;0
rr

= . 
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Под кривыми на поверхности Ω  понимают кривые, зада-
ваемые в виде  

( ) ( )( )tvturr ;rr
= ,    (3) 

где [ ]bat ;∈ , функции ( )tu  и ( )tv  непрерывно дифференцируе-
мые функции. Тогда согласно правилу дифференцирования 
сложной функции двух переменных, имеем  

dt
dvr

dt
dur

dt
rd

vu
rr

r

+= . 

Отсюда следует, что касательная к любой кривой на поверх-
ности Ω  лежит в плоскости векторов ur

r  и vr
r . 

Опр е д е л е н и е  5. Точка ( )000 ;vurM r
=  поверхности Ω  на-

зывается особой, если в ней векторы ur
r  и vr

r  коллинеарны. Точка 
( )000 ;vurM r

=  поверхности Ω  называется неособой, если в ней 
векторы ur

r
 и vr

r
 неколлинеарны. 

В случае коллинеарности векторов ur
r  и vr

r  векторное произ-
ведение равно 0 , т.е. 0=× vu rr rr . В случае неколлинеаности – 

0≠× vu rr rr
. 

Пример. Вершина конуса – особая точка. Сфера не имеет 
особых точек. 

Опр е д е л е н и е  6. Поверхность Ω  называется гладкой, ес-
ли она непрерывно дифференцируема и не имеет особых точек. 
Поверхность называется кусочно-гладкой, если ее можно раз-
бить на конечное число простых гладких частей. 

 
3. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

Касательная плоскость. Пусть поверхность задана вектор-
ным уравнением (2). В силу неколлинеарности векторов ur

r  и vr
r  

в неособой точке ( )000 ;vuM , в ней однозначно определена плос-
кость, содержащая эти векторы. Эта плоскость содержит все ка-
сательные ко всем непрерывно дифференцируемым кривым на 
поверхности в данной неособой точке.  

Опр е д е л е н и е  7. Плоскость, проходящая через неособую 
точку ( )000 ;vuM  поверхности Ω , параллельно векторам ( )0Mru

r  
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и ( )0Mrv
r  называется касательной плоскостью к поверхности 

Ω  в этой точке.  
Пусть ( )00

0 ;vurr uu
rr

= , ( )00
0 ;vurr vv

rr
= , 0r

r  – радиус-вектор про-
извольной точки ( )000 ;vuM  касательной плоскости к поверхно-
сти Ω  в точке 0M  (рис.1). Уравнение касательной плоскости в 
векторной форме находится из равенства нулю смешанного про-
изведения векторов, лежащих в этой плоскости: 

( ) 00 =− vurrrr rrrr
. 

 
Рис.1. 
 
Переходя к декартовым координатам x , y , z  по формулам 

(1), имеем: 
( )zyxr ;;=

r
, ( )0000 ;; zyxr =
r

, ( )0000 ;; uuuu zyxr =
r , ( )0000 ;; vvvv zyxr =

r . 
Тогда уравнение касательной плоскости в координатной 

форме запишется в виде 

0
000

000
000

=
−−−

vvv

uuu

zyx
zyx
zzyyxx

. 

Если поверхность Ω  задана явно уравнением ( )yxfz ;= , то, 
принимая переменные x  и y  за координаты поверхности, полу-
чим 

0
10
01

'

'
000

=
−−−

y

x

f
f
zzyyxx

. 

Отсюда  
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( ) ( )0
'

0
'

0 yyfxxfzz yx −+−=− , 

где ( )000 ; yxfz = , 
( )00 ;

'

yx
x x

ff
∂
∂

= , 
( )00 ;

'

yx
y y

ff
∂
∂

= . 

Ранее было получено такое же уравнение касательной плос-
кости, основываясь на локальном приближении дифференци-
руемой функции линейной функцией. 

Опр е д е л е н и е  8. Вектором нормали к гладкой поверх-
ности Ω  в точке 0M  называется вектор N

r
, перпендикулярный 

касательной плоскости в точке 0M . Прямая, проходящая через 
точку 0M  в направлении нормали, называется нормальной 
прямой. 

Опр е д е л е н и е  9. Единичной нормалью к поверхности Ω  

называется вектор 
N
Nn r

r
r
= . 

Пусть поверхность задана векторным уравнением 
( ) ( ) ( ) ( ) kvuzjvuyivuxvur

rrwr
⋅+⋅+⋅= ;;;; . 

Если ( )000 ;vuM  неособая точка поверхности, то нормальный 
вектор N

r
 есть векторное произведение векторов ( )0Mru

r  и 
( )0Mrv

r : 
( ) ( )00 MrMrN vu

rrr
×= . 

Согласно определению векторного произведения в коорди-
натной форме имеем 

vvv

uuu

zyx
zyx
kji

N
'''
'''

rrr

r
= . 

Отсюда вектор нормали имеет вид 

k
yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy

N
vv

uu

vv

uu

vv

uu rrrr

''
''

''
''

''
''

+−= . 

Тогда каноническое уравнение любой прямой, перпендику-
лярной поверхности Ω  в точке 0M  есть 
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vv

uu

vv

uu

vv

uu

yx
yx
zz

zx
zx
yy

zy
zy
xx

''
''

''
''

''
''

000 −
=

−

−
=

− .   (4) 

Обозначим 
vv

uu

zy
zy

A
''
''

= , 
vv

uu

zx
zx

B
''
''

−= , 
vv

uu

yx
yx

C
''
''

= . 

Тогда разложение нормального вектора N
r

 по базису i
r

, j
r

, 
k
r

 запишется в виде  
kCjBiAN
rrrr
⋅+⋅+⋅= . 

Единичный вектор нормали nr  запишется как 

k
CBA

Cj
CBA

Bi
CBA

An
rrrr
⋅

++
+⋅

++
+⋅

++
=

222222222
. 

Пусть поверхность Ω  задана уравнением ( )yxfz ;= , где 
( ) 2; R⊂∈Gyx . Тогда параметрические уравнения имеют вид  

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

.;
,
,

yxfz
yy
xx

 

Вектор нормали примет вид 

=+−= k
yx
yx

j
fx
fx

i
fy
fy

N
yy

xx

yy

xx

yy

xx rrrr

''
''

''
''

''
''

 

kj
f
f

i
f
f

y

x

y

x rrr

10
01

'0
'1

'1
'0

+−= . 

Отсюда kjfifN yx

rrrr
+⋅−⋅−= '' .  

Для единичного нормального вектора nr  в точке ( )00; yxM  
имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++++

−

++

−
==

2'2'2'2'

'

2'2'

'

1

1;
1

;
1 yxyx

y

yx

x

ffff

f

ff

f
N
Nn r

r
r . 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Что называется поверхностью? 
2. Назовите способы задания поверхности. Для каждого спо-

соба  задания приведите пример. 
3. Какие поверхности называются простыми? Что называется 

границе поверхности, внутренней точкой поверхности? 
4. Какие поверхности называются замкнутыми? Приведите 

пример замкнутой поверхности. 
6. Дайте определение особых и неособых точек поверхности. 

Приведите примеры. Какая поверхность называется гладкой, 
кусочно-гладкой? 

7. Дайте определение нормального вектора к поверхности. 
Какие координаты имеет нормальный вектор при векторном за-
дании поверхности, при явном задании поверхности? 

8. Какая плоскость называется касательной к поверхности? 
Запишите уравнение касательной плоскости к поверхности.  

9. Какая прямая называется нормалью к поверхностью? За-
пишите уравнение нормали. 

 
 


