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Лекция 11. n -КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

1. Определение кратного интеграла Римана. 
2. Классы интегрируемых функций. 
3. Сведение n -кратных интегралов к повторным. 
4. Формула замены переменной в кратном интеграле. 

 
1. Определение и свойства кратного интеграла Римана.. 
Пусть множество G  измеримо по Жордану в n -мерном про-

странстве nR .  
Пусть функция ( )xf , ( )nxxxx ;...;; 21=  определена на измери-

мом по Жордану множестве G , а τ  есть разбиение множества G : 
{ }iG=τ , mi ,...,2,1= . Возьмем в каждом из множеств iG  по точке 
( )niC ξξξ ;...;; 21 , mi ,...,2,1= . 
Опр е д е л е н и е  1. Выражение  

( ) ( ) ( )∑
=

⋅=
n

i
iiim GmfC

1
, ξτσ      (1) 

называется интегральной суммой Римана для функции ( )xf  на 
множестве G , соответствующей разбиению τ  и выборке точек 

ii GC ∈ , ( )niC ξξξ ;...;; 21 , mi ,...,2,1= . Здесь ( )iGm  – мера множест-
ва iG . 

Если функция ( )xf , ограничена на G , то для любого разбие-
ния { }iG=τ , ni ,...,2,1= , определены числа  

( )xfm
iGxi ∈

= inf , ( )xfM
iGx

i
∈

= sup . 

Числа ( )∑
=

⋅=
m

i
ii Gmms

1
τ  и ( )∑

=

⋅=
m

i
ii GmMS

1
τ  называются ниж-

ней и верхней суммами Дарбу, соответствующими разбиению τ . 
Опр е д е л е н и е  2. Число I  называется пределом инте-

гральной суммы mσ  при мелкости разбиения ( ) 0→τλ , если для 
любого 0>ε  найдется 0>δ  такое, что для любого разбиения τ  с 
мелкостью ( ) δτλ <  и для любой выборки точек ( )niC ξξξ ;...;; 21 , 

mi ,...,2,1= , выполняется неравенство: 
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εδ <− mI . 

Обозначается: ( ) ( )∑
=

→
⋅=

m

i
ii GmfI

10
lim ξ
λ

. 

Число I  называется n  -кратным интегралом Римана от 
функции ( )xf  по множеству G , функция ( )xf  – интегрируемой 
на множестве G . 

Обозначается: ( )∫∫∫ nn
G

dxdxdxxxxf ...;...;;... 2121 . 

В случае 2=n  получаем двойной интеграл, в случае 3=n  – 
тройной. 

Опр е д е л е н и е  3. Функция ( )xf  называется существенно 
неограниченной на измеримом по Жордану множестве nG R∈ , 
если она неограничена на любом подмножестве GG ⊂' , таком, 
что ( ) 0\ ' =GGm . 

Теорема 1 (критерий интегрируемости). Для того чтобы ог-
раниченная функция ( )xf  была интегрируема на измеримом по 
Жордану множестве nG R∈ , необходимо и достаточно, чтобы 
для любого 0>ε  нашлось 0>δ  такое, что для любого разбиения 
τ  с мелкостью ( ) δτλ <  разность верхней и нижней сумм Дарбу 
выполняется неравенство: 

εττ <− sS . 
Доказательство теоремы 1 аналогично соответствующему до-

казательству для определенного интеграла. 
 

2. Классы интегрируемых функций. 
Напоминание: Компакт в nR  – это ограниченное и замкнутое 

множество. Функция ( )xf , непрерывная на компакте, равномерно 
непрерывной на этом компакте (теорема Кантора). 

Теорема 2. Непрерывная на измеримом по Жордану компакте 
функция ( )xf  интегрируема на этом компакте. 
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Доказательство теоремы 2 ничем не отличается от соответст-
вующего доказательства теоремы об интегрируемости функции 
одной переменной, непрерывной на отрезке. 

Теорема 3. Пусть функция ( )xf  ограничена на измеримом 
компакте nG R∈  и множество ее точек разрыва имеет жорда-
нову меру нуль. Тогда функция ( )xf  интегрируема на G . 

► Пусть E  есть множество точек разрыва функции ( )xf  и 
( ) 0=Em . По определению множества жордановой меры нуль для 

любого 0>ε  найдется такое открытое клеточное множество A , 

что EA⊂  и ( )
M

Am
4
ε

< , где ( )xfM
Gx∈

= sup . 

На замкнутом ограниченном множестве AG \  функция ( )xf  
непрерывна, а поэтому интегрируема (теорема 2). 

Для любого 0>ε  найдется разбиение { }NGGG ;...;; 32
' =τ  мно-

жества AG \  такое, что 

( ) ( )
22

''
ε

ττ <−=− ∑
=

N

k
kkk GmmMsS . 

Пусть GAG I=1 . Тогда множества { }NGGGG ;...;;; 321  образу-
ет разбиение τ  множества G , причем  

( ) ( )
M

AmGm
41
ε

<≤ . 

Тогда  
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ττ =+<−+−=− ∑

= 24
2

2
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Так как ε  произвольное положительное число, то в силу тео-
ремы 1 функция ( )xf  интегрируема на множестве G . ◄ 

Все перечисленные свойства доказываются так же, как и соот-
ветствующие свойства определенного интеграла. 

1. Если ( ) 1≡xf , ( )nxxxx ;...;; 21= , то справедливо равенство 

( )Gmdxdxdx n
G

=∫∫∫ ...1... 21 . 
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2. Если ( ) 0≥xf  и ( )xf  – интегрируемая на измеримом по 
Жордану множестве G  функция, то  

( ) 0...;...;;... 2121 ≥∫∫∫ nn
G

dxdxdxxxxf . 

3 (линейность). Если α  и β  — произвольные постоянные 
числа, функции ( )xf  и ( )xg , ( )nxxxx ;...;; 21= , интегрируемы на 
измеримом по Жордану множестве G , то функция 

( ) ( )zyxgzyxf ;;;; ⋅+⋅ βα  тоже интегрируема в G  и справедливо 
равенство 

( ) =⋅+⋅∫∫∫ n
G

dxdxdxgf ...... 21βα  

∫∫∫∫∫∫ += n
G

n
G

dxdxdxgdxdxdxf ............ 2121 βα . 

4 (монотонность). Если ( )xf  и ( )xg , ( )nxxxx ;...;; 21= , интег-
рируемые на множестве G  и ( ) ( )xgxf ≤ , то 

∫∫∫∫∫∫ ≤ n
G

n
G

dxdxdxgdxdxdxf ............ 2121 . 

5 (о среднем). Если функция ( )xf  непрерывна на измеримом 
связном компакте nG R∈ , то найдется точка ( ) Gn ∈= ξξξξ ;...;; 21  
такая, что  

( ) ( )Gmfdxdxdxf n
G

ξ=∫∫∫ ...... 21 . 

6 (аддитивность). Если { }kG , mk ,...,2,1= , есть разбиение 
множества G , то функция ( )xf  интегрируема на множестве G  в 
том и только в том случае, когда она интегрируема на каждом из 
множеств kG  причем 

∑ ∫∫∫∫∫∫
=

=
m

k
n

G
n

G

dxdxdxfdxdxdxf
k1

2121 ............ . 
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7. Произведение интегрируемых на измеримом множестве G  
функций есть интегрируемая на множестве G  функция, 

8. Если функция ( )xf  интегрируема на измеримом множестве 
G , то функция ( )xf  также интегрируема и 

∫∫∫∫∫∫ = n
G

n
G

dxdxdxfdxdxdxf ............ 2121 . 

 
3. Сведение n -кратных интегралов к повторным. 
Опр е д е л е н и е  4. Область 1+∈Ω nR  называется элемен-

тарной относительно оси 1+nx , если 
( ) ( ) ( ){ }nnnn xxxxxxxGxxxx ;...;;;...;;;...;; 212121121 ϕϕ ≤≤∈==Ω + , 

где G  – замкнутая ограниченная область в nR  и 1ϕ  и 2ϕ  – не-
прерывные на G  функции. 

Теорема 4. Если 1+∈Ω nR  – область, элементарная относи-
тельно оси 1+nx  a ( )121 ;...;; +nxxxf  – непрерывная функция на Ω , 
то справедлива следующая формула: 

( ) =∫∫∫ ++
Ω

121121 ...;...;;... nn dxdxdxxxxf  

( )
( )

( )

∫∫∫ ++=
n

n

xxx

xxx
nn

G
n dxxxxfdxdxdx

;...;;

;...;;
112121

212

211

;...;;...
ϕ

ϕ

. 

Без доказательства. 
 

4. Формула замены переменной в кратном интеграле. 
Пусть G  – ограниченная область nR , отображение nGF R→:  

есть взаимно однозначное и непрерывно дифференцируемое ото-
бражение. 

Аналитически отображение nGF R→:  задается с помощью 
непрерывно дифференцируемых функций: 

( )nuuux ;...;; 2111 ϕ= , 
............................ , 
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( )nnn uuux ;...;; 21ϕ= . 
Теорема 5. Пусть взаимно однозначное отображение 

nGF R→:  удовлетворяет условиям  

а) производные 
j

i

u∂
∂ϕ , nji ,...,2,1, = , ограничены в области G , 

б) производные 
j

i

u∂
∂ϕ , nji ,...,2,1, = , равномерно непрерывны в 

G , 
в) якобиан отображения  
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∂
∂
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∂
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∂
∂

∂
∂

==

m

mmm

m

m

m
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DJ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ

ϕϕϕ . 

И пусть области G  и ( )GFG ='  измеримы и функция ( )xf  
непрерывна в замкнутой области 'G . Тогда справедлива формула 
замены переменной в кратном интеграле: 

( ) =∫∫∫ nn
G

dxdxdxxxxf ...;...;;... 2121
'

 

( ) ( ) ( )( )∫∫∫= nn
G

dududuJuuuf ...;...;;... 2121 ϕϕϕ , 

где ( )nuuuu ;...;; 21= . 
Без доказательства. 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Дайте определение интегральной суммы Римана.  
2. Что называется  n -кратным интегралом Римана? 
3. Сформулируйте достаточное условие интегрируемости 

функций. 
4. Перечислите свойства кратного интеграла. 
5. Сформулируйте теорему о сведение n -кратных интегралов к 

повторным. 
6. Сформулируйте теорему о формуле замены переменной в 

кратном интеграле. 
 
 


