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Лекция 6. ПРИЛОЖЕНИЯ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

1. Геометрические приложения двойного интеграла. 
2. Физические приложения двойного интеграла. 

 
1. Геометрические приложения двойных интегралов. 

Вычисление площадей плоских фигур. Площадь S  области 
G  может быть вычислена по формуле  

∫∫=
G

dxdyS .     (1) 

Данная формула применима не только к криволинейным тра-
пециям, но и к фигурам, расположенным произвольно по отно-
шению к координатным осям. 

Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми 24 yyx −= , 6=+ yx . 

Р еш е н и е . 1. Найдем координаты точек пересечения дан-
ных линий. Для этого решим систему 
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Итак, имеем две точки пересечения ( )2;4A  и ( )3;3B . 
2. Вычисляем площадь фигуры. 
Подставляя в формулу (1), получим 
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Вычисление площади поверхности. Площадь S  поверхно-
сти, заданной уравнением ( )yxfz ;= , вычисляется с помощью 
двойного интеграла по формуле 
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( ) ( )∫∫ ++=
G

yx dxdyffS
2'2'1 ,   (2) 

где G  – проекция поверхности на плоскость Oxy . 

Пример. Найти площадь части конуса 22 yxz += , заклю-

ченной внутри цилиндра xyx 222 =+ . 
Р еш е н и е . Из уравнения конуса имеем 
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Проекцией поверхности на плоскость Oxy  является круг, ог-
раниченный окружностью ( ) 11 22 =+− yx  (рис.2). 

 
Рис.2. 
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Вычисление объема тела. С помощью двойного интеграла 
объем тела, ограниченного сверху поверхностью ( ) 0; >= yxfz , 
снизу плоскостью 0=z , с боковых сторон цилиндрической по-
верхностью, у которой образующая параллельна оси Oz , а на-
правляющей служит контур области G , находится по формуле: 

( )∫∫=
G

dxdyyxfV ; .    (3) 

Пример. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
2xy = , 4=++ zyx , 1=y , 0=z . 

Р еш е н и е . Данное тело представляет собой вертикальный 
цилиндр, который сверху ограничен частью плоскости 

yxz −−= 4 , снизу – частью плоскости, заключенной между па-
раболой 2xy =  и прямой 1=y  (рис.3). 

 
Рис.3. 
 
Тогда по формуле 3 получим, 
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2. Физические приложения двойного интеграла. 

Вычисление массы пластины. Масса плоской пластины G  с 
переменной плотностью ( )yx;ρρ =  вычисляется по формуле 

( )∫∫=
G

dxdyyxm ;ρ . 

Пример. Найти массу кругового кольца, если в каждой его 
точке поверхностная плотность обратно пропорциональна квад-
рату расстояния ее до центра кольца. 

Р еш е н и е . Обозначим радиусы окружностей, ограничи-
вающих кольцо, через 1r  и 2r , 21 rr < . Поместим полярный ради-
ус системы координат в центре кольца. Тогда уравнения окруж-
ностей примут вид 1rr =  и 2rr = . Поверхностная плотность в 

любой точке кольца равна 2r
k

=ρ . 

Масса кольца равна 
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Статические моменты и координаты центра тяжести. 
Статические моменты пластины G  относительно осей Ox  и Oy  
могут быть вычислены по формулам 

( )∫∫ ⋅=
G

x dxdyyxyS ;ρ ,  ( )∫∫ ⋅=
G

y dxdyyxxS ;ρ , 

а координаты центра масс пластины – по формулам 

m
S

x y
c = , 

m
Sy x

c = . 

Моменты инерции пластины. Момент инерции материаль-
ной точки массы m  относительно оси относительно некоторой 
оси равен произведению массы точки  на квадрат расстояния 
точки до оси. 

Моменты инерции пластины G  относительно осей Ox  и Oy  
находятся по формулам 

( )∫∫=
G

x dxdyyxyI ;2ρ ,  ( )∫∫=
G

y dxdyyxxI ;2ρ . 

Момент инерции пластины G  относительно начала коорди-
нат вычисляется по формуле 

( ) ( )∫∫ +=+=
G

yx dxdyyxyxIII ;22
0 ρ . 

Пример. Найти центр масс равнобедренного прямоугольного 
треугольника, если в каждой его точке поверхностная плотность 
пропорциональна расстоянию ее до гипотенузы. Найти момент 
инерции данного треугольника относительного его гипотенузы. 

Р еш е н и е . Пусть в прямоугольном равнобедренном тре-
угольнике ABC  гипотенуза AB  (рис.4).  

 
Рис.4. 
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Тогда относительно системы координат Oxy  уравнения кате-
тов AC  и BC  будут axy +=  и xay −= . Согласно условию 
задачи в точке ( )yx;  треугольника ABC  плотность имеет вид 
( ) kyyx =;ρ . 
1. Вычислим величины массу и координаты центра масс для 

данного треугольника. 
Для массы получим: 
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Статические моменты: 
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2. Момент инерции относительно гипотенузы AB  представ-
ляет собой xI . Поэтому  
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Вопросы для самоконтроля 

 
1. Какие геометрические приложения имеет двойной инте-

грал? 
2. Перечислите, при вычислении каких физических величин 

используется двойной интеграл. 
 
 


