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Лекция 2. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ  
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
1. Понятие функции многих переменных.  
2. Определение предела функции многих переменных. 
3. Повторные пределы. 
4. Непрерывность функции многих переменных. 

 
1. Понятие функции многих переменных. 
Пусть nG R⊂  – произвольное множество точек n -мерного евк-
лидова пространства. 

Опр е д е л е н и е  1. Если правило f  каждой точке 
( ) Gxxxx n ∈= ;...;; 21  ставит в соответствие некоторое вполне оп-

ределенное действительное число ( ) ( )nxxxfxfu ,...,, 21== , то 
говорят, что на множестве G  задана числовая функция (или 
отображение) f  от n  переменных. 

Множество G  называется областью определения, ( ) GfD = , 
а множество ( ){ }GxxfuuE ∈=∈= ,R  – множеством значе-
ний функции f . 
Обозначается: RR →nf : ; ( )xfu = , ( )nxxxx ,...,, 21= ; 
( )nxxxfu ,...,, 21= . 

В частном случае при 2=n  функцию двух переменных мож-
но рассматривать как функцию точек плоскости 2R . Частное 
значение функции ( )yxfz ,=  при 0xx =  и 0yy =  обозначается 
( )00 , yxf , ( )0Mf , 

0
0

yy
xxz

=
=  или 

0Mz . 

Функция f  двух переменных x  и y  может быть задана ана-
литическим, табличным, графическим и другими способами. 

График функции двух переменных ( )yxfz ,=  изображается в 
трехмерном пространстве при выбранной декартовой системе 
координат Oxyz  как множество точек 

( ) ( ){ }yxfzzyx ,;; 3 =∈=Γ R , 

которое есть некоторая поверхность в 3R . Проекцией этой по-
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верхности на плоскость Oxy  является область ( )fD . 
Функцию трех и более переменных изобразить графически 

затруднительно. 
Примеры. 
1. 22 yxz += . 
Область определения этой функции ( ) 2R=fD , множество 

значений ( ) [ )+∞= ;0fE . Графиком данной функции в простран-
стве 3R  является круговой параболоид (рис.1). 

2. 22 24 yxz −−= . 
Областью определения ( )fD  этой функции является множе-

ство всех точек плоскости 2R , для которых определено выраже-
ние 22 24 yx −− , т.е. 024 22 ≥−− yx . Множество таких точек 

лежит внутри и на эллипсе с полуосями 2=a , 2=b  (на рис.2), 

т.е. ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤+∈= 1
24

;
22

2 yxyxMfD R ). Множество значений 

( ) [ ]2;0=fE . Графиком этой функции является верхняя часть эл-
липсоида. 

3. 22
2

2
1 ...1 nxxxz −−−−= . 

  
Рис.1.   Рис.2. 
 
Функция определена, если 0...1 22

2
2
1 ≥−−−− nxxx  или 

1... 22
2

2
1 ≤+++ nxxx .  
Отсюда  
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( ) [ }1...);...;;( 22
2

2
121 ≤+++∈= n

n
n xxxxxxMfD R , 

т.е. областью определения ( )fD  данной функции является мно-
жество точек замкнутого n -мерного шара радиусом 1=r  с цен-
тром в начале координат, а ( ) [ ]1;0=fE ; 

4. ( )2225ln zyxz −−−= . 
Функция определена, если 05 222 >−−− zyx  или 

5222 <−− zyx , откуда  

( ) ( )[ ]5;; 2223 <++∈= zyxzyxMfD R , 

т.е. областью определения ( )fD  данной функции является мно-
жество точек открытого трехмерного шара радиусом 5 , а 
( ) ( ]5ln;∞−=fE . 
Функции нескольких переменных могут быть заданы явно 

(уравнением, разрешенным относительно зависимой перемен-
ной: ),( yxfz = , ),,( zyxfu = , ),...,,( 21 nxxxfu = ) либо неявно 
(уравнением, не разрешенным относительно зависимой пере-
менной). 

Пример. Функция z  двух переменных x  и y , определяемая 

уравнением 01622 =+−+ zyx  задана неявно. К явному заданию 
этой функции можно перейти, решив уравнение относительно z  
(если это возможно). Тогда 2216 yxz ++= . 

Опр е д е л е н и е  2. Множество точек ( )nxxxx ,...,, 21=  про-
странства nR , удовлетворяющих уравнению ( ) cxxxf n =,...,, 21 , 
называется множеством уровня функции ( )nxxxfu ,...,, 21= , 
соответствующим данному значению c . 

Если 2=n , то множество уровня  называется линией уровня, 
если 3=n , то множество уровня  называется поверхностью 
уровня, если 3>n , то множество уровня  называется гиперпо-
верхностью уровня. 

 
2. Определение предела функции многих переменных. 

Пусть функция )(xfz = , ( )nxxxx ,...,, 21= , определена в окре-
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стности ( )0, xU ε . 
Опр е д е л е н и е  2 (по Гейне). Число A  называется преде-

лом функции )(xfz =  в точке ( )00
2

0
10 ;...;; nxxxx = , если для любой 

сходящейся к 0x  последовательности точек ( )∞=1mmx , 

( )m
n

mm
m xxxx ;...;; 21= , ∞= ,1m , ( )0xUxm ,∈ ε

o

, соответствующая 
последовательность ( )( )∞=1mmxf  значений функции сходится к A . 
Символическая запись: ( )xfA

xx 0

lim
→

=  ⇔  

⇔  ( )∞=∀ 1mmx , ( )0xUxm ,∈ ε , 0lim xxkk
=

∞→
   ( ) ( )0lim xfxf mk

=
∞→

. 

Для записи предела функции можно использовать обозначе-
ние: 

( )n

xx

xx
xx

xxxfA

nn

,...,,lim 21

..........
0

0
22

0
11

→

→
→

= . 

Как и в случае функции одной переменной, данное определе-
ние по Гейне предела функции двух переменных на языке по-
следовательностей эквивалентно определению предела функции 
по Коши. 

Опр е д е л е н и е  3 (по Коши). Число A  называется преде-
лом функции )(xfz =  в точке ( )00

2
0
10 ;...;; nxxxx = , если для любо-

го 0>ε  существует ( ) 0>εδ , такое, что для любой точки 

( )0xUx ,∈ ε
o

 выполняется неравенство ( ) ε<− Axf . 
Символическая запись: ( )xfA

xx 0

lim
→

=  ⇔  

⇔  ( ):0 0xU ,∃>∀ εε
o

( )0xUM ,∈∀ ε
o

   ( ) ε<− Axf . 
Эквивалентность двух определений предела доказывается так 

же, как и для функции одной переменной. 
Если функция двух переменных ( )yxfz ;=  определена в ок-

рестности ( )( )00 ,; yxU ε
o

 и число A  является пределом при 
( ) ( )00 ,, yxyx → , то  
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( )yxfA
yy
xx

;lim
0
0

→
→

=  

называется двойным пределом. 
Отметим, что в некоторых приложениях удобно пользоваться 

определением по Коши, в других – по Гейне. 
При определении предела функции ( )yxfz ;=  в точке 
( )000 ; yxM  полагается, что функция может быть не определена в 

точке 0M . Поэтому значения функции ( )Mf  отличаются от 
числа 0z  на достаточно малую величину, если точка M  выбра-
на достаточно близко к точке 0M . Из определения предела 
функции по Коши получаем ( ) εε +<<− 00 zMfz . С геометри-
ческой точки зрения, приведенное неравенство означает, что 
точка графика функции ( ) ( )yxfMfz ,==  из окрестности 

( )0MU ,δ
o

 находится между двумя плоскостями ε−= 0zz  и 
ε+= 0zz . Другими словами, предел функции ( )yxfz ;=  при 

0xx → , 0yy →  определяется поведением функции вблизи точки 
( )000 ; yxM  и не зависит от значения функции в этой точке. 
Примеры. 
1. Вычислить, используя определение предела по Гейне, 

yx
yx

y
x −

−

→
→

33

0
0

lim  

Р еш е н и е . Область определения данной функции 
( ) ( ){ }yxyxfD ≠∈= 2; R . Возьмем произвольную последова-

тельность точек ( ) ( )( )∞=
∞
= = 11 ; kkkkk yxM , таких, что kk yx ≠ , 

0→kx , 0→ky . Тогда 

( ) 22
33

kkkk
kk

kk
k yyxx

yx
yxMf ++=

−
−

= . 

Следовательно, 
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( ) 0limlim 22

0
0

33

0
0

=++=
−
−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

→
→
∞→

→
→ kkkk

y
x

k
y
x

xyxx
yx
yx

k
k

. 

2. Доказать, пользуясь определением предела по Коши, что 

0lim
33

0
0

=
−
−

→
→ yx

yx

y
x

. 

Р еш е н и е . Выберем произвольное число 0>ε  и найдем 

( )εr , такое, что для любой точки ( ) ( )( )0;0;; δ
o

UyxM ∈  выполня-
ется неравенство ( ) ε<− 0, yxf . Так как для любой точки 

( )fDyxM ∈);(  справедливо соотношение 

( ) 22
33

, yxyx
yx
yxyxf ++=

−
−

= , 

то 
( ) xyyxyxyxyxf ++≤++=− 22220, . 

Оценим yx ⋅ : 

( ) 02 22222 ≥+≤+−=− yxyxyxyx  ⇒  ( )22

2
1 yxyx +≤⋅ . 

 

Таким образом, ( ) ( ) ( ) ερ <=+≤− MOyxyxf ,
2
3

2
30, 222 . 

Отсюда 

( ) ερ
3
2, <MO , 

где ( )MO;ρ  – расстояние от точки ( )yxM ;  до точки ( )0;0O . 
Следовательно, для любого 0>ε  мы нашли число 

( ) εεδ
3
2

= , такое, что для любой точки ( ) ( )0,; MUyxM δ∈  бу-

дет выполняться неравенство 0lim0
33

0
0

33

=
−
−

⇔<−
−
−

→
→ yx

yx
yx
yx

y
x

ε . 

Поскольку определение предела функций многих перемен-
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ных аналогично определению предела функции одного пере-
менного, то для случая функций многих переменных сохраняют-
ся все свойства пределов функций (кроме тех, где существенна 
упорядоченность точек числовой прямой, например, односто-
ронние пределы). 

 
3. Повторные пределы. 

Для функции ( )yxfz ,=  можно определить понятие предела 
по переменной x , полагая y  постоянным, и можно определить 
предел по y , полагая x  постоянным. 

Пусть функция ( )yxfz ,=  задана в прямоугольной окрестно-
сти ( ) ( ){ }2010

2
210 ,,,, dyydxxyxddMU <−<−∈= R  точки 

( )000 , yxM  за исключением, быть может, самой точки 
( )000 , yxM . И пусть для каждого фиксированного y , удовлетво-

ряющего условию 200 dyy <−< , при 0xx →  для функции 
( )yxfz ,=  одной переменной x существует предел 
( ) ( )ygyxf

фикy
xx

=
→

;lim
0

. И пусть при 0yy →  для функции ( )yg суще-

ствует предел ( ) byg
yy

=
→ 0

lim . Тогда говорят, что существует по-

вторный предел b  для функции ( )yxfz ,=  в точке ( )000 , yxM . 
Обозначается: ( ) byxf

xxyy
=

→→
;limlim

00

.  

Аналогично определяется повторный предел ( )yxf
yyxx

;limlim
00 →→

. 

Теорема 1. Пусть функция ( )yxfz ,=  определена в некото-
рой прямоугольной окрестности ( )210 ,, ddMU  точки 

( )000 , yxM , и имеет в этой точке двойной предел 
( ) byxf

yy
xx

=
→
→

;lim
0
0

. И пусть для любого фиксированного x , 

100 dxx <−< , существует предел ( ) ( )xhyxf
фикx

yy
=

→
;lim

0

 и для лю-

бого фиксированного y , 200 dyy <−< , существует предел 
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( ) ( )ygyxf
фикy

xx
=

→
;lim

0

. Тогда повторные пределы ( )yxf
xxyy

;limlim
00 →→

 и 

( )yxf
yyxx

;limlim
00 →→

 существуют и равны 

 ( ) ( )yxfyxf
yyxxxxyy

;limlim;limlim
0000 →→→→

= . 

► Так как функция ( )yxfz ,=  имеет в точке ( )000 , yxM  пре-
дел b , то по определению имеем 

( ) 0,lim
0
0

zyxf
yy
xx

=
→
→

 ⇔  

⇔  ( ) ( ) δδεδδε <−<<−<∀=∃>∀ 00 0,0;:0 yyxxyx  
( ) ε<−⇒ 0; zyxf  

Отсюда ( ) εε +<<− 00 ; zyxfz . Это означает, что в прямо-
угольной окрестности ( )210 ,, ddMU  точки ( )000 , yxM  значение 
функции отличается от b  не более чем на ε . Но тогда пределы 
( )yg  и ( )xh  отличаются от b  не более чем на ε . 
Следовательно, пределы этих функций в точках 0y  и 0x  су-

ществуют и равны. ◄ 
Для функции ( )nxxxfu ;...;; 21=  понятие повторного предела 

определяется аналогично. 
 

4. Непрерывность функции многих переменных. 
Понятие непрерывности функции нескольких переменных 

определяется с помощью предела. 
Опр е д е л е н и е  4. Функция ( )xfu = , ( )nxxxx ,...,, 21= , на-

зывается непрерывной в точке ( )00
2

0
10 ;...;; nxxxx = , если выполне-

ны следующие три условия: 
1) ( )xf  определена в точке 0x  и некоторой ее окрестности; 
2) существует ( )xf

xx 0

lim
→

; 

3) ( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. 

Если в точке 0x  одно из указанных трех условий не выполня-
ется, то она является точкой разрыва функции ( )xfu = . 
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Для функции ( )yxfz ,=  двух независимых переменных точ-
ки разрыва могут быть изолированными или образовывать ли-
нию разрыва. Для функции ),,( zyxfu =  трех независимых пе-
ременных точки разрыва могут быть изолированными, образо-
вывать линию или поверхность разрыва. 

Примеры. Найти точки разрыва функций: 

1) 
( ) 224

1
yx

z
+−

= ; 2) 
yx

z
−

=
1 ; 3) 

9
2

222 −++
=

zyx
u . 

Р еш е н и е . 1. Данная функция определена на 2R  всюду, 
кроме точки ( )0;4M , которая и является точкой разрыва функ-
ции. 

2. Данная функция определена для любых x , y , таких, что 
yx ≠ . Следовательно, прямая yx =  является линией разрыва 

функции. 

3. Функция 
9

2
222 −++

=
zyx

u  определена для любых x , y , 

z , таких, что 9222 ≠++ zyx . Сфера с центром в начале коор-
динат и радиусом 3 является поверхностью разрыва функции. 

Основные теоремы о свойствах непрерывных в некоторой 
точке функций (например, теорема о непрерывности суммы не-
прерывных функций) доказываются для функций многих пере-
менных так же, как и для функции одной переменной. 

Теорема 2 (непрерывность сложной функции). Пусть 
функции ( )tx 11 ϕ= , ( )tx 22 ϕ= , ... , ( )tx nn ϕ= , ( )ntttt ,...,, 21= , оп-
ределены в некоторой окрестности точки ( ) n

ntttt R∈= 00
2

0
10 ;...;;  

и непрерывны в точке 0t . Функция ( )nxxxfu ,...,, 21=  определена 
в окрестности точки ( ) ( ) ( )( ) ntttx

n
R∈= 00201 ;...;;

0
ϕϕϕ  и непре-

рывна в точке 0x . Тогда в некоторой окрестности точки 0t  
определена сложная функция ( ) ( ) ( ) ( )( )tttft

n
ϕϕϕ ;...;; 21=Φ , при-

чем функция ( )tΦ  непрерывна в точке 0t .  
Без доказательства. 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Что называется функцией в пространстве nR . Что такое 

множество уровня? 
2. Сформулируйте определения предела функции ( )yxfz ,=  

в точке по Гейне и по Коши. Что означает эквивалентность этих 
определений? 

3. Дайте определение бесконечно малой функции в простран-
стве nR  при 0MM → . 

4. Сформулируйте определение повторного предела функции 
( )yxfz ,= . Дайте определение повторного предела для функции 
( )nxxxfu ;...;; 21= . 

5. Сформулируйте определение непрерывной функции 
( )nxxxfu ,...,, 21=  в точке ( )00

2
0
10 ;...;; nxxxM . Какими свойствами 

обладают непрерывные функции? 
 
 


