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Лекция 4. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ  
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ 

 
1. Сходимость функциональных последовательностей. 
2. Функциональные ряды и их сходимость. 
3. Признаки равномерной сходимости функциональных рядов. 
4. Свойства равномерно сходящихся функциональных рядов. 

 
1. Сходимость функциональных последовательностей. 

Пусть на множестве X  задана последовательность функций 
( )( ) ( ) ( ) ( )( );...;; 3211 xfxfxfxf nn =∞

= , 
принимающих числовые значения в точках Xx∈ . 

Опр е д е л е н и е  1. Последовательность ( )( )∞=1nn xf  называ-
ется ограниченной, если существует такое число 0>M , что 

N∈∀n  во всех точках Xx∈  выполняется неравенство  
( ) Mxfn ≤ . 

Символическая запись: 
( )( )∞=1nn xf  – ограничена ⇔  N∈∀n  и Xx∈∀   ( ) Mxfn ≤ . 

Опр е д е л е н и е  2 . Последовательность ( )( )∞=1nn xf  называ-
ется поточечно сходящейся к функции ( )xf  на множестве X , 
если при любом фиксированном Xx∈  числовая последователь-
ность ( )( )∞=1nn xf  сходится к ( )xf , т.е. Xx∈∀  ( ) ( )xfxfnn

=
∞→

lim . 

Символическая запись:  
( )xfn → ( )xf   

⇔  ∀ 0>ε  ∀ Xx∈  ∃ ( )εN : ∀ ( )εNn >  ⇒  ( ) ( ) ε<− xfxfn . 

Пример. Последовательность функций ( ) ( );...;;1 2
1 xxx n

n =
∞
=  за-

дана на множестве [ ]1;0=X . Тогда  

⎩
⎨
⎧

<≤
=

=
∞→ .10при0

,1при1
lim

x
x

xn

n
 

Опр е д е л е н и е  3 . Функциональная последовательность 
( )( )∞=1nn xf  называется равномерно сходящейся к функции ( )xf  
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на множестве X , если для любого 0>ε  существует такой но-
мер ( )εN , что для всех ( )εNn >  и всех точек Xx∈  имеет место 
неравенство: 

( ) ( ) ε<− xfxfn . 
Символическая запись: 

( )xfn
→
→ ( )xf  
⇔  ∀ 0>ε  ∃ ( )εN : ∀ ( )εNn >  и ∀ Xx∈ ⇒  

( ) ( ) ε<− xfxfn . 
Лемма 1. Для того чтобы последовательность функций 
( )( )∞=1nn xf  равномерно сходилась на множестве X  к функции 

( )xf , необходимо и достаточно, чтобы  
( ) ( ) 0suplim =−

∞→
xfxfn

Xn
. 

Без доказательства. 
Обозначим ( ) ( )xfxfr n

X
n −= sup .  

Тогда последовательность ( ) ( ) ( )
∞

=

∞
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

1
1 sup

n
n

X
nn xfxfr  явля-

ется числовой последовательностью. 
Пример. Доказать, что функциональная последовательность 

( ) ( );...;;1 2
1 xxx n

n =
∞
= , заданная на множестве ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

2
1;0X , является 

равномерно сходящейся на этом множестве. 
Р еш е н и е . Предел существует и ( )xfxn

n
==

∞→
0lim  для всех 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
1;0x . Так как 

n
nx ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 2

10sup

2
1;0

, то  

0
2
1lim0suplim

2
1;0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

∞→
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∞→

n

n

n

n
x . 

Согласно лемме 1, последовательность ( ) ( );...;;1 2
1 xxx n

n =
∞
=  
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сходится равномерно к нулю на отрезке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

2
1;0X : 0

2
1;0 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

→
→

nx . 

Теорема 1 (критерий Коши равномерной сходимости 
функциональной последовательности). Для того чтобы по-
следовательность функций ( )( )∞=1nn xf  равномерно сходилась на 
множестве X  к функции ( )xf , необходимо и достаточно, 
чтобы для любого 0>ε  существовал такой номер ( )εNN = , 
что всех точек Xx∈ , всех Nn >  и всех +∈Zp  выполнялось  
неравенство 

( ) ( ) ε<−+ xfxf npn . 

Без доказательства. 
Символическая запись: 

( )xfn
→
→ ( )xf  ⇔   

∀ 0>ε ∃ ( )εN :∀ Xx∈ ,∀ Nn > ∀ +∈Zp      ( ) ( ) ε<−+ xfxf npn . 

 
2. Функциональные ряды и их сходимость 

 
Пусть ( )xu1 , ( )xu2 , …, ( )xun , … – последовательность функ-

ций, определенных на некотором множестве X .  
Опр е д е л е н и е  4. Ряд 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

=++++
1

21 ......
k

kk xuxuxuxu , 

членами которого являются функции ( )xuk , называется функ-
циональным. 

Каждому значению Xx ∈0  соответствует числовой ряд 

( )∑
∞

=1
0

k
k xu . Этот числовой ряд может быть сходящимся или рас-

ходящимся. Если ряд ( )∑
∞

=1
0

n
n xu  сходится, то 0x  называется точ-
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кой сходимости функционального ряда ( )∑
∞

=1k
k xu . Множество 

всех точек сходимости функционального ряда называется его 
областью сходимости. Обозначим ее через D . Очевидно, что 

XD ⊆ . Если множество D  пусто, то ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  расходится в 

каждой точке множества X .  
Опр е д е л е н и е  5 . n -й частичной суммой ( )xSn  ряда 

( )∑
∞

=1k
k xu  называется конечная сумма 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=+++=
n

k
knn xuxuxuxuxS

1
21 ... . 

Ряд ( ) ( )∑
∞

=
+=

1k
knn xuxr  называется n -м остатком ряда 

( )∑
∞

=1k
k xu . 

Опр е д е л е н и е  6 . Ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  называется сходящимся 

поточечно к функции ( )xS  на множестве X , если последова-
тельность его частичных сумм ( )( )∞=1nn xS  сходится к ( )xS  на X , 
т.е.  

( ) ( )xSxu
k

k =∑
∞

=1
 ⇔  ( ) ( )xSxSnn

=
∞→

lim  Xx∈∀ . 

Функция ( )xS  называется суммой ряда ( )∑
∞

=1k
k xu . 

Очевидно, что для сходящегося на множестве X  ряда 

( )∑
∞

=1k
k xu  его остаток 

( ) ( ) ( ) 0→−= xSxSxr nn  Xx∈∀  при ∞→n . 
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Опр е д е л е н и е  7 . Функциональный ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  называ-

ется абсолютно сходящимся на множестве XD ⊂1 , если в ка-

ждой точке этого множества сходится ряд ( )∑
∞

=1n
n xu . 

Так как из абсолютной сходимости ряда в точке следует его 
сходимость, то DD ⊂1 , где D  – область сходимости функцио-
нального ряда. 

Пример. Найти область сходимости ряда 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
−−

+
=+

+
++

+
+

+
+

1
12

2

12

2

22

2

2

2
2

1
...

1
...

11 k
kn

x

x

x

x

x

x
x

xx . 

Р еш е н и е . Члены исходного ряда при 0≠x  образуют гео-

метрическую прогрессию со знаменателем 1
1

1
2 <+ x

, а при 

0=x  все обращаются в нуль. Тогда 

( )
⎩
⎨
⎧

≠+
=

=
.0 если ,1

,0 если ,0
2 xx

x
xS  

Следовательно, областью сходимости ряда ( )∑
∞

=
−

+1
12

2

1k
k

x

x  яв-

ляется вся числовая ось R . При этом, хотя все члены ряда не-
прерывны на R , сумма ( )xS  разрывна в точке 0=x . 

Для определения области абсолютной сходимости функцио-
нального ряда используются признаки Коши и Д'Аламбера, для 
которых в рассматриваемом случае предел L , вообще говоря, 
будет функцией переменной x . 

Пример. Найти область абсолютной сходимости функцио-
нального ряда 

∑
∞

=

−− =+++++
1

112 ......1
k

kn xxxx . 

Р еш е н и е . Зафиксируем точку x . Применим для получен-
ного числового ряда признак Д'Аламбера: 
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x
x
x
k

k

k
=−∞→ 1lim . 

Ряд ∑
∞

=

−

1

1

k

kx  сходится при 1<x  и расходится при 1≥x .  

Таким образом, областью абсолютной сходимости функцио-

нального ряда ∑
∞

=

−

1

1

k

kx  является интервал ( )1;1− . 

Опр е д е л е н и е  8 . Функциональный ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  называ-

ется равномерно сходящимся на множестве X  к функции ( )xS , 
если последовательность частичных сумм ( )( )∞=1nn xS  сходится 
равномерно к ( )xS  на X : 

∀ Xx∈   ( )∑
∞

=1k
k xu →

→ ( )xS  ⇔  ( )xSn
→
→ ( )xS . 

Если ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
+=−=

1k
knnn xuxSxSxr  n -й остаток ряда 

( )∑
∞

=1k
k xu , условие равномерной сходимости ряда можно записать 

в виде 
( )xrn

→
→ 0. 

Замечание. Различие определений поточечной и равномер-
ной сходимостей функционального ряда состоит лишь в том, что 
в первом случае номер ( )εN  зависит от ε  и Xx∈ , т.е. 

( )xNN ;ε= , а во втором – только от ε , т.е. ( )εNN = . Поточеч-
ную сходимость называют также неравномерной. 

Пример. Показать, что ряд ( )∑
∞

=
−

+1
12

2

1k
k

x

x  в области R=X  

сходится неравномерно. 
Р еш е н и е . Пусть 10 << ε  и 0≠x . Тогда  
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( ) ( )
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
−+= nn

x
xxS

2

2

1

111 , 

и неравенство  

( ) ( ) ( ) ε<
+

=− −121

1
nn

x
xSxS  

выполняется при ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
+

−=> 21ln
ln1,

x
xNn εε . 

Действительно, 

( ) ε<
+

−121

1
n

x
 ⇒  ( )

ε
11

12 >+
−n

x  ⇒  ( ) ( ) εln1ln1 2 −>+− xn  ⇒  

( )21ln
ln1

x
n

+
−>

ε . 

Отсюда ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
+

−= 21ln
ln1,

x
xN εε . 

Поскольку ( ) +∞→xN ,ε  при 0→x  и 10 << ε , то при вы-
бранном ε  не существует конечного номера ( )εN , который не 
зависит от x , такого, чтобы выполнялось неравенство 
( ) ( ) ε<− xSxS n  ( )εNn >∀ , R∈∀x . 

Значит, сходимость ряда ( )∑
∞

=
−

+1
12

2

1k
k

x

x  на R  неравномерная. 

Теорема 2 (критерий Коши равномерной сходимости ря-

да). Для того чтобы ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  равномерно сходился на мно-

жестве X  к функции ( )xS , необходимо и достаточно, чтобы 
для любого 0>ε  существовал такой номер ( )εN , что всех 

( )εNn > , всех +∈Zp  и всех точек Xx∈  выполнялось неравен-
ство 

( ) ( ) ( ) ε<+++ ++ xuxuxu pnnn ..1 . 

Без доказательства. 
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3. Признаки равномерной сходимости функциональных  
рядов. 

Теорема 3 (признак Вейерштрасса). Пусть 1) члены ряда 

( )∑
∞

=1k
k xu  удовлетворяют неравенствам:  

( ) kk axu ≤  N∈∀k , Xx∈∀ ; 

2) ряд ∑
∞

=1k
ka , 0≥na , сходится. 

Тогда  функциональный ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  сходится равномерно на 

множестве X . 

► Так как числовой ряд ∑
∞

=1k
ka  сходится, то его остаток 

0→nr , т.е.  
( )εε N∃>∀ 0 : ( )εNn >∀      ε<nr . 

Тогда ( )εNn >∀   

( ) ( ) ( ) ε<=≤≤= ∑∑∑
∞

+=

∞

+=

∞

+=
n

nk
k

nk
k

nk
kn raxuxuxr

111

   Xx∈∀ . 

По определению это и означает равномерную сходимость ря-

да ( )∑
∞

=1k
k xu  на множестве X . ◄ 

Опр е д е л е н и е  9 . Числовой ряд ∑
∞

=1k
ka , члены которого 

удовлетворяют неравенствам ( ) kk axu ≤  N∈∀k , Xx∈∀ , назы-
вается мажорантным рядом или мажорантой для функцио-

нального ряда ( )∑
∞

=1k
k xu , а сам функциональный ряд в этом слу-

чае называется мажорируемым на множестве X . 
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Пример. Найти область равномерной сходимости ряда 

∑
∞

=1
3

cos

k k
kx . 

Р еш е н и е . Так как  

33
1cos
kk

kx
≤  N∈∀k , Xx∈∀  

и ряд ∑
∞

=1
3

1

k k
 сходится, то на основании признака Вейерштрасса 

заключаем, что областью равномерной сходимости заданного 
ряда является вся числовая ось R . 

Теорема 4 (признак Дирихле). Пусть 1) последователь-
ность функций ( )( )∞=1kk xa  равномерно сходится к нулю на мно-

жестве X ; 2) ( )( )∞=1kk xa  в каждой точке Xx∈  монотонна; 3) 

последовательность частичных сумм ( )( )∞=1nn xB , 

( ) ( )∑
=

=
n

k
kn xbxB

1
, ограничена на X . Тогда ряд ( ) ( )∑

∞

=1k
kk xbxa  рав-

номерно сходится на X . 
Без доказательства. 
Теорема 5 (признак Абеля). Пусть 1) последовательность 

функций ( )( )∞=1kk xa  ограничена на множестве X ; 2) ( )( )∞=1kk xa в 

каждой точке Xx∈  монотонна; 3) ряд ( )∑
∞

=1k
k xb  равномерно 

сходится на X . Тогда ряд ( ) ( )∑
∞

=1k
kk xbxa  равномерно сходится 

на множестве X . 
 

4. Свойства равномерно сходящихся функциональных ря-
дов. 

Теорема 6 (непрерывность). Если на множестве X  функ-

циональный ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  с непрерывными членами сходится 
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равномерно, то его сумма ( )xS  непрерывна на X . 
► В силу равномерной сходимости ряда на множестве X  для 

любого 0>ε  существует такой номер ( )εN , что для всех 
( ) NNn =≥ ε  

( ) ( ) ( )
3
ε

<−= xSxSxr NN   Xx∈∀ . 

Поскольку функция ( ) ( )∑
=

=
N

n
nN xuxS

1
 непрерывна на X , то 

∀ Xx ∈0  существует ( ) ( )0
0

lim xSxSnxx
=

→
. По определению преде-

ла ∀ 0>ε  существует 0>δ  такое, что ∀ Xx∈  удовлетворяю-
щих неравенству δ<− 0xx  выполняется неравенство 

( ) ( )
30
ε

<− xSxS NN . 

Учитывая, что ( ) ( ) ( )xrxSxS NN += , для любого 0>ε  и 
∀ Xx∈  удовлетворяющих неравенству δ<− 0xx  получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤−−+=− 000 xrxSxrxSxSxS NNNN  

( ) ( ) ( ) ( ) εεεε
=++≤++−≤

33300 xrxrxSxS NNNN . 

Значит, функция ( )xS  непрерывна в произвольной точке 
Xx ∈0 . ◄ 

Следствие. В равномерно сходящемся ряде возможен по-
членный переход к пределу, т.е. 

( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=
→

∞

=
→

==
1

0
11 00

limlim
k

k
k

kxxk
kxx

xuxuxu   Xx ∈∀ 0 . 

► Действительно, в силу непрерывности суммы ( )xS  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=
→

∞

=
→

∞

=
→

====
11

00
1 000

limlimlim
k

kxxk
kxxk

kxx
xuxuxSxSxu . ◄ 

Теорема 7 (почленное интегрирование). Если функциональ-

ный ряд ( )∑
∞

=1k
k xu  с непрерывными членами сходится к функции 
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( )xS  равномерно на отрезке [ ]ba; , то его можно почленно ин-
тегрировать на любом отрезке [ ] [ ]baxx ;;0 ⊂  и справедливо ра-
венство: 

( ) ( ) ( )∫ ∑ ∫∑∫
∞

=

∞

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

x

x k

x

x
k

k
k

x

x

dttudttudttS
0 00 11

,  

причем ряд ( )∑ ∫
∞

=1 0k

x

x
k dttu  сходится равномерно на [ ]ba; . 

► В силу равномерной сходимости ряда  

( ):0 εε N∃>∀  ( )εNn >∀  [ ]bax ;∈∀    ( ) ( )
ab

xSxS n −
<−

ε . 

Тогда [ ]bax ;∈∀  и ( )εNn >∀  

( ) ( ) ( ) ( ) ≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=− ∫ ∑∑ ∫∫

==

x

x

n

k
k

n

k

x

x
k

x

x

dttutSdttudttS
000 11

 

( ) ( ) εε
<−

−
≤−≤ ∫ 0

0

xx
ab

dttStS
x

x
n . 

А это означает, что ряд ( )∑ ∫
∞

=1 0k

x

x
k dttu  сходится равномерно на 

отрезке [ ]ba;  к функции ( )∫
x

x

dttS
0

. ◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1
arctg1

k k
x

k
. 

Р еш е н и е . Рассмотрим ряд ∑
∞

= +1
22

1

k xk
. 

Так как  

222
11

kxk
≤

+
 R∈∀x , 

а ряд ∑
∞

=1
2

1

k k
 сходится, то согласно  признаку Вейерштрасса 
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исходный ряд сходится равномерно на R . Интегрируя его по-
членно на отрезке [ ]x;0 , получаем 

k
x

k
dt

tk kk

x

arctg 11

11 0
22 ∑∑∫

∞

=

∞

=

=
+

. 

В силу теоремы 7 ряд ∑
∞

=1
arctg1

k k
x

k
 сходится равномерно на 

множестве R . 
Теорема 8 (почленное дифференцирование). Если ряд 

( )∑
∞

=1k
k xu  с непрерывно дифференцируемыми на отрезке [ ]ba;  

членами сходится к функции ( )xS  а ряд ( )∑
∞

=1

'

k
xu

k
 сходится рав-

номерно на этом отрезке, то исходный ряд сходится равномер-
но на [ ]ba; , его сумма ( )xS  – непрерывно дифференцируемая 
функция и справедливо равенство 

( ) ( )∑
∞

=

′=′
1k

k xuxS . 

► Обозначим через ( ) ( )∑
∞

=

′=
1k

k xuxδ . Интегрируя это равенст-

во на отрезке [ ] [ ]baxx ;;0 ⊂ , получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∑∑ ∫∫∑∫
∞

=

∞

=

∞

=

−=−=′=′=
1

00
11 000 k

kk
k

x

x
k

x

x k
k

x

x

xSxSxuxudttudttudttδ

или  

( ) ( ) ( )0

0

xSxSdtt
x

x

−=∫δ . 

Левая часть равенства дифференцируема по x . Следователь-
но, дифференцируема по x  и правая его часть. Получим: 
( ) ( )xSx ′=δ .  
Тогда справедливо равенство  
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( ) ( )∑
∞

=

′=′
1k

k xuxS . 

Равномерная сходимость на [ ]ba;  ряда ( )∑
∞

=1k
k xu  следует из 

теоремы 7. ◄ 

Пример. Найти сумму ряда ∑
∞

=

−

1

1

k

kkx . 

Р еш е н и е . Очевидно, что ряд ∑
∞

=0k

kx  сходится при 1<x  и 

его сумма равна 
x−1

1 . Ряд ∑
∞

=

−

1

1

k

kkx , полученный почленным 

дифференцированием ряда сходится равномерно при 1<≤ qx  
на основании признака Вейерштрасса, так как он мажорируется 

числовым рядом ∑
∞

=

−

1

1

k

kkq , сходящимся по признаку Д'Аламбера. 

На основании теоремы 8 

( )201

1

1
1

1
1

xxdx
dx

dx
dkx

k

k

k

k

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑

∞

=

∞

=

− , 

т.е.  

( )21

1

1
1
x

kx
k

k

−
=∑

∞

=

−  ( )1;1−∈∀x , 

поскольку для любого x  из указанного интервала всегда найдет-
ся такое q , что выполняется неравенство 1<≤ qx . 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Дайте определение ограниченной функциональной после-

довательности. 
2. Какая функциональная последовательность называется по-

точечно сходящейся на множестве X ? 
3. Дайте определение равномерно сходящейся функциональ-

ной последовательности. Сформулируйте критерий Коши рав-
номерной сходимости последовательности. 

4. Дайте определение функционального ряда, его области 
сходимости. 

5. Сформулируйте определения поточечной и равномерной 
сходимости функционального ряда. 

6. Сформулируйте и докажите признак Вейерштрасса равно-
мерной сходимости рядов. 

7. Перечислите свойства равномерно сходящихся рядов. 
 


