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Тема 2 
РЯДЫ И ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ 

Лекция 1 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

 
1. Метрические пространства. 
2. Линейные пространства. 
3. Гильбертовы пространства. 

 
1. Метрические пространства.  

Опр е д е л е н и е  1. Если для произвольной упорядоченной 
пары ( )yx;  элементов x  и y  множества X  определена функция 
( )yx,ρ , удовлетворяющая условиям: 

1) ( ) 0, >yxρ , причем ( ) 0, =yxρ  тогда и только тогда, когда вы-
полняется yx = ; 
2) для любых x  и y  имеет место равенство ( ) ( )xyyx ,, ρρ = ; 
3) для любых трех элементов x , y  и z  выполняется неравенст-
во (называемое неравенством треугольника) 

( ) ( ) ( )zyyxzx ,,, ρρρ +≤ , 
то множество X  называется метрическим пространством. 

Функция ( )yx,ρ  называется расстоянием или метрикой. 
Элементы метрического пространства называются точками. 

Метрические пространства, элементами которых являются 
функции, называются функциональными метрическими про-
странствами. 

Пр о с т р а н с т в о  ( )XB  –  о г р а н и ч е н н ы х  н а  м н о -
ж е с т в е  X  ф у н к ц и й .  Множество ( )XB  всех действитель-
ных ограниченных на некотором множестве X  функций образу-
ет метрическое пространство с расстоянием 

( ) ( ) ( )xgxfgf
Xx

−=
∈

sup;ρ ,  (1) 

где ( )xf , ( )xg  ( )XB∈ . 
Действительно, выполнение в этом случае условий 1) и 2) для 

расстояния (1) очевидно. Докажем, что расстояние (1) удовле-
творяет и третьему условию определения 1. 
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Для любых трех функций f , g  и h . принадлежащих множе-
ству ( )XB , и любого Xx∈  выполняется неравенство 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ≤−+−=− xhxgxgxfxhxf  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxgxgxfxhxgxgxf

XxXx
−+−≤−+−≤

∈∈
supsup . 

Перейдя в левой части этого неравенства к верхней грани, 
получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxgxgxfxhxf
XxXxXx

−+−≤−
∈∈∈

supsupsup . 

Согласно условию 3) определения 1 неравенство треугольника 
выполняется. 

В случае [ ]baX ;=  множество ограниченных на отрезке [ ]ba;  
функций обозначается [ ]( )baB ;  или [ ]baB ; . 

Пр о с т р а н с т в о  [ ]baCL ;  –  н е п р е р ы в ны х  н а  о т -
р е з к е  [ ]ba;  ф у н к ц и й .  Множество [ ]baCL ;  всех непрерыв-

ных на отрезке [ ]ba;  функций является метрическим простран-
ством с расстоянием  

( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

dxxgxfgf ;ρ ,  (2) 

где ( )xf , ( )xg  [ ]baCL ;∈ . 

► 1) Очевидно, ( ) 0, >gfρ . 

Если ( ) 0, =gfρ , то ( ) ( ) ( ) 0; =−= ∫
b

a

dxxgxfgfρ . 

Поскольку ( ) ( )xgxf −  является неотрицательной непрерыв-
ной функцией, то для всех [ ]bax ;∈ , в силу свойств определен-
ного интеграла выполняется равенство  

( ) ( ) 0=− xgxf . 
Это означает, что ∀ [ ]bax ;∈  имеет место равенство 
( ) ( )xgxf = . 
Условие 2) очевидно. 
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3) Если функции ( )xf , ( )xg , ( )xh [ ]baCL ;∈ , то, интегрируя по 
отрезку [ ]ba;  неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxgxgxfxhxf −+−≤− , 
получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −+−≤−
b

a

b

a

b

a

dxxhxgdxxgxfdxxhxf . 

Следовательно, ( ) ( ) ( )hggfhf ,,, ρρρ +≤ . ◄ 
Всякое подмножество метрического пространства является 

также метрическим пространством с тем же самым расстоянием 
и называется подпространством исходного пространства. 

Если X  и Y  - метрические пространства и отображение 
YXf →:  является биекцией. т.е. взаимно однозначно отобра-

жает множество X  на множество Y  и сохраняет расстояние 
(для любых точек Xx∈  и ( ) Yxfy ∈=  выполняется равенство 

( ) ( )( ) ( )2121 ;; xxxfxf ρρ = ), то отображение f  называется изо-
метрией, или изометрическим отображением X  на Y , а 
метрические пространства X  и Y  – изометрическими. 

Опр е д е л е н и е  2 .  Последовательность ( )∞=1nnx  точек мет-
рического пространства называется сходящейся к точке x  этого 
пространства, если ( ) 0;lim =

∞→
xxnn

ρ . 

Обозначается: xxnn
=

∞→
lim  

Примеры. 1. Рассмотрим сходимость последовательности 
функций в пространстве ( )XB . 

Если ( )xfn ( )XB∈  и ( )xf ( )XB∈  и в смысле метрики про-
странства ( )XB  имеет место ffnn

=
∞→

lim , то определению рас-

стояния в ( )XB  имеем ( ) ( ) 0suplim =−
∈∞→

xfxfn
Xxn

. Это есть не что 

иное, как определение равномерной сходимости.  
Таким образом, сходимость в пространстве ( )XB  означает 

равномерную сходимость. 
2. Рассмотрим сходимость в пространстве [ ]baCL ; .  
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Последовательность функций [ ]ban CLf ;∈  сходится к функции 
( ) [ ]baCLxf ;∈  в пространстве [ ]baCL ; , если 

( ) ( ) 0lim =−∫∞→

b

a
nn

dxxfxf . 

Опр е д е л е н и е  3 .  Последовательность ( )∞=1nnx  точек мет-
рического пространства называется фундаментальной, или по-
следовательностью Коши, если для любого 0>ε  существует 
такой номер ( )εN , что для всех номеров ( )εNn >  и ( )εNm >  
выполняется неравенство ( ) ερ <mn xx ; . 

Лемма 1. Если последовательность точек метрического 
пространства сходится, то она является фундаментальной 
последовательностью. 

Без доказательства. 
Опр е д е л е н и е  4 .  Метрическое пространство называется 

полным, если всякая его фундаментальная последовательность 
сходится. 

Пример. Пространство ( )XB  является полным функцио-
нальным пространством. Действительно, сходимость в про-
странстве ( )XB  означает равномерную сходимость. Отсюда, 
согласно критерию Коши равномерной сходимости следует, что 
всякая фундаментальная в пространстве ( )XB  последователь-
ность равномерно сходится. Поскольку предел равномерно схо-
дящейся последовательности ограниченных функций также яв-
ляется ограниченной функцией, то этот предел принадлежит 
пространству ( )XB . Это означает полноту пространства ( )XB . 

Пусть множество X  представляет собой компакт простран-
ства nR . Пусть пространство ( )XC  всех непрерывных на X  
функций. Если ( )xf ∈ ( )XC , то функция ограничена. Следова-
тельно, ( )XC ⊂ ( )XB . Множество ( )XC  является подмножест-
вом ( )XB , поэтому оно метрическое пространство. При этом 
предел равномерно сходящейся последовательности непрерыв-
ных функций является непрерывной функцией, то пространство 
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( )XC  является полным подпространством полного пространства 
( )XB .  
 

2. Линейные пространства. 
Определение 5. Множество X  называется линейным про-

странством, если для его элементов определены операции 
сложения элементов и умножения элементов на число, удовле-
творяющие следующим аксиомам: 

1) xyyx +=+   ∀ x , y X∈ , 
2) ( ) ( ) zyxzyx ++=++   ∀ x , y , z X∈ , 
3) ∃ 0 X∈ : ∀ x X∈    xxx =+=+ 00 , 
4) ∀ x X∈  ∃ ( )x− X∈ : ( ) 0=+−=−+ xxxx , 
5) ∀ x X∈  ∀ λ , µ ∈ R    ( ) ( )xx λµµλ = , 
6) ( ) xxx µλµλ +=+   ∀ x X∈ , ∀ λ , µ ∈ R , 
7) ( ) yxyx λλλ +=+    ∀ x , y X∈ , ∀ λ ∈ R . 
Из аналитической геометрии известно, конечная система 1x , 

2x , …, nx  элементов линейного пространства называется ли-
нейно независимой, если их линейная комбинация  

nn xxx λλλ +++ ...2211  
обращается в нуль только тогда, когда все ее коэффициенты 
равны нулю. 

Опр е д е л е н и е  6 .  Если X  – линейное пространство, а 
XE ⊂ , то множество всевозможных конечных линейных ком-

бинаций элементов множества E  называется линейной оболоч-
кой пространства X . 
Обозначается: ( )EL . 
Опр е д е л е н и е  7 .  Линейное пространство X  называется 

нормированным, если на нем задана такая действительная 
функция x , называемая нормой, что 

1) 0≥x  ∀ x X∈  
2) (однородность) xx ⋅= λλ   ∀ x X∈  ∀ λ , 
3) (неравенство треугольника) yxyx +≤+   ∀ x , y X∈ , 
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4) если 0=x , то 0=x . 
Если в качестве чисел берутся комплексные числа, то линей-

ное нормированное пространство называется комплексным, а 
если только действительные, то — действительным. 

Если для функции x  выполняются условия 1), 2) 3), то эта 
функция называется полунормой, а линейное пространство X  
— полунормированным.  

Очевидно, что норма пространства является и полунормой. 
Норма (полунорма) x  пространства X  обозначается также 

X⋅ . 
Функция, определенная на некотором множестве функций, 

называется функционалом. 
Примеры. 1. В линейном метрическом пространстве ( )XB  

действительных ограниченных функций, определенных па неко-
тором множестве X , функционал 

( ) ( )xfxf
Xx∈

= sup ,  ( )XBf ∈  

является нормой. 
2. В линейном пространстве абсолютно интегрируемых на 

интервале ( )ba; , конечном или бесконечном, функций f  функ-
ционал 

( ) ( )∫=
b

a

dxxfxf  

является полунормой. Это полунормированное пространство 
обозначается ( )baRL ; . 

3. В линейном пространстве ( )baCL ;  непрерывных на интерва-
ле ( )ba;  функций f , принадлежащих пространству ( )baRL ; , 
функционал  

( ) ( )∫=
b

a

dxxfxf  

является нормой. 
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4. Пусть X  – компакт в nR . Обозначим через ( )XC  линей-
ное пространство непрерывных на X  функций. В этом про-
странстве функционал 

( ) ( )xfxf
Xx∈

= max  

является нормой. 
Лемма 2. Если X  – нормированное пространство, то функ-

ция ( ) yxyx −=;ρ  является метрикой в X . 
Без доказательства. 
Итак, всякое нормированное пространство является и метри-

ческим пространством с метрикой ( ) yxyx −=;ρ . 
Опр е д е л е н и е  8 .  Полное нормированное пространство 

называется банаховым пространством. 
Полнота понимается здесь в смысле метрики, порожденной 

нормой пространства. 
 

3. Гильбертовы пространства. 
Будем рассматривать только действительные линейные про-

странства. 
Опр е д е л е н и е  9 .  Пусть X  — линейное пространство. 

Числовая функция, обозначаемая 
( )yx, , x , y X∈ , 

заданная на множестве упорядоченных пар точек пространства 
X , называется скалярным произведением, если ∀ x , y X∈  и 
∀ λ , µ ∈ R  выполняются следующие условия: 

1) коммутативность: ( ) ( )xyyx ,, = ; 
2) линейность: ( ) ( ) ( )zyzxzyx ,,, µλµλ +=+ ; 
3) ( ) 0, ≥xx ; 
4) если ( ) 0, =xx , то 0=x .. 
Функция ( )yx, , удовлетворяющая условиям 1), 2) и 3), назы-

вается почти скалярным произведением.  
Очевидно, что скалярное произведение является и почти ска-

лярным. 
Свойства скалярного произведения 
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1. Если ( )yx,  — почти скалярное произведение в линейном 
пространстве X , то ∀ x , y X∈  выполняется неравенство 
Коши  - Буняковского: 

( ) ( ) ( )yyxxyx ,,, ⋅≤ . 
2. Для любых точек x , y X∈  имеет место неравенство 

треугольника 
( ) ( ) ( )yyxxyxyx ,,, +≤++ . 

3. Если ( )yx,  - почти скалярное (в частности, скалярное) 
произведение в линейном пространстве X , то функция 

( )xxx ,=  
является полунормой (соответственно нормой) в этом про-

странстве, и неравенство Коши - Буняковского можно запи-
сать в виде 

( ) yxyx ⋅≤, . 
Примеры. 1. Множество действительных чисел R  является 

пространством со скалярным произведением, если под скаляр-
ным произведением ( )yx,  чисел x  и y  понимать их обычное 
произведение: ( ) yxyx ⋅=, . 

2. В арифметическом действительном линейном n -мерном 
пространстве nR  функция 

( ) ∑
=

=
n

i
ii yxyx

1

, ,  

где ( )nxxxx ,...,, 21= , ( )nyyyy ,...,, 21= ∈ nR , является скаляр-
ным произведением. 

3. Обозначим через ( )baRL ;2  множество функций f , заданных 

на некотором конечном или бесконечном интервале ( )ba; , для 
каждой из которых существует правильное разбиение этого ин-

тервала и интеграл ( )∫
b

a

dxxf 2  сходится. 

Множество ( )baRL ;2  является линейным пространством. 
Функционал 
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( ) ( ) ( )∫=
b

a

dxxgxfgf , , ( )baRLgf ;2, ∈ , 

является почти скалярным произведением,  
( )fff ,= , ( )baRLf ;2∈  

полунормой пространства ( )baRL ;2 . 
4. На подпространстве ( )baCL ;2 ⊂ ( )baRL ;2 , состоящем из не-

прерывных на интервале ( )ba;  функций f , для которых сходит-

ся интеграл ( )∫
b

a

dxxf 2 , функционал  

( ) ( ) ( )∫=
b

a

dxxgxfgf , , ( )baCLgf ;2, ∈  

является уже скалярным произведением, а  
( )fff ,= , ( )baCLf ;2∈ , 

нормой. 
Опр е д е л е н и е  1 0 .  Полное линейное пространство со 

скалярным произведением называется гильбертовым про-
странством. 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Сформулируйте определение метрического пространства. 

Приведите примеры метрических пространств. 
2. Какое метрическое пространство называется полным? 
3. Дайте определение линейного пространства. 
4. Какое линейное пространство называется нормированным? 
5. Что называется скалярным произведением для элементов 

линейного пространства? 
6. Какими свойствами оно обладает? 
7. Какое пространство называется гильбертовым пространст-

вом? 


