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Лекция 8. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

 
1. Площадь криволинейной трапеции. 
2. Длина дуги кривой. 
3. Площадь поверхности вращения 
4. Объем пространственного тела. 

 
1. Площадь криволинейной трапеции. 

Теорема 1. Если функция ( )xfy =  неотрицательна  и непре-
рывна на отрезке [ ]ba; , то площадь криволинейной трапеции 

( ) ( ){ }xfybxayxP ≤≤≤≤ 0;;  

вычисляется по формуле ( )∫=
b

a

dxxfS . 

► Пусть  
{ }bxxxxaxxx nnnn =<<<== −11010 ...,...,,τ  

разбиение отрезка [ ]ba; . 
И пусть 1−−=∆ kkk xxx  – длина частичного отрезка [ ]kk xx ;1− , 

nk ,1= . На каждом таком отрезке произвольным образом выбе-
рем точку kξ . Тогда значение функции ( )xfy =  в точке kξ  рав-
но ( )kf ξ . Построим прямоугольники, основанием которых яв-
ляются отрезки [ ]1; xa , [ ]21; xx , ... , [ ]bxn ;1− , а высота равна ( )kf ξ . 

 
Рис.1. 
 
Площадь каждого прямоугольника равна ( ) kkk xfS ∆= ξ . 
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Сумма ( )∑
=

∆=
n

k
kkn xf

1
ξσ  представляет собой площадь заштри-

хованной ступенчатой фигуры, изображенной на рисунке 1. 
 
Эта площадь зависит от разбиения nτ  отрезка [ ]ba;  на час-

тичные отрезки и выбора точек kξ . Чем меньше kx∆ , nk ,1= , 
тем площадь ступенчатой фигуры ближе к площади криволи-

нейной трапеции. Поэтому ( )∑
=

∆≈
n

k
kk xfS

1
ξ . Точное значение 

площади S  криволинейной трапеции получается при 0→λ : 

( ) ( )∫∑ =∆=
=→

b

a

n

k
kk dxxfxfS

10
lim ξ
λ

, 

где ini
x∆=

≤≤1
maxλ . ◄ 

Замечания. 1. Если ( ) 0<xf  [ ]bax ;∈∀ , то и ( ) 0≤∫
b

a

dxxf , 

ba < .  

   
Рис.1.          Рис.2 

 
Следовательно, в этом случае 

( ) ( ) ∫∫∫ −=−==
b

a

b

a

b

a

ydxdxxfdxxfS . 

2. Если же криволинейная трапеция ограничена кривой 
( )yx ϕ= , осью ординат Oy и прямыми cy = , dy =  (рис.2), то ее 

площадь определяется формулами: 
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( ) ∫∫ ==
d

c

d

c

xdydyyS ϕ , если ( ) 0≥yϕ  [ ]dcy ;∈∀ , (рис.2,а),  

( ) ∫∫ −==
d

c

d

c

xdydyyS ϕ , если ( ) 0≤yϕ  [ ]dcy ;∈∀ , (рис.2,б). 

3. Если подынтегральная функция ( )xf  конечное число раз 

меняет знак на отрезке [ ]ba; , то интеграл ( )∫=
b

a

dxxfS  равен ал-

гебраической сумме площадей соответствующих криволиней-
ных трапеций, лежащих над осью Ох (со знаком «+») и под этой 
осью (со знаком «–») (рис.3). Для того чтобы получить общую 
площадь заштрихованной фигуры, отрезок интегрирования [ ]ba;  
надо разбить на частичные отрезки, на которых функция ( )xf  
сохраняет знак, и вычислить площади. Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ +−+−=
b

c

c

c

c

c

c

a

dxxfdxxfdxxfdxxfS
3

3

2

2

1

1

. 

 
Рис.3. 
 
4. Если надо вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-

ниями ( )xfy = , ( )xgy = , ax = , bx = , то эту площадь рассмат-
ривают как разность площадей двух криволинейных трапеций 

bBaA 22  и bBaA 11  (рис.4). В этом случае можно воспользоваться 
одной из формул: 

( ) ( )( )∫ −=
b

a

dxxgxfS , если ( ) ( )xgxf ≥  [ ]bax ;∈∀  (рис.4,а),  
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( ) ( )( )∫ −=
b

a

dxxfxgS , если ( ) ( )xfxg ≥  [ ]bax ;∈∀  (рис.4,б). 

 
Рис.4. 

 
В случае, когда разность ( ) ( )xgxf −  не сохраняет знак на от-

резке [ ]ba; ,этот отрезок разбивают на частичные отрезки, на ка-
ждом из которых функция ( ) ( )xgxf −  сохраняет знак. Напри-
мер, для случая, изображенного на рис.5, площадь заштрихован-
ной фигуры находится по формуле 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫∫ −+−+−=
b

d

d

c

c

a

dxxgxfdxxfxgdxxgxfS . 

 
Рис.5. 

 
Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной аркой 

синусоиды xy sin= . 
Р еш е н и е . Имеем  

( ) 20coscoscossin 0
0

=−−=−== ∫ ππ
π

xxdxS . 

В  п а р а м е т р и ч е с к о м  в и д е .  Если криволинейная тра-
пеция ограничена линией, заданной уравнениями в параметри-
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ческой форме ( )txx = , ( )tyy = , где 21 ttt ≤≤ , осью Ох и прямы-
ми ax = , bx = , причем ( ) atx =1 , ( ) btx =2 , то ее площадь S  при 
( ) 0≥ty  вычисляется по формуле 

( ) ( )∫ ′=
2

1

t

t

dttxtyS , 

которая получается заменой переменной ( )txx = , ( )tyy = , 
( )dttxdx ′= . Пределы 1t , 2t  определяют из уравнений ( )1txa = , 

( )2txb = . 
Пример. Вычислить площадь эллипса  

⎩
⎨
⎧

=
=

,sin
,cos

tby
tax

, 

где π20 ≤≤ t . 
Р еш е н и е . Оси координат совпадают с осями симметрии 

данного эллипса и поэтому делят его на четыре одинаковые час-
ти. Следовательно,  

14SS = , 
где 1S  – площадь части эллипса, расположенная в первом квад-
ранте. Тогда 

=−=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=⇒=

=⇒=

−=
==

=== ∫∫
0

2

2

0
1 sin4

.0

,
2

0

,sin
,sin,cos

44
π

π tdtab

tax

tx

dttadx
tbytax

ydxSS
a

 

( ) π

ππ

abttabdttab =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−−= ∫

2

0

2

0

2sin
2
122cos12 . 

В  п о л я р н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т .  Пусть фигура, 
ограниченная линией l , заданной в полярной системе координат 
{ }ϕ,,rO  уравнением ( )ϕrr = , βϕα ≤≤ . 

Криволинейным сектором называется фигура, ограниченная 
линией ( )ϕrr =  и радиусами-векторами αϕ = , βϕ =  (рис.6). 
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При этом криволинейный сектор является правильной фигу-
рой, если любой луч *ϕϕ = , βϕα ≤≤ * , исходящий из полюса 
O , пересекает линию ( )ϕrr =  не более чем в одной точке. И 
пусть функция ( )ϕrr =  непрерывна на отрезке [ ]βα ; . 

 

     
Рис.6.           Рис.7 

 
Теорема 2. Площадь криволинейного сектора вычисляется по 

формуле: 

( )∫=
β

α

ϕϕ drS 2

2
1 . 

► Для вычисления площади криволинейного сектора ОАВ 
применяется алгоритм составления интегральной суммы с по-
следующим предельным переходом к определенному интегралу. 

1. Разобьем отрезок [ ]βα ;  на n  частичных отрезков точками 
βϕϕϕα =<<<= n...10 . Обозначим 1−−=∆ kkk ϕϕϕ , nk ,1= . 

Проведем лучи kϕϕ = , nk ,1= . Тогда криволинейный сектор 
ОАВ разобьется на n  частичных криволинейных секторов 
(рис.7). 

2. На каждом частичном отрезке [ ]1; −kk ϕϕ , nk ,1= , выберем 
произвольным образом точку kθ  и найдем значения функции 
( )ϕr  в этих точках: ( )kk rr θ= , nk ,1= . 

3. Предположим, что на каждом из частичных отрезков 
[ ]kk ϕϕ ;1−  функция ( )ϕrr =  постоянна и совпадает со значением 

( )kk rr θ= . Тогда каждый частичный криволинейный сектор 
можно заменить круговым сектором с радиусом ( )kk rr θ=  и цен-
тральным углом kϕ∆ . Площадь такого кругового сектора вы-
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числяется по формуле 

( ) kkk rS ϕθ ∆=∆ 2

2
1 . 

За площадь S  криволинейного сектора ОАВ примем площадь 
фигуры, состоящей из n  частичных круговых секторов: 

( )∑∑
==

∆=∆≈
n

k
kk

n

k
k rSS

1

2

1 2
1 ϕθ . 

Приближенное равенство тем точнее, чем меньше отрезки 
[ ]kk ϕϕ ;1− , т.е. чем больше n . Правая часть равенства является 

интегральной суммой для непрерывной функции ( )ϕ2

2
1 r  на от-

резке [ ]βα ; . 
4. За точное значение площади S  криволинейного сектора 

ОАВ принимается предел интегральной суммы при 

[ ]
{ } 0max

;
→∆= kϕλ

βα
: 

( )
( ) ( )∫∑ =∆=

=∞→
→

β

α
λ

ϕϕϕθ drrS k

n

k
k

n

2

1

2

0 2
1

2
1lim . ◄ 

Пример. Вычислить площадь криволинейного сектора, огра-
ниченного кардиоидой 

( )ϕcos1+= ar , 
где πϕ 20 ≤≤ . 

Р еш е н и е . Имеем 

( ) ( ) =+== ∫∫
πβ

α

ϕϕϕϕ
2

0

2
2

2 cos1
22

1 dadrS  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++= ∫∫∫

πππ

ϕϕϕϕϕ
2

0

2
2

0

2

0

2

coscos21
2

ddda  

2
2

0

2
0

2
0

2

2
32sin

2
11

2
1cos2

2
aa ππϕϕ

π
ππ =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= . 
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2. Длина дуги кривой. 
Д л и н а  д у г и  п л о с к о й  к р и в о й  в  д е к а р т о в о й  

с и с т е м е  к о о р д и н а т .  Пусть функция ( )xfy =  определена 
и непрерывна на отрезке [ ]ba;  и кривая l  – график этой функ-
ции (рис.8). Требуется найти длину дуги плоской кривой l , за-
ключенной между вертикальными прямыми ax =  и bx = . 

 
Рис.8. 
 
Разобьем отрезок [ ]ba;  произвольным образом на n  частей 

точками  
bxxxa n =<<<= ...10 . 

Обозначим 1−−=∆ kkk xxx , nk ,1= . Через точки ix , ni ,1= , 
проведем вертикальные прямые, параллельные оси Оу, до пере-
сечения с кривой l . Тогда дуга AB  разобьется на n  частей. Со-
единив каждые две соседние точки разбиения кривой l  отрезка-
ми (хордами), получим ломаную BMMAM n 121 ... − , вписанную в 
дугу AB . Обозначим длину ломаной через nl : 

∑
=

− ∆=+++=
n

k
knn lBMMMAMl

1
1211 ... , 

где kl∆  – длина хорды, стягивающей дугу kk MM 1− . 
Длина ломаной является приближенным значением длины 

дуги AB  ( )nll ≈ . Очевидно, что если увеличивать число n  точек 
разбиения отрезка [ ]ba;  на частичные отрезки так, чтобы длина 
максимального из них стремилась к нулю, то длина вписанной 
ломаной стремится к длине дуги кривой AB  
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Если существует конечный предел nl  при 
[ ]

{ } 0max
;

→∆= kba
xλ , 

то этот предел называется длиной дуги l , а сама дуга называется 
спрямляемой: 

∑
=

→
∆=

n

k
kll

10
lim
λ

. 

Если конечный предел nl  не существует, то и длина дуги не 
существует, а сама дуга называется неспрямляемой. 

Теорема 3. Если функция ( )xf . на отрезке [ ]ba;  имеет не-
прерывную производную ( )xf ′ , то кривая l  – спрямляемая, и ее 
длина вычисляется по формуле 

( )( )∫ ′+=
b

a

dxxfl 21 . 

►Вычислим длину стягивающей хорды kk MM 1− . Так как 
( )( )111 ; −−− kkk xfxM , ( )( )kkk xfxM ; , то  

k
k

k
kkkkk x

x
yyxMMl ∆⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆
∆

+=∆+∆=∆ −

2
22

1 1 . 

По теореме Лагранжа имеем 
( ) ( ) ( )k

kk

kk

k

k f
xx

xfxf
x
y ξ′=

−
−

=
∆
∆

−

−

1

1 , ( )kkk xx ;1−∈ξ . 

Следовательно, ( )( ) kkk xfl ∆′+=∆ 21 ξ . 
Подставляя полученное выражение, получаем  

( )( )∑
=

→
∆′+=

n

k
kk xfl

1

2

0
1lim ξ

λ
. 

В правой части формулы стоит интегральная сумма для 

функции: ( )( )21 kf ξ′+  на отрезке [ ]ba; . Предел такой суммы 
существует и равен определенному интегралу от этой функции 
на отрезке [ ]ba; : 

( )( ) ( )( )∫∑ ′+=∆′+=
=→

b

a

n

k
kk dxxfxfl 2

1

2

0
11lim ξ

λ
. ◄ 
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Пример. Вычислить длину дуги полукубической параболы 

2
3

xy = , если 50 ≤≤ x . 
Р еш е н и е . Имеем 

27
235

4
91

27
8

2
31

5

0

2
3

5

0

2

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∫

xdxxl . 

В  п а р а м е т р и ч е с к о м  в и д е .  Пусть уравнение кривой 
задано параметрическими уравнениями 

( )txx = , 
( )tyy = , 

где [ ]21;ttt∈ , ( )tx , ( )ty  – непрерывные функции с непрерывны-
ми производными, причем ( ) 0≠′ tx  [ ]21;ttt∈∀ . 

Для вычисления длины дуги кривой воспользуемся формулой 

( )( )∫ ′+=
b

a

dxxfl 21 , предварительно выполнив замену перемен-

ной: ( )txx = . Тогда ( )dttxdx ′=  и 
t

t
x x

yy
′
′

=′ . 

Подставляя в формулу дины дуги, получим: 

( )dttx
x
yl

t

t t

t ′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

+= ∫
2

1

2

1  

или ( ) ( ) dtyxl
t

t
tt∫ ′+′=

2

1

22 . 

Если пространственная кривая задана параметрическими 
уравнениями ( )txx = , ( )tyy = , ( )tzz =  21 ttt ≤≤ , где ( )tx , ( )ty , 
( )tz  – непрерывные функции, имеющие непрерывные производ-

ные на отрезке [ ]21;tt , то длина дуги этой кривой определяется 
по формуле 

( ) ( ) ( ) dtzyxl
t

t
ttt∫ ′+′+′=

2

1

222 . 
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Пример. Вычислить длину астроиды  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin

,cos
3

3

tay

tax
 

если π20 ≤≤ t . 
Р еш е н и е . В силу симметричности астроиды относительно 

осей ее длина l  равна   

( ) ( ) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

=

−=
=′+′= ∫ ttay

ttax
dtyxl tt 2

22

0

22

sincos3'

,sincos3'
4

π

 

atdtadtttatta 62sin6cossin9sincos94
2

0

2

0

242242 ==+= ∫∫
ππ

. 

В  п о л я р н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т .  Пусть кривая за-
дана в полярной системе координат уравнением ( )ϕrr =  

[ ]βαϕ ;∈∀ . Предположим, что ( )ϕr  и ( )ϕr′  непрерывны на от-
резке [ ]βα ; . 

Декартовы и полярные координаты связаны соотношениями: 

⎭
⎬
⎫

=
=

.sin
,cos

ϕ
ϕ

ry
rx

 

Учитывая, что ( )ϕrr = , получаем 
( )
( ) ⎭

⎬
⎫

=
=

ϕϕ
ϕϕ

sin
,cos

ry
rx

, [ ]βαϕ ;∈∀ . 

Эти уравнения можно рассматривать как параметрические 
уравнения кривой. 

Найдем производные от x  и y  по параметру ϕ : 

⎭
⎬
⎫

+′=′
−′=′

.cossin
,sincos

ϕϕ
ϕϕ

ϕ

ϕ

rry
rrx

 

Отсюда ( ) ( ) ( )2222 rryx ′+=′+′ ϕϕ  

Следовательно, ( ) ϕ
β

α

drrl ∫ ′+= 22 . 
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Пример. Вычислить длину первого витка спирали Архимеда 
ϕar = . 

Р еш е н и е . Первый виток спирали образуется при измене-
нии полярного угла πϕ 20 ≤≤ . Поэтому  

=+=+= ∫∫ ϕϕϕϕ
ππ

dadaal
2

0

2
2

0

222 1  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++= 142ln

2
114 22 ππππa . 

 
3. Площадь поверхности вращения. 

Теорема 4. Пусть функция ( )xf  не отрицательна и непре-
рывна вместе со своей первой производной ( )xf ' на отрезке 
[ ]ba; . Тогда поверхность, образованная вращением графика 
этой функции вокруг оси Ox , имеет площадь S , которая мо-
жет быть вычислена по формуле: 

( ) ( )∫ +=
b

a

dxxfxfS 2'12π . 

► Разобьем произвольно отрезок [ ]ba;  на n  частей точками  
bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 ... . 

Пусть 0A , 1A , ... , nA  — соответствующие точки графика 
функции ( )xf . Построим ломаную nAAA ...10  (рис. 9).  

 
Рис.9. 
При вращении этой ломаной вокруг оси Ox  получается по-

верхность, составленную из боковых поверхностей усеченных 
конусов  (цилиндров). Площадь боковой поверхности усеченно-
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го конуса (цилиндра), образованного вращением k -го звена ло-
маной, равна 

( ) ( )
k

kk
k lxfxfS

2
2 1 −

= −π , 

где kl  – длина хорды kk AA 1− , равная 

( ) ( ) ( )( )21
2

1 −− −+−= kkkkk xfxfxxl . 
По формуле Лагранжа 

( ) ( ) ( )( )1
'

1 −− −=− kkkkk xxfxfxf ξ , 
где kkk xx ≤≤− ξ1 . 

Полагая 1−−=∆ kkk xxx , получаем ( ) kkk xfl ∆+= ξ2'1 . 
Тогда площадь S  поверхности вращения приближенно равна 

площади поверхности, полученной от вращения ломаной 
( ) ( ) ( ) kk

n

k

kk xfxfxfS ∆+
−

≈∑
=

− ξπ 2'

1

1 1
2

2 . 

Представим эту сумму в виде двух сумм 

( ) ( ) +∆+≈ ∑
=

kk

n

k
k xffS ξξπ 2'

1
12          

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]( ) ( ) kk

n

k
kkkk xffxffxf ∆+−+−+ ∑

=
− ξξξπ 2'

1
1 1 . 

Первая сумма в правой части последнего равенства является 
интегральной суммой и при 

[ ]
{ } 0max

;
→∆= kba

xλ  в силу непрерыв-

ности функции ( ) ( )xfxf 2'1+  имеет своим пределом интеграл 

( ) ( )∫ +
b

a

dxxfxf 2'1 . Покажем, что вторая сумма в правой части 

равенства имеет при 0→λ  предел, равный нулю. Действитель-
но, так как функция ( )xf  равномерно- непрерывна на [ ]ba; , то 
по теореме Кантора для любого 0>ε  существует 0>δ  такое, 
что при δλ <  выполняются неравенства 

( ) ( ) εξ <−− kk fxf 1 ,       ( ) ( ) εξ <− kk fxf . 
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Пусть M  максимальное значение функции ( )xf 2'1+  на от-
резке [ ]ba; .  

Тогда  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]( ) ( ) <∆+−+−∑
=

− kk

n

k
kkkk xffxffxf ξξξ 2'

1
1 1  

( )abMxM
n

k
k −=∆< ∑

=

εε 22
1

. 

Так как ε  произвольно мало, то отсюда следует, что указан-
ного выражения равен нулю при 0→λ . 

Таким образом, переходя в равенстве для площади поверхно-
сти к пределу при 0→λ , имеем 

( ) ( )∫ +=
b

a

dxxfxfS 2'12π . ◄  

В  п а р а м е т р и ч е с к о м  в и д е .  Пусть поверхность полу-
чается вращением вокруг оси Ox  кривой AB , заданной пара-
метрическими уравнениями 

( )txx = , ( )tyy = , 
где [ ]βα ;∈t , ( )tx , ( )ty  – непрерывные функции с непрерывны-
ми производными, причем ( ) 0≥ty , ( ) btxa ≤≤  при βα ≤≤ t , 
( ) ax =α , ( ) bx =β . 
Тогда, производя в интеграле для площади S  поверхности 

вращения переменной замену переменной ( )txx = , получаем 

( ) ( ) ( )∫ +=
b

a

dttytxtyS 2'2'2π  

В  п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х .  Пусть кривая задана 
уравнением в полярных координатах уравнением ( )ϕrr = , 

βϕα ≤≤ , где ( )ϕr  имеет непрерывную производную на [ ]βα ; .  
Тогда, учитывая формулы 

( )
( ) ⎭

⎬
⎫

=
=

ϕϕ
ϕϕ

sin
,cos

ry
rx

, [ ]βαϕ ;∈∀ , 

получаем 
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( ) ( ) ( )∫ +=
β

α

ϕϕϕϕπ drrrS 2'22 . 

Пример. Вычислить площадь S поверхности, полученной 
вращением одной арки циклоиды  

( )ttax sin−= , ( )tay cos1−= , π20 ≤≤ t ,  
вокруг оси Ox . 

Р еш е н и е . Имеем 

( ) ( ) ( )( ) =−+−= ∫
π

π
2

0

22 cos1sincos12 dttatataS  

( ) 2
2

0

2
3

2

3
64cos122 adtta ππ

π

=−= ∫ . 

 
4. Объем пространственного тела. 

Вы ч и с л е н и е  о б ъ е м о в  т е л  п о  и з в е с т н ы м  п о -
п е р е ч н ым  с е ч е н и я м .  Пусть дано тело T , ограниченное 
замкнутой поверхностью. И пусть известна площадь любого его 
сечения плоскостью, перпендикулярной к оси абсцисс (рис.10,а). 
Эти сечения называются поперечными. Положение поперечного 
сечения определяется абсциссой точки его пересечения с осью 
Ox . 

С изменением x  площадь S  поперечного сечения изменяет-
ся, т.е. является некоторой функцией от x . Обозначим ее ( )xS . 
Функцию ( )xS  будем считать непрерывной на отрезке [ ]ba; , где 
a  и b  – абсциссы крайних сечений тела T .  

 
Рис.10. 
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Теорема 5. Объем тела, заключенного между двумя плоско-

стями ax =  и bx = , в случае, если площадь сечения, проведен-
ная перпендикулярно к оси Ох, есть известная функция от x , 

( )xSS =  [ ]bax ;∈∀ , вычисляется по формуле 

( )dxxSV
b

a
∫= . 

► Для вычисления объема V  тела T  применяется алгоритм 
составления интегральной суммы и предельного перехода к оп-
ределенному интегралу. 

1. Разобьем отрезок [ ]ba;  на n  частичных отрезков точками 
bxxxxxa nn =<<<<<= −1210 ... . 

 Обозначим 1−−=∆ kkk xxx , 
[ ]

{ }kba
x∆=

;
maxλ  nk ,1= . Через точки 

разбиения  kx  nk ,1= , проведем плоскости, перпендикулярные к 
оси Ох. Семейство плоскостей kk xx =∆ , nk ,1= , разобьет данное 
тело T  на слои, толщина каждого из которых равна kx∆ , 

nk ,1= . 
2. На каждом из частичных отрезков [ ]kk xx ;1− , nk ,1= , выбе-

рем произвольным образом точку kξ  и найдем значения ( )kS ξ  
функции ( )xS  в этих точках. 

3. Предположим, что на каждом из частичных отрезков 
[ ]kk xx ;1−  функция ( )xSS =  постоянна и совпадает со значением 
( )kS ξ . Тогда каждый слой тела T  представляет собой прямой 

цилиндр с основанием ( )kS ξ  и образующими, параллельными 
оси Ох. Объем такого частичного прямого цилиндра вычисляет-
ся по формуле 

( ) kkk xSV ∆=∆ ξ . 
где kx∆  – высота частичного цилиндра. 

Объем V  всего тела T  приближенно равен объему фигуры, 
состоящей из n  ступенчатых частичных цилиндров (см. 
рис.10,б): 
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( )∑∑
==

∆=∆≈
n

k
kk

n

k
k xSVV

11
ξ . 

Очевидно, что последнее приближенное равенство тем точ-
нее, чем меньше диаметр разбиения отрезка [ ]ba;  

[ ]
{ }kba

x∆=
;

maxλ . 

4. За точное значение искомого объема примем 

( )∑
=

→
∆=

n

k
kk xSV

10
lim ξ
λ

. 

Заметим, что сумма ( )∑
=

∆
n

k
kk xS

1
ξ  является интегральной сум-

мой для непрерывной функции ( )xS  на отрезке [ ]ba; . Следова-
тельно,  

( ) ( )dxxSxSV
b

a

n

k
kk ∫∑ =∆=

=→ 10
lim ξ
λ

.◄ 

Пример. Вычислить объем тела, ограниченного эллипсоидом 

12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x . 

Р еш е н и е . Пересечем эллипсоид плоскостью hx = . В се-

чении получим эллипс 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

.

,1
11 2

2
2

2

2

2
2

2

hx
a
xc

z

a
xb

y

 

Площадь поперечного сечения равна ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

1
a
hbcxS π . 

Тогда abc
a
hxbcdh

a
hbcV

a

a

a

a

πππ
3
4

3
1 2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−−
∫ . 

Вы ч и с л е н и е  о б ъ е м о в  т е л  в р ащ е н и я .  Рассмотрим 
тело, образованное вращением вокруг оси Ox  криволинейной 
трапеции aABb , ограниченной кривой ( )xfy = , осью Ох и пря-
мыми ax = , bx =  (рис.11). 
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Рис.11.                  Рис.12. 
 
Если пересечь это тело плоскостями, перпендикулярными к 

оси Ох, получим круги, радиусы которых равны модулю ординат 
( )xfy =  точек данной кривой. Следовательно, площадь сечения 

рассматриваемого тела 
( ) ( )( )22 xfyxS ππ == . 

Применяя формулу ( )dxxSV
b

a
∫= , получаем формулу для вы-

числения объема тела вращения 

( )( ) dxxfdxyV
b

a

b

a
∫∫ == 22 ππ .  

Если тело образовано вращением вокруг оси Oy  криволи-
нейной трапеции cCDd  (рис.12), то его объем вычисляется по 
формуле 

( )( ) dyydyxV
d

c

d

c
∫∫ == 22 ϕππ , 

где ( )yx ϕ= , dyc ≤≤ , – уравнение кривой CD . 
Пример. Вычислить объем тела, получающегося от вращения 

вокруг оси одной арки синусоиды xy sin= . 
Р еш е н и е . Имеем  

2
2cos

2
sin

2

000

2 πππ
πππ

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−== ∫∫∫ xxdxdxxdxS . 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. По каким формулам вычисляются площади криволинейных 

трапеций, ограниченных линиями, заданными в декартовой сис-
теме координат, в параметрическом виде и в полярной системе 
координат? 

2. Приведите формулы для вычисления длин дуги кривой, за-
данной в декартовой системе координат, в параметрическом ви-
де и в полярной системе координат? 

3. Как вычислить площадь поверхности тела? 
4. Как вычисляется объем пространственных тел? 
 
 


