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Лекция 10. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
 

1. Несобственные интеграл первого рода. 
2. Несобственные интеграл второго рода. 
3. Формулы интегрального исчисления для несобственных инте-
гралов. 
4. Критерий Коши сходимости несобственного интеграла. 

 
При введении понятия определенного интеграла как предела 

интегральной суммы предполагалось, что выполняются сле-
дующие условия:  

1) пределы интегрирования a  и b  являются конечными;  
2) подынтегральная функция ( )xf  на отрезке [ ]ba;  непре-

рывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода.  
В этом случае определенные интегралы называются собст-

венными. Если хотя бы одно из указанных условий не выполня-
ется, то интегралы называются несобственными. При этом оп-
ределение интеграла Римана теряет смысл. Действительно, в 
случае бесконечного отрезка интегрирования его нельзя разбить 
на n  частичных отрезков конечной длины, а в случае неограни-
ченной функции интегральная сумма не имеет конечного преде-
ла. Несобственные интегралы являются обобщением определен-
ных интегралов в случаях бесконечных промежутков интегриро-
вания и неограниченных функций. 

 
1. Несобственные интегралы с бесконечными пределами ин-
тегрирования (первого рода). 

Пусть функция ( )xf  непрерывна на промежутке [ )∞;a . Тогда 
она будет непрерывной на любом конечном отрезке [ ]ba; , ba < . 
Для функции ( )xf  непрерывной на [ ]ba; , существует опреде-
ленный интеграл ( )bI , зависящий от верхнего предела интегри-
рования: 

( ) ( )∫=
b

a

dxxfbI . 

Этот интеграл определяет некоторую величину, например 
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площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком 
функции ( ) 0≥= xfy , прямыми ax = , bx =  и осью абсцисс. 
Будем неограниченно увеличивать верхний предел интегрирова-
ния ( +∞→b ). При этом возможны два случая: либо ( )bI  при 

+∞→b  имеет предел, либо не имеет. 
Опр е д е л е н и е  1. Несобственным интегралом с беско-

нечным верхним пределом интегрирования, от непрерывной 
функции ( )xf  на промежутке [ )∞;a  называется предел ( )bI  при 

+∞→b : 

( ) ( )∫∫ +∞→

∞

=
b

a
b

a

dxxfdxxf lim . 

Если существует конечный предел ( )∫+∞→

b

a
b

dxxflim , то несобст-

венный интеграл ( )dxxf
a
∫
∞

 называется сходящимся, если этот 

предел не существует, то – расходящимся. 
Аналогично определяется несобственный интеграл с беско-

нечным нижним пределом интегрирования от непрерывной 
функции ( )xf  на промежутке ( ]b;∞− . 

Опр е д е л е н и е  2. Несобственным интегралом с беско-
нечным нижним пределом интегрирования, от непрерывной 
функции ( )xf  на промежутке ( ]b;∞−  называется предел ( )aI  
при −∞→a : 

( ) ( )∫∫ −∞→
∞−

=
b

a
a

b

dxxfdxxf lim . 

Если существует конечный предел ( )∫+∞→

b

a
b

dxxflim , то несобст-

венный интеграл ( )dxxf
b

∫
∞−

 называется сходящимся, если этот 

предел не существует, то – расходящимся. 
Несобственный интеграл с двумя бесконечными предела-
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ми интегрирования от непрерывной функции ( )xf  на проме-

жутке ( )∞∞− ; , обозначаемый ( )∫
∞

∞−

dxxf , предварительно пред-

ставляют в виде 

( ) ( ) ( )∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+=
c

c

dxxfdxxfdxxf , ( )∞∞−∈ ;c . 

Тогда по определению 

( ) ( ) ( )∫∫∫ ∞→−∞→

∞

∞−

+=
b

c
b

c

a
a

dxxfdxxfdxxf limlim . 

причем этот несобственный интеграл называется сходящимся, 
если оба предела существуют. Если хотя бы один из пределов не 
существует или бесконечен, то несобственный интеграл 

( )∫
∞

∞−

dxxf  называется расходящимся. 

Интегралы ( )dxxf
a
∫
∞

, ( )dxxf
b

∫
∞−

, ( )∫
∞

∞−

dxxf  называются также 

несобственными интегралами первого рода. 
С геометрической точки зрения сходящийся несобственный 

интеграл ( )∫
∞

a

dxxf  означает, что фигура, ограниченная кривой 

( ) 0≥= xfy , прямыми ax = , 0=y  и бесконечно вытянутая в 
направлении оси Ox , имеет конечную площадь S  (рис.1).  

 
 
Рис.1. 
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Аналогичная геометрическая интерпретация имеет место для 
двух других сходящихся несобственных интегралов. 

Примеры. Вычислить интегралы 1) ∫
+∞

+0
21 x

dx , 2) ∫
+∞

1
px

dx . 

Р еш е н и е . 1. Имеем  

( ) =−==
+

=
+ +∞→+∞→+∞→

+∞

∫∫ 0arctgarctglimarctglim
1

lim
1 0

0
2

0
2 bx

x
dx

x
dx

b

b

b

b

b
 

2
arctglim π

==
+∞→

b
b

. 

2. При 1=p  имеем 

( ) +∞=−===
+∞→+∞→+∞→

+∞

∫∫ 1lnlnlimlnlimlim 1
11

bx
x

dx
x

dx
b

b

b

b

b
. 

При 1≠p  получим 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

<∞+

>
−=

+−
==

+−

+∞→

−

+∞→

∞+

∫∫
.1 если,

,1 если,
1

1

1
limlim

1

1

11 p

p
p

p
xdxx

x
dx

bp

b

b
p

bp  

Следовательно, интеграл ∫
+∞

1
px

dx  сходится при 1>p  и расхо-

дится при 1≤p . 
Опр е д е л е н и е  3. Интегралом в смысле главного значе-

ния называется интеграл: 

( ) ( )∫∫
+

−
+∞→

+∞

∞−

=
b

b
b

dxxfdxxfpv lim.. , 0>b . (1) 

Отличие интеграла в смысле главного значения от несобст-
венного интеграла состоит в том, что несобственный интеграл 
есть 

( ) ( )∫∫
+∞→
−∞→

+∞

∞−

=
b

ab
a

dxxfdxxf lim   (2) 

при произвольных a  и b , а интеграл в смысле главного значе-
ния (1) есть предел того же интеграла, но при ba =  



 214 

Очевидно, что, если существует несобственный интеграл (2), то 
и существует интеграл в смысле главного значения (1). Обрат-
ное верно не всегда: интеграл в смысле главного значения (1) 
может существовать, а несобственный интеграл (2) – нет. 

 
2. Несобственные интегралы от неограниченных функций 
(второго рода). 

Пусть функция ( )xf  определена на промежутке [ )ba;  и неог-
раничена в левосторонней окрестности точки b  ( b  – точка бес-
конечного разрыва), т.е. ( ) ∞=

−→
xf

bx ε
lim . Будем считать, что 

функция ( )xf  интегрируема на отрезке [ ]ε−ba;  для любого 

0>ε : существует интеграл ( )∫
−εb

a

dxxf , зависящий от переменно-

го верхнего предела интегрирования. 
Опр е д е л е н и е  4. Несобственным интегралом второго 

рода от функции ( )xf  непрерывной на промежутке [ )ba;  и 
имеющей бесконечный разрыв в точке bx =  называется предел 

интеграла ( )∫
−εb

a

dxxf  при 0→ε : 

( ) ( )∫∫
−

→
=

ε

ε

b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim , 0>ε . 

Аналогично если функция ( )xf  имеет бесконечный разрыв в 
точке ax = . 

Опр е д е л е н и е  5. Несобственным интегралом второго 
рода от функции ( )xf  непрерывной на промежутке ( ]ba;  и 
имеющей бесконечный разрыв в точке называется предел инте-

грала ( )∫
+

b

a

dxxf
ε

 при 0→ε : 

( ) ( )∫∫
+

→
=

b

a

b

a

dxxfdxxf
ε

ε 0
lim , 0>ε . 

Если же функция ( )xf  имеет разрыв второго рода в некото-
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рой внутренней точке c  отрезка [ ]ba; , то, пользуясь свойством 
аддитивности определенного интеграла, данный интеграл необ-
ходимо представить в виде суммы двух интегралов: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ ∫∫
+

→

−

→
+=+=

b

c

с

a

с

a

b

с

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf
2

2

1

1 00
limlim

ε
ε

ε

ε
.  

Если пределы в правых частях формул существуют и конеч-
ны, то соответствующие несобственные интегралы от разрывной 
функции в точках a , b  и c  называются сходящимися, в про-
тивном случае – расходящимися. 

С геометрической точки зрения сходящийся несобственный 
интеграл второго рода означает, что фигура, ограниченная кри-
вой ( )xfy = , прямыми ax =  bx =  и бесконечно вытянутая в 
направлении оси Oy  при 0−→ bx  ( 0+→ ax , 0±→ cx ), имеет 
конечную площадь S  (Рис.2, а – в соответственно). 

 
Рис.2. 
 

Пример. Вычислить интеграл ∫
1

0
px

dx . 

Р еш е н и е . При 1=p  имеем: 

( ) +∞=−===
→→→ ∫∫ ε

εεε
ε

ε
ln1lnlimlnlimlim

0

1

0

1

0

1

0

x
x

dx
x

dx . 

При 1≠p  имеем 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

>∞+

<
−=

+−
==

+−

→

−

→ ∫∫
.1 если,

,1 если,
1

1

1
limlim

11

0

1

0

1

0 p

p
p

p
xdxx

x
dx p

p
p

ε
ε

ε
ε
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Следовательно, интеграл ∫
1

0
px

dx  сходится при 1<p  и расхо-

дится при 1≥p . 
3. Формулы интегрального исчисления для несобственных 
интегралов. 

В силу свойств предела функции и определения несобствен-
ного интеграла как предела функции, являющейся интегралом 
Римана с переменным пределом интегрирования, многие свой-
ства определенного интеграла предельным переходом перено-
сятся на несобственные интегралы. Для простоты будем рас-
сматривать случай несобственного интеграла от функций, опре-
деленных на полуинтервале [ )ba;  и интегрируемых по Риману 
на любом отрезке [ ]η;a , ba <≤η . 

Формула Ньютона-Лейбница. Если функция ( )xf  непре-
рывна на промежутке [ )ba;  и ( )xF  – какая-либо ее первообраз-
ная, то 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a

−−=∫ 0 . 

Линейность интеграла. Если несобственные интегралы 

( )∫
b

a

dxxf  и ( )∫
b

a

dxxg  сходятся, то для любых чисел α  и β  несоб-

ственный интеграл ( ) ( )[ ]∫ ⋅+⋅
b

a

dxxgxf βα  также сходится и  

( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫∫ +=⋅+⋅
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf βαβα . 

Интегрирование неравенств. Если несобственные интегра-

лы ( )∫
b

a

dxxf  и ( )∫
b

a

dxxg  сходятся и для всех [ )bax ;∈  выполняет-

ся неравенство ( ) ( )xgxf ≤ , то  
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( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf . 

Правило замены переменного. Если функция ( )xf  непре-
рывна на промежутке [ )ba; , функция ( )tϕ  непрерывно диффе-
ренцируема на промежутке [ )βα ; , +∞≤<<∞− βα , и выпол-
няются условия [ )( ) [ )ba;; =βαϕ , ( ) a=αϕ , ( ) bt

t
=

→
ϕ

β
lim , то  

( ) ( )( ) ( )∫∫ =
β

α

ϕϕ dtttfdxxf
b

a

' . 

Правило интегрирования по частям. Пусть ( )xu  и ( )xv  не-
прерывны на промежутке [ )ba; , а их производные ( )xu '  и ( )xv '  
кусочно-непрерывны на любом отрезке [ ]η;a , ba <≤η . Тогда  

∫∫ −=
b

a

b
a

b

a

vduuvudv . 

Пример. Вычислить интеграл ∫
+∞

−

0

dxex xn , ,...2,1,0=n . 

Р еш е н и е . Проинтегрируем по частям  

∫∫
+∞

−−∞+−
−−

−+∞
− +−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−==

==
==

0

1
01

0 ;

;;
dxexnex

evnxdu

edvxu
dxexI xnxn

xn

xn
xn

n , 

т.е. 1−⋅= nn InI . 

Поскольку 1
0

0
0 =−==

∞+−
+∞

−∫ xx edxeI , то, применяя последова-

тельно рекуррентную формулу, получим  
( ) !!...1 021 nInInnnII nnn ===−== −− . 

4. Критерий Коши сходимости несобственного интеграла. 
Теорема 1 (критерий Коши). Несобственный интеграл 

( )∫
b

a

dxxf  сходится тогда и только тогда, когда для любого 

0>ε  существует такое η , что для всех 1η  и 2η , удовлетво-
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ряющих условию b<< 1ηη , b<< 2ηη , выполняется неравенст-

во ( ) ε
η

η

<∫
2

1

dxxf . 

► Положим ( ) ( )∫=
η

ηϕ
a

dxxf . Сходимость интеграла ( )∫
b

a

dxxf  

означает существование конечного предела функции ( )ηϕ  при 
b→η . Согласно критерию Коши существования предела 
( )ηϕ

η b→
lim  необходимо и достаточно, чтобы для любого 0>ε  на-

шлось такое η , что для всех 1η  и 2η , удовлетворяющих усло-
вию b<< 1ηη , b<< 2ηη , выполняется неравенство  

( ) ( ) εηϕηϕ <− 12 . 

Поскольку ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ =−=−
2

1

12

12

η

η

ηη

ηϕηϕ dxxfdxxfdxxf
aa

, 

то получаем ( ) ε
η

η

<∫
2

1

dxxf . ◄ 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Какой интеграл называется несобственным интегралом 

первого рода? Когда несобственный интеграл первого рода схо-
дится, расходится?  

2. Какой интеграл называется несобственным интегралом 
второго рода? Когда несобственный интеграл второго рода схо-
дится, расходится?  

3. Перечислите основные свойства несобственных интегра-
лов. 

4. Сформулируйте и докажите критерий Коши сходимости 
несобственных интегралов. 

 


