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Лекция 9. 
ОБЩАЯ СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИИ 

 
1. Выпуклость и вогнутость функции. 
2. Точки перегиба. Необходимое и достаточное условия точки 
перегиба. 
3. Асимптоты графика функции. 
4. Общая схема исследования функции. 

 
1. Выпуклость и вогнутость функции. 

Опр е д е л е н и е  1. График дифференцируемой функции 
( )xfy =  называется выпуклым вниз (вогнутым) на ( )ba; , если 

дуга кривой ( )xfy =  ( )bax ;∈∀  расположена выше любой каса-
тельной T , проведенной к графику этой функции (рис.1). 

Опр е д е л е н и е  2. График дифференцируемой функции 
( )xfy =  называется выпуклым вверх (выпуклым) на ( )ba; , если 

дуга кривой ( )xfy =  ( )bax ;∈∀  расположена ниже любой каса-
тельной T , проведенной к графику этой функции (рис.2). 

 
Рис.1                                          Рис.2. 
 
Теорема 1 (достаточный признак вогнутости (выпукло-

сти) графика функции). Если функция ( )xfy =  на ( )ba;  дваж-
ды дифференцируема и ( ) 0>′′ xf  ( )bax ;∈∀ , то график этой 
функции на ( )ba;  вогнутый (выпуклый вниз). Если функция 

( )xfy =  на ( )ba;  дважды дифференцируема и ( ) 0<′′ xf  
( )bax ;∈∀ , то график этой функции на ( )ba;  выпуклый. 

► Пусть на интервале ( )ba;  вторая производная ( ) 0>′′ xf . 
Возьмем точку ( )bax ;0 ∈ . Уравнение касательной к кривой 

( )xfy =  в точке с абсциссой 0x  имеет вид 
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( ) ( )( )000 xxxfxfY −′=−  
или ( ) ( )( )000 xxxfxfY −′+= , 

где Y  – ординаты точек касательной. Разность ординат точек 
кривой и касательной 

( ) ( ) ( )( )000 xxxfxfxfYy −′−−=− . 
Применяя формулу Лагранжа к разности ( ) ( )0xfxf −  на от-

резке [ ]xx ;0 , получаем 
( )( ) ( )( )000 xxxfxxfYy −′−−′=− ξ  

или ( ) ( )( )( )00 xxxffYy −′−′=− ξ , 
где ( ) ( )baxx ;;0 ⊂∈ξ . 

Применяя формулу Лагранжа к разности ( ) ( )0xff ′−′ ξ  на от-
резке [ ]ξ;0x , находим 

( )( )( )001 xxxfYy −−′′=− ξξ , 
где ( ) ( )baxx ;;01 ⊂∈ξ . В последнем равенстве ( ) 01 >′′ ξf , а 

00 >− xξ , если 00 >− xx , или 00 <− xξ , если 00 <− xx . Сле-
довательно, Yy > , т.е. ординаты точек кривой больше ординат 
точек касательной при одной и той же абсциссе. Точки кривой 

( )xfy =  на ( )ba;  лежат выше точек касательной T  к кривой. 

 
Рис.3. 
 
График функции ( )xfy =  на ( )ba;  – вогнутый (рис.3). 
Доказательство выпуклости графика функции на ( )ba;  про-

водится аналогично. ◄ 
 
2. Точки перегиба. Необходимое и достаточное условия точ-
ки перегиба. 

Опр е д е л е н и е  3. Точка ( )( )00 ; xfxM  графика дифферен-
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цируемой функции ( )xfy = , в которой направление выпуклости 
меняется на противоположное, называется точкой перегиба 
(рис.4). 

 

 
Рис.4. 
 
Теорема 2 (необходимое условие точек перегиба). Если 

функция ( )xf  имеет в точке ( )( )00 ; xfxM  перегиб и существу-
ет вторая производная ( )xf ′′  в точке 0x , то ( ) 00

'' =xf . 
► Предположим противное. Пусть ( ) 00

'' ≠xf . Для опреде-
ленности положим ( ) 00

'' >xf . Тогда по теореме об устойчивости 
знака существует ( )0; xU δ , в которой ( )0; xUx δ∈∀  выполняется 
неравенство ( ) 0'' >xf . Тогда график функции ( )xfy =  в окре-
стности точки 0x  имеет одно направление выпуклости, а значит, 
в точке 0x  нет перегиба. Это противоречит условию. Следова-
тельно, ( ) 00

'' =xf . ◄ 
Замечание. Обратное верно не всегда.  
Пример. Для функции 4xy =  в точке ( ) 00'' =f , но этой точ-

ке перегиба нет. 
Опр е д е л е н и е  4. Точки ( )( )00 ; xfxM  графика функции 

( )xfy =  называются точками возможного перегиба, если 
( ) 00

'' =xf  или ( )0
'' xf  не существует. 

Теорема 3 (достаточное условие существования точек пе-
региба). Если для функции ( )xf  вторая производная ( )xf ′′  в не-
которой точке 0x  обращается в нуль или не существует и при 
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переходе через нее меняет свой знак, то точка ( )( )00 ; xfxM  яв-
ляется точкой перегиба графика функции. 

► Пусть ( ) 0=′′ xf  или не существует. Если ( ) 0<′′ xf  в 
( )0; 0 −xU δ  и ( ) 0>′′ xf  в ( )0; 0 +xU δ , то точка кривой с абсцис-

сой 0x  отделяет интервал выпуклости от интервала вогнутости. 
Если ( ) 0>′′ xf  в ( )0; 0 −xU δ  и ( ) 0<′′ xf  в ( )0; 0 +xU δ , то эта 
точка отделяет интервал вогнутости от интервала выпуклости 
кривой. В обоих случаях по определению точка ( )( )00 ; xfx  явля-
ется точкой перегиба графика функции. ◄ 

 
3. Асимптоты графика функции. 

При исследовании поведения функции на бесконечности, т.е. 
при +∞→x  и при −∞→x , или вблизи точек разрыва второго 
рода часто оказывается, что расстояния между точками графика 
функции и точками некоторой прямой с теми же абсциссами 
сколь угодно малы. Такая прямая называют асимптотой гра-
фика. 

Опр е д е л е н и е  5. Прямая 0xx =  называется вертикаль-
ной асимптотой графика функции ( )xfy = , если хотя бы один 
из односторонних пределов в точке 0x  равен бесконечности: 

( ) ∞±=
−→

xf
xx 00

lim  или ( ) ∞±=
+→

xf
xx 00

lim . 

Очевидно, что непрерывные на R функции вертикальных 
асимптот не имеют; такие асимптоты существуют только в точ-
ках разрыва второго рода функции ( )xfy = . Следовательно, для 
отыскания вертикальных асимптот графика функции надо опре-
делить те значения x , при которых хотя бы один из односторон-
них пределов функции бесконечен. 

Опр е д е л е н и е  6. Прямая bkxy +=  называется наклон-
ной асимптотой графика функции ( )xfy =  при +∞→x  
( −∞→x ), если функцию ( )xf  можно представить в виде: 

( ) ( )xbkxxf α++= , 
где ( ) 0→xα  при +∞→x  ( −∞→x ). 
Теорема 4. Для того чтобы график функции ( )xfy =  имел 
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наклонную асимптоту bkxy += , необходимо и достаточно, 
чтобы существовали конечные пределы: 

( ) k
x
xf

x
==

±∞→
lim , ( )( ) bkxxf

x
=−

±∞→
lim . 

► Необходимость. 
Предполагаем, что bkxy +=  – наклонная асимптота графика 

функции ( )xfy = . Тогда справедливо представление 
( ) ( )xbkxxf α++= , где ( )xα  – бесконечно малая при ∞→x . 

Следовательно, 
( ) ( ) k

x
x

x
bk

x
xf

xx
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

∞→∞→

αlimlim , 

( )( ) ( )( ) bxbkxxf
xx

=+=−
∞→∞→

αlimlim . 

Достаточность. 

Пусть существуют пределы ( ) k
x
xf

x
==

+∞→
lim , 

( )( ) bkxxf
x

=−
+∞→

lim . Тогда из второго равенства получаем  

( ) ( )xbkxxf α++= , 
где ( )xα  – бесконечно малая при +∞→x . 
Последнее представление функции ( )xf  означает, что пря-

мая bkxy +=  является наклонной асимптотой графика функции 
( )xfy = . 

Итак, теорема доказана для случая +∞→x . Доказательство 
теоремы для случая −∞→x  производится аналогично. ◄ 

Замечание. Если 0=k , то прямая by =  называется гори-
зонтальной асимптотой. 
 
4. Общая схема исследования функции. 

Исследование дважды дифференцируемой функции ( )xfy =  
на ( )fD  (за исключением, быть может, конечного множества 
точек) и построение ее графика выполняется по следующей схе-
ме. 

1. Находим ( )fD , определяем точки разрыва, нули, точки 
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пересечения графика функции с осью Oy , периодичность, сим-
метрию. 

2. Находим наклонные и горизонтальные асимптоты графика 
функции (если они существуют). 

3. С помощью первой производной функции определяем ста-
ционарные точки и интервалы монотонности. 

4. С помощью второй производной определяем интервалы во-
гнутости и выпуклости графика функции, точки перегиба. 

5. Находим локальные экстремумы функции на ( )fD . 
По результатам исследований строим график функции, для 

удобства сводя их в таблицу, построение которой покажем на 
примерах. 

Пример. Исследовать функцию 2

3

3 x
xy
−

=  и построить ее 

график. 
Р еш е н и е . Для построения графика функции проведем ее 

исследование по указанной выше схеме. 
1. Находим ( )fD . Данная функция определена для 3±≠x : 

( ) ( ) ( ) ( )∞∪−∪−∞−= ;33;33;fD . 
Функция непрерывна на ( )fD ; 3±=x  – точки разрыва второ-

го рода.  
Функция 0=y  при 0=x , т.е. график функции пересекает 

координатные оси в начале координат. 
Функция непериодична.  
Функция нечетная, так как область определения ( )fD  сим-

метрична и ( ) ( )xfxf −=− , т.е. ( )
2

3

2

3

33 x
x

x
x

−
−

=
−
− . Следовательно, 

график функции симметричен относительно начала координат и 
достаточно исследовать функцию для 0≥x . 

2. Асимптоты графика функции. 
А. Вертикальные асимптоты. 
Поскольку  

+∞=
−−→ 2

3

03 3
lim

x
x

x
, −∞=

−+→ 2

3

03 3
lim

x
x

x
, 
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−∞=
−−−→ 2

3

03 3
lim

x
x

x
, +∞=

−+→ 2

3

03 3
lim

x
x

x
, 

то прямые  3−=x  и 3=x  являются вертикальными асимптота-
ми графика функции. 

Б. Наклонные асимптоты. 
Вычислим пределы: 

( )
( ) 1
3

limlim 2

3

−=
−

===
∞→∞→ xx

x
x
xfk

xx
, 

( )( ) 0
3

3lim
3

limlim 2

33

2

3

=
−

−+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=−=

∞→∞→∞→ x
xxxx

x
xkxxfb

xxx
, 

Значит, прямая xy −=  является наклонной асимптотой гра-
фика функции. 

3. Точки возможного экстремума и интервалы монотонно-
сти функции. 

Находим первую производную функции ( )xfy = : 
( )
( )

( )
( )22

22

22

422

3

9

3

233

x

xx

x

xxxy
−

−
=

−

+−
=′ . 

Она определена на ( )fD . В промежутке [ )+∞;0  производная 
обращается в нуль в точках 01 =x , 32 =x . 

Определяем интервалы монотонности из неравенств 0>′y  и 
0<′y  0≥∀x . 

Имеем 
( )

( ) 0
3

9
22

22

>
−

−

x

xx , 

09 2 >− x  ⇒  30 << x . 
т.е. функция возрастает на ( ) ( )3;33;0 ∪ . 

Аналогично 
( )

( ) 0
3

9
22

22

<
−

−

x

xx , 

09 2 <− x  ⇒  3>x . 
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т.е. функция убывает на [ )∞;3 . 
4. Промежутки выпуклости и вогнутости, точки перегиба. 
Вычисляем вторую производную функции ( )xfy = : 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )32

2

42

242223

3

96

3

23293418

x

xx

x

xxxxxxxy
−

−
=

−

−−−−−−
=′′ . 

Она определена на ( )fD . 
Находим интервалы вогнутости и выпуклости графика функ-

ции из неравенств 0>′′y , 0<′′y  0≥∀x . 
Имеем 

( )
( ) 0
3

96
32

2

>
−

−

x

xx , 

⎩
⎨
⎧

<<⇒
<<−

>

⎩
⎨
⎧

⇒
>−

>
30

33
,0

03
,0

2 x
x

x
x

x
, 

т.е. кривая вогнута на ( )3;0 . 
Аналогично, 

( )
( ) 0
3

96
32

2

<
−

+

x

xx , 

⎩
⎨
⎧

>⇒
>−<

>

⎩
⎨
⎧

⇒
<
>

⎩
⎨
⎧

⇒
<−

>
3

3,3
,0

3
,0

03
,0

22 x
xx

x
x

x
x

x
, 

т.е. кривая выпукла на ( )∞;3 . 
В точке 0=x  0=′′y  и ( ) 0<′′ xf  в ( )00; −δU , а ( ) 0>′′ xf  в 
( )00; +δU . Значит, точка кривой с абсциссой 0=x  отделяет ин-

тервал выпуклости кривой от ее интервала вогнутости. Поэтому 
( )0;0O  является точкой перегиба кривой. 
5. Локальные экстремумы. 
Определяем с помощью второй производной ( )xf ′′  локаль-

ные экстремумы. Так как ( ) 03 =′′f , точка 1A  с абсциссой 3=x  
является точкой локального максимума. В силу симметрии гра-
фика функции точка 2A  с абсциссой 3−=x  является точкой ло-
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кального минимума. Итак, 
( )

( ) 5,4max
3;

−=
∈

xf
Ux δ

, 
( )

( ) 5,4min
3;

=
−∈

xf
Ux δ

. 

Результаты исследования функции ( )xfy =  на [ )∞;0  заносим 
в таблицу 1. 

Таблица 1. 
x  0 ( )3;0  3  ( )3;3 3 ( )∞;3

'y  0 + Не сущ. + 0 – 
''y  0 + Не сущ. – – – 

y  0(т.перег)  Не сущ.  -4,5  
 
Исходя из результатов, содержащихся в таблице, строим гра-

фик данной функции (рис.5). 

 
Рис.5. 
 

Вопросы для самоконтроля 
 
1. Какой график функции называется выпуклым вверх, вниз? 
2. Сформулируйте достаточное условие выпуклости и вогну-

тости. 
3. Какая точка графика называется точкой перегиба? 
4. Сформулируйте необходимое и достаточное условия точек 

перегиба. 
5. Какая прямая называется вертикальной (наклонной, гори-

зонтальной) асимптотой? 
 
 


