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ВВЕДЕНИЕ 
 

Учебное пособие «Дифференциальное и интегральное исчис-
ление функции действительной переменной» является второй 
частью цикла работ по курсу «Математический анализ», кото-
рые написаны на основе лекций, проводимых на физическом 
факультете Гомельского государственного университета им. 
Ф.Скорины. Их содержание включает материал, соответствую-
щий учебной программе по данной дисциплине, и который из-
ложен в учебниках и учебных пособиях по математическому 
анализу. Пособие основано на тех педагогических принципах, 
изложенных в первой части данного комплекса. 

В начале каждой лекции сформулированы основные рассмат-
риваемые вопросы, отражающие ее содержание. Далее приво-
дятся определения основных понятий, формулировки теорем и 
следствий из них, доказательства наиболее важных теорем. Тео-
ретические положения иллюстрируются решениями задач, мно-
гие из которых имеют прикладную направленность. Каждая лек-
ция имеет свою нумерацию определений, теорем, рисунков и 
таблиц. В конце лекции сформулированы вопросы, позволяю-
щие обучаемому организовать самоконтроль знаний. Поскольку 
объем пособия не позволяет привести доказательства всех ут-
верждений, то читателю предлагается воспользоваться учебни-
ками, приведенными в списке литературы. 

Пособие рекомендуется для использования студентами при 
самостоятельном изучении математического анализа, является 
основой для подготовки к сдаче экзаменов и зачетов. 

Автор надеется, что пособие будет полезным и для препода-
вателей в работе со студентами, и с благодарностью воспримет 
все критические замечания и пожелания, направленные на 
улучшение его содержания. 
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Тема 1 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 

Лекция 1. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
 

1. Определение производной. Правая и левая производная. 
2. Геометрический смысл производной. Уравнение касательной 
и нормали. 
3. Дифференцируемость функции. Дифференциал. 
4. Физический смысл производной и дифференциала. 

 
1. Определение производной. Правая и левая производная. 

Пусть функция ( )xfy =  определена в некоторой окрестности 
( )0; xU δ точки 0x . Если фиксированное значение аргумента 0x  

получает приращение x∆  (положительное или отрицательное), 
такое, что ( )00 ; xUxx δ∈∆+ , то приращение функции определя-
ется выражением ( ) ( ) ( )000 xfxxfxf −∆+=∆ . 

Опр е д е л е н и е  1. Производной функции ( )xfy =  в про-
извольной фиксированной точке 0x  называется предел (если он 
существует и конечен) отношения приращения функции f∆  к 
приращению аргумента x∆  при x∆ 0→ : 

( ) ( ) ( ) ( )
x

xfxxf
x
xfxy

xx ∆
−∆+

=
∆

∆
=′

→∆→∆

00
0

0
00 limlim . 

Обозначается: ( )0xy′ , ( )0xf ′ . 
Производная функции ( )xfy =  в произвольной точке x  обо-

значается так: ( )xf ′ , y′ . 
При каждом конкретном числовом значении x  производная 
( )xf ′  (если она существует при данном x ) функции ( )xfy =  

представляет собой определенное число. Значениям переменной 
x  ставятся в соответствие определенные значения переменной 
( )xf ′ . Поэтому производная является функцией аргумента x . 
Если для некоторого значения x  
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+∞=
∆
∆

→∆ x
y

x 0
lim  или −∞=

∆
∆

→∆ x
y

x 0
lim , 

то говорят, что для этого значения x  существует бесконечная 
производная. 

Пример. Найти производные функций  
1) xy sin= , 2) xay = , 0>a . 
Р еш е н и е . 1. Имеем  

( )
=

∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+
=

∆
−∆+

=
∆
∆

x

xxx

x
xxx

x
y 2

sin
2

cos2
sinsin  

2

2
sin

2
cos x

x
xx

∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+= .  

Поэтому 

( ) xxx

x
xx

x
yx

xx
cos1cos

2

2
sin

2
coslimlimsin

00

' =⋅=
∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+=
∆
∆

=
→∆→∆

. 

2. Имеем  

x
aa

x
aa

x
y x

x
xxx

∆
−

⋅=
∆
−

=
∆
∆ ∆∆+ 1 . 

Тогда  

( ) aa
x

aa
x
ya x

x
x

xx

x ln1limlim
00

'
=

∆
−

⋅=
∆
∆

=
∆

→∆→∆
. 

Опр е д е л е н и е  2. Если функция ( )xfy =  определена в ле-
восторонней (правосторонней) окрестности точки 0x  и сущест-
вует конечный или бесконечный предел: 

( ) ( )
x

xfxxf
x ∆

−∆+
−→∆

00
00

lim   

( ( ) ( )
x

xfxxf
x ∆

−∆+
+→∆

00
00

lim ), 

то он называется соответственно конечной или бесконечной 
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производной слева (справа) функции ( )xf  в точке 0x  
Обозначается: ( )00 −′ xf  или ( )0

' xf−  
 ( ( )00 +′ xf  или ( )0

' xf+ ). 
Левая и правая производные называются односторонними 

производными. 
Если функция ( )xf , определенная в некоторой окрестности 

точки 0x , имеет конечную производную ( )0xf ′ , то существуют 
производные слева и справа, причем 

( ) ( ) ( )00 000 +′=−′=′ xfxfxf . 
Вместе с тем существуют функции, имеющие в данной точке 

0x  левую и правую производные, но не имеющие производной в 
этой точке. 

Пример. Доказать, что функция xy =  в точке 00 =x  не име-
ет производной. 

Р еш е н и е . Очевидно, что эта функция определена и непре-
рывна на ( )+∞∞− ; .  

 
Рис.1. 
 
Вычислим производную функции справа в точке 00 =x . 
При 0≥x  имеем xxy == , xy ∆=∆ .  
Поэтому  

( ) ( ) 1limlim000
0000

' =
∆
∆

=
∆
∆

=+′=
+→∆+→∆+ x

x
x
yff

xx
. 

Аналогично при 0<x  получим xxy −== , xy ∆−=∆ .  
Следовательно, производная слева 
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( ) ( ) 1limlim000
0000

' −=
∆
∆−

=
∆
∆

=−′=
−→∆−→∆− x

x
x
yff

xx
. 

Поскольку ( ) ( )00 ''
+− ≠ ff , то функция xy =  в данной точке 

производной не имеет. 
Операция нахождения производной функции f  называется 

дифференцированием. Для отыскания производной от данной 
функции ( )xfy = , согласно определению, необходимо выпол-
нить следующие действия: 
– придав фиксированному аргументу ( )fDx∈  приращение x∆ , 
вычислить значение функции 

( )xxfyy ∆+=∆+ ; 
– найти соответствующее приращение функции 

( ) ( )xfxxfy −∆+=∆ ; 
– составить отношение приращения функции к приращению ар-
гумента 

( ) ( )
x

xfxxf
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆

; 

– найти предел данного отношения при 0→∆x  
( ) ( )

x
xfxxf

x
yy

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→∆→∆ 00

limlim . 

 
2. Геометрический смысл производной. Уравнение каса-
тельной и нормали. 

Рассмотрим задачу о проведении касательной к произвольной 
плоской кривой. Пусть L  – дуга плоской кривой, 0M  – точка 
этой кривой, MM 0  – секущая (рис.2). Если точка M  движется 
по кривой к точке 0M , то секущая поворачивается вокруг точки 

0M  и стремится к некоторому предельному положению TM 0 . 
Опр е д е л е н и е  3. Касательной к кривой L  в точке 0M  

называется прямая TM 0 , которая представляет собой предель-
ное положение секущей MM 0  при стремлении по кривой точки 
M  к точке 0M  (см. рис.2). 
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Рис.2. 
 
Если предельного положения секущей не существует, то го-

ворят, что в точке 0M  провести касательную нельзя. Это бывает 
в случае, когда точка 0M  является точкой излома, или заост-
рения, кривой (см. рис.3,а,б,в). 

 

 
    Рис.3. 
 
Пусть кривая L  является графиком функции ( )xf  и точка 

( )( ) LxfxM ∈00;  (рис.4).  

 
Рис.4. 
 
Предположим, что касательная к кривой в точке 0M  сущест-
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вует. Угловой коэффициент секущей MM 0  есть 
( )
x
xfk

∆
∆

== 0tgϕ . 

Если 0→∆x , то точка M  движется по кривой к точке 0M  и 
секущая 0MM  стремится к своему предельному положению 

TM 0 . Таким образом, 
( ) ( )0

0
0

limtglimtg
0

xf
x
xfk

xMM
′=

∆
∆

===
→∆→

ϕα . 

Отсюда следует геометрический смысл производной: произ-
водная от функции ( )xf  при 0xx =  равна угловому коэффици-
енту касательной к графику функции в точке с абсциссой 0x . 

Для составления уравнений касательной и нормали к плоской 
кривой используется геометрическая интерпретация производ-
ной. Пусть кривая задана уравнением ( )xfy = . Угловой коэф-
фициент касательной к ней в точке ( )000 ; yxM , где ( )00 xfy = , 

( )0xfk ′= .  Уравнение прямой, проходящей через данную точку 
в заданном направлении имеет вид: 

( )00 xxkyy −=− . 
Поскольку ( )0xfk ′= , то ( )( )000 xxxfyy −′=−  есть уравнение 

касательной. 
Так как угловые коэффициенты касательной и нормали свя-

заны условием перпендикулярности 
кас

норм
1

k
k −= , то уравнение 

нормали в точке ( )000 ; yxM  имеет вид: 

( ) ( )0
0

0
1 xx
xf

yy −
′

−=− . 

Опр е д е л е н и е  4. Углом между кривыми называют угол 
между касательными к кривым в точке их пересечения. 

 
3. Дифференцируемость функции. Дифференциал. 

Пусть функция ( )xfy =  определена в некоторой окрестности 
точки 0x . 
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Опр е д е л е н и е  5. Функция ( )xfy =  называется диффе-
ренцируемой в точке 0x , если ее приращение в этой точке 

( ) ( )00 xfxxff −∆+=∆  может быть представлено в виде: 
( )xoxAf ∆+∆⋅=∆  

где A  – некоторое действительное число; ( )xo ∆  – бесконечно 
малая функция более высокого порядка малости, чем x∆ , при 
стремлении 0→∆x . 

Дифференцируемость функции в точке 0x  означает, что с 
точностью до бесконечно малых более высокого порядка, чем 
приращение аргумента x∆ , приращение функции представимо в 
виде линейной функции от x∆ . 

Теорема 1. Для того чтобы функция ( )xfy =  была диффе-
ренцируема в точке 0x , необходимо и достаточно, чтобы в 
точке 0x  существовала конечная производная ( ) Axf =′ 0 . 

► Необходимость. 
Поскольку функция ( )xfy =  дифференцируема в точке 0x , 

то ее приращение можно представить в виде ( )xoxAf ∆+∆⋅=∆ . 

Тогда ( ) ( ) ( )( ) AxoxA
x
xfxf

xx
=∆+∆⋅=

∆
∆

=′
→∆→∆ 0

0
00 limlim . 

Достаточность. 

Так как ( ) ( )
x
xfxf

x ∆
∆

=′
→∆

0
00 lim , то ( ) ( )xxf

x
f

∆+=
∆
∆ α0' .  

Отсюда ( ) ( ) xxxxff ∆⋅∆+∆⋅=∆ α0' .  
Положим ( ) Axf =0' . Тогда ( )xoxAf ∆+∆⋅=∆ .  
По определению 5 функция ( )xfy =  является дифференци-

руемой. ◄ 
Теорема 2. Если функция ( )xfy =  дифференцируема в неко-

торой точке, то она и непрерывна в этой точке. 
► Действительно, если функция ( )xfy =  дифференцируема 

в точке 0x , то в силу условия дифференцируемости ее прираще-
ние в этой точке представимо в виде ( )xoxAf ∆+∆⋅=∆  при 

0→∆x . Тогда 
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( ) 0limlimlim
000

=∆+∆⋅=∆
→∆→∆→∆

xoxAf
xxx

, 

что означает непрерывность функции ( )xfy =  в точке 0x . ◄ 
Следствие. Если функция ( )xfy =  в некоторой точке имеет 

производную, то она непрерывна в этой точке. 
Замечание. Обратное неверно, т.е. из непрерывности функ-

ции ( )xfy =  в точке 0x  еще не следует ее дифференцируемость 
в этой точке. 

Пример. Функция xy =  является непрерывной в точке 
00 =x , но не имеет в этой точке производной. Следовательно, 

она не дифференцируема в этой точке. 
Функции, графики которых имеют изломы в точке 0x  

(рис.3.а,б,в), не имеют в этой точке конечной производной. Су-
ществуют также функции (рис.5.), недифференцируемые в точке 

0x  функций, которые непрерывны в точке 0x  и не имеют изло-
мов. 

 
Рис.5. 
 
Опр е д е л е н и е  6 . Функция ( )xf  называется дифферен-

цируемой на отрезке [ ]ba; , если она дифференцируема в любой 
точке [ ]bax ;∈ . 

Пусть функция ( )xf  дифференцируема в точке 0x .Тогда ее 
приращение в этой точке представимо в виде: 

( ) ( ) ( )xoxxfxf ∆+∆′=∆ 00 . 



 13 

Отсюда, если ( ) 00 ≠′ xf , то 
( )

( )
( )
( ) 11limlim

000

0
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆′

∆
+=

∆′
∆

→∆→∆ xxf
xo

xxf
xf

xx
. 

Следовательно, при 0→∆x  приращение функции ( )0xf∆  и 
выражение ( ) xxf ∆′ 0  являются эквивалентными бесконечно ма-
лыми функциями. Поэтому при 0→∆x  можно приближенно 
считать, что ( ) ( ) xxfxf ∆′≈∆ 00 . 

Опр е д е л е н и е  7. Дифференциалом функции ( )xf  назы-
вается величина ( ) xxf ∆′ 0 , являющаяся главным (линейным) 
членом приращения функции в точке 0x . 
Обозначается: ( )0xdf : 

( ) ( ) xxfxdf ∆′= 00 . 
В частности, если xy = , то 1=′y , и, следовательно, 

xdxdy ∆== , т.е. дифференциал и приращение независимой пе-
ременной равны между собой. Поэтому дифференциал функции 
( )xf  в точке 0x  можно представить в виде ( ) ( )dxxfxdf 00 ′= . 
Тогда приращение функции можно записать в виде  

( ) ( ) ( )xoxdfxf ∆+=∆ 00 . 
Видно, что дифференциал функции в точке 0x  отличается от 

соответствующего приращения функции на бесконечно малую 
величину более высокого порядка, чем x∆  при 0→∆x . 

Геометрический смысл дифференциала: дифференциал dy  
функции ( )xfy =  в точке 0x  изображается приращением орди-
наты точки касательной, проведенной в ( )( )00 ; xfxM  к линии 

( )xfy =  (рис.6). 
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Рис.6. 
 
Пример. Найти дифференциал функции 2xy = .  
Решение. Дифференциал функции 2xy =  в точке 0x  для 

приращения x∆  есть xxdy ∆= 02 . Он является линейным слагае-
мым приращения функции относительно x∆ :  

( ) ( ) 2
0

2
0

2
00 2 xxxxxxxf ∆+∆=−∆+=∆ . 

Заменяя приращение функции в точке 0x  ее дифференциа-
лом, получается приближенная формула для вычисления при-
ближенных значений функции 

( ) ( ) ( )dxxfxfxxf 000 ′+≈∆+ . 
Пример. Вычислить 3 65 . 
Р еш е н и е . Рассмотрим функцию 3 xy =  в точке 640 =x , 

для которой приращение аргумента 1=∆x . Производная функ-
ции равна  

( )
3 23

1'
x

xf = . 

Тогда 

( ) ( ) =⋅+=⋅+≈+ 1
643

164164'64164
3

33 ff  

02083,4
43

14 2 =
⋅

+=  
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4. Физический смысл производной и дифференциала. 
Рассмотрим функцию ( )xfy = , определенную и непрерыв-

ную в некоторой окрестности точки 0x . Если аргумент 0x  
функции получает приращение x∆  (положительное или отрица-
тельное), такое, что xx ∆+0  принадлежит той же окрестности 
точки 0x , то соответствующее приращение функции 

( ) ( ) ( )xfxxfxf −∆+=∆ 00 , средняя скорость изменения функции 
( )
x
xfv

∆
∆

= 0
cp , 

а мгновенная скорость ее изменения 
( ) ( )0

0
0

lim xf
x
xfv

x
′=

∆
∆

=
→∆

. 

Механический смысл производной: производная – матема-
тическая модель мгновенной скорости процесса, описываемого 
функцией ( )xf . В зависимости от содержательной сущности 
функции можно получить широкий круг математических моде-
лей скорости протекания процессов. Рассмотрим некоторые из 
них. 

1. Пусть материальная точка M  движется неравномерно и 
( )tsy =  – функция, устанавливающая зависимость пути от вре-

мени t . Тогда мгновенная скорость движения в момент времени 
0t  есть производная от пути s  по времени t : 

( ) ( ) ( )
t

tstts
t
ts

dt
dsv

tttt ∆
−∆+

=
∆

∆
==

→∆→∆
=

00
0

0
0

limlim
0

. 

Дифференциал tvds ∆=  равен пути, который прошла бы рас-
сматриваемая точка за промежуток времени t∆ , начиная с мо-
мента t , если движение на этом участке равномерно со скоро-
стью v . Этот путь отличается от истинного пути s∆  на беско-
нечно малую более высокого порядка, чем t∆ : ( )todss ∆+=∆  
при 0→∆t . 

2. Пусть ( )tvy =  – функция, описывающая процесс измене-
ния скорости неравномерного движения в зависимости от вре-
мени t . Тогда мгновенное ускорение материальной точки в фик-
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сированный момент времени 0t  есть производная от скорости v  
по времени t : 

( ) ( ) ( )
t

tvttv
t
tv

dt
dvv

tttt ∆
−∆+

=
∆

∆
==

→∆→∆
=

00
0

0
0

limlim
0

. 

3. Пусть ( )TQy =  – функция, описывающая процесс измене-
ния количества теплоты, сообщаемой телу при нагревании его 
до температуры T . Тогда теплоемкость тела есть производная 
от количества теплоты Q  по температуре T : 

( ) ( ) ( )
T

TQTTQ
T
TQ

dT
dQC

TTTT ∆
−∆+

=
∆

∆
==

→∆→∆
=

00
0

0
0

limlim
0

. 

4. Пусть необходимо определить линейную плотность неод-
нородного тонкого стержня длиной l , где m  – масса стержня, 
концы которого имеют координаты 0  и 0x  (предполагается, что 
ось Ox  направлена по стержню). Ясно, что масса стержня явля-
ется функцией x , т.е. ( ) ( )xmxf = . Тогда линейная плотность 
неоднородного тонкого стержня в точке 0x  есть производная от 
массы m  по длине l : 

( ) ( ) ( )
x

xmxxm
dx
dmx

xxx ∆
−∆+

==
→∆

=

00
00 lim

0

ρ . 

5. Пусть ( )ty Φ=  – функция, описывающая процесс измене-
ния магнитного потока в зависимости от времени t . Тогда мгно-
венное значение электродвижущей силы индукции равно скоро-
сти изменения магнитного потока, т.е. производной от магнит-
ного потока Φ  по времени t : 

( ) ( ) ( )
t

ttt
dt
dt

ttt ∆
Φ−∆+Φ

=
Φ

=Φ′=
→∆

=

00
00 lim

0

ε  

6. Пусть ( )tqy =  – функция, описывающая процесс измене-
ния заряда в колебательном контуре в зависимости от времени 
t . Тогда сила тока в контуре в момент времени 0t  равна произ-
водной заряда q  по времени t : 
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( ) ( )
t

tqttq
dt
dqI

ttt ∆
−∆+

==
→∆

=

00
0

lim
0

. 

Дифференциал tIdq ∆=  равен количеству электричества, ко-
торое бы протекало через поперечное сечение проводника за 
промежуток времени t∆ , если бы сила тока была постоянной и 
равной силе тока в момент времени t . При этом ( )todqq ∆+=∆  
при 0→∆t . 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Сформулируйте определение производной.  
2. Что называется правой и левой производной? 
3. В чем состоит геометрический смысл производной? Выве-

дите уравнение касательной и нормали. 
4. Дифференцируемость функции.  
5. Дифференциал и его геометрический смысл. 
6. Физический смысл производной и дифференциала. 


