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Тема 2 
ТЕОРИЯ ПРЕДЕЛОВ 

 
Лекция 1. ЧИСЛОВЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

 
1.Определение числовой последовательности. Арифметические 
действия над последовательностями. 
2. Ограниченные и неограниченные последовательности. 
3. Бесконечно малые последовательности их свойства. 
4. Бесконечно большие последовательности. 

 
1. Определение числовой последовательности. Арифметиче-
ские действия над последовательностями. 

Пусть ⊆X R , ∅≠X , и N  – множество натуральных чисел. 
Опр е д е л е н и е  1 .  Числовой последовательностью эле-

ментов множества X  называется отображение Xf →N: . Зна-
чение ( )nfxn =  называется общим членом последовательности, 
числа ,...,, 321 xxx  называются элементами (членами) последо-
вательности. 
Обозначается: ( );...;...;; 21 nxxx , ( )∞=1nnx , ( )nx , nx . 
Примеры. 
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2) ( ) ( );...3;2;11 =
∞
=nn  

3) ( )( ) ( );...1;1;11 1 −−=−
∞

=n
n  

4) ( ) ( );...3sin;2sin;sinsin 1 αααα =∞
=nn . 

Последовательность считается заданной, если указан способ 
получения ее любого элемента. 

Ниже приведены способы задания последовательности. 
1. Формулой n -го члена. 

Например, ( )nnx 1−= . 
2. Рекуррентный. 

Например, числа Фибоначчи 11 =x , 12 =x , nnn xxx += −+ 11 . 
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3. Словесный. 
Например, ( )∞=1nnx  – это приближение числа π  по недостатку с 

точностью n−10 : 
1,31 =x , 14,32 =x , 141,33 =x , 1415,34 =x ... . 

4. Графический: 
– точками с координатами ( )nxn; , ∈n N , на плоскости 2R , 
– точками nx , ∈n N , на числовой оси R . 

Пусть даны две последовательности ( )∞=1nnx , ( )∞=1nny . 

Опр е д е л е н и е  2 .  Суммой последовательностей ( )∞=1nnx  и 

( )∞=1nny  называется последовательность ( )∞=+ 1nnn yx , каждый эле-
мент которой равен сумме соответствующих элементов после-
довательностей 

( ) ( ) ( )∞=
∞
=

∞
= +=+ 111 nnnnnnn yxyx . 

Опр е д е л е н и е  3 .  Произведением последовательности 
( )∞=1nnx  на число m  называется последовательность ( )∞=⋅ 1nnxm , 
каждый элемент которой равен произведению соответствующе-
го элемента последовательности на число m : 

( ) ( )∞=
∞
= ⋅=⋅ 11 nnnn xmxm . 

Опр е д е л е н и е  4 .  Произведением последовательностей 
( )∞=1nnx  и ( )∞=1nny  называется последовательность ( )∞=⋅ 1nnn yx , ка-
ждый элемент которой равен произведению соответствующих 
элементов последовательностей 

( ) ( ) ( )∞=
∞
=

∞
= ⋅=⋅ 111 nnnnnnn yxyx . 

Опр е д е л е н и е  5 .  Если все члены последовательности 
( )∞=1nny  отличны от нуля, то частным последовательностей 

( )∞=1nnx  и ( )∞=1nny  называется последовательность 
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1nn

n

y
x , каж-

дый элемент которой равен частному соответствующих элемен-
тов последовательностей: 
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2. Ограниченные и неограниченные последовательности. 

Пусть задана последовательность ( )∞=1nnx .  

Опр е д е л е н и е  6 .  Последовательность ( )∞=1nnx  называет-
ся ограниченной сверху (снизу), если существует число M  ( m ) 
такое, что каждый элемент последовательности nx  удовлетворя-
ет неравенству Mxn ≤  ( mxn ≥ ). Числа M  и m  называются 
верхней и нижней гранями числовой последовательности 
( )∞=1nnx . 
Символическая запись:  

( )∞=1nnx  – ограничена сверху ⇔  MxnM n ≤∈∀∈∃ NR : . 

( )∞=1nnx  – ограничена снизу ⇔  mxnm n ≥∈∀∈∃ NR : . 

Пример. Последовательность ( )∞=− 1nn  – является ограничен-
ной сверху, так как все элементы последовательности не больше 

1−=M . Последовательность ( )∞=1nn  – является ограниченной 
снизу, так как все элементы последовательности не меньше 

1=m . 
Опр е д е л е н и е  7 .  Последовательность ( )∞=1nnx  называет-

ся ограниченной, если она ограничена сверху и снизу, т.е. суще-
ствуют числа M  и m  такие, что каждый элемент nx  последова-
тельности удовлетворяет неравенству Mxm n ≤≤ . 
Символическая запись:  

( )∞=1nnx  – ограничена ⇔  MxmnMm n ≤≤∈∀∈∃ NR :, . 
Пусть { }MmA ,max= . Тогда условие ограниченности мож-

но записать в виде Axn ≤ . 

Опр е д е л е н и е  8 .  Последовательность ( )∞=1nnx  называет-
ся ограниченной, если существует действительное число 0>A  
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такое, что каждый элемент последовательности nx  удовлетворя-
ет неравенству Axn ≤ . 

Пример. Последовательность 
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ 11
1

nn
 является ограничен-

ной, так как каждый элемент nx  этой последовательности удов-

летворяет неравенству 1
2
1

<≤ nx . 

Опр е д е л е н и е  9 .  Последовательность ( )∞=1nnx  называет-
ся неограниченной, если для любого действительного числа 

0>A  существует элемент nx  последовательности, удовлетво-
ряющий неравенству Axn ≥ , т.е. либо Axn ≥ , либо Axn ≤ . 
Символическая запись:  

( )∞=1nnx  – неограниченна ⇔  AxnA n ≥∈∃∈<∀ :0 NR . 

Пример. Последовательность ( )∞=12 nn  является неограничен-
ной, так как для любого положительного числа R∈A  Axn ≥  

при 
2
An ≥ . 

 
3. Бесконечно малые последовательности их свойства. 

Опр е д е л е н и е  1 0 .  Последовательность ( )∞=1nnα  называ-
ется бесконечно малой, если для любого положительного числа 

0>ε  существует такой номер ( )εN , что для всех номеров 
( )εNn >  выполняется неравенство εα <n . 

Символическая запись: 
( )∞=1nnα  – б.м.п. ⇔  ( ) ( )εεε NnN ≥∀∃>∀ :0    εα <n . 

Неравенство εα <n  равносильно εαε <<− n . Это означает, 
что начиная с некоторого номера ( )εN  все элементы nα  после-
довательности ( )∞=1nnα  лежат в промежутке ( )εε ;− . 
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Пример. Доказать, что последовательность 
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
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12
1

nn
 является 

бесконечно малой последовательностью. 
Р еш е н и е . Возьмем произвольное малое число 0>ε . Так 

как ε<
n2

1 , то для нахождения значений n , удовлетворяющих 

этому неравенству, достаточно его решить. Поскольку ∈n N , то 

ε<
n2

1 . Решая данное неравенство, получим 
ε2
1

>n . Следова-

тельно, в качестве ( )εN  можно взять целую часть числа 
n2

1 : 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
ε

ε
2
1N . Тогда неравенство ε<

n2
1  будет выполнятся при  

всех номеров n , больших чем ( )εN . 

Например, пусть 1,0=ε . Тогда ( ) 5
1,02

1
=

⋅
=εN . Начиная с 

шестого номера все члены последовательности 
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

12
1

nn
 меньше 

1,0=ε . 
Теорема 1. Бесконечно малая последовательность ( )∞=1nnα  

ограничена. 
► По определению  бесконечно малой последовательности 

имеем 
( )∞=1nnα  – б.м.п.  ⇔   ( ) ( ) εαεεε <≥∀∃>∀ nNnN :0 . 

Обозначим { }121 ;...;;;max −= NA αααε . Тогда, очевидно, что 
An ≤α  для любого n . ◄ 

Теорема 2. Сумма и разность бесконечно малых последова-
тельностей есть бесконечно малая последовательность.  

► Пусть ( )∞=1nnα  и ( )∞=1nnβ  бесконечно малые последователь-
ности. По определению имеем 
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( )∞=1nnα  – б.м.п.  ⇔   ( ) ( )
2

:0 11
εαεεε <≥∀∃>∀ nNnN , 

( )∞=1nnβ  – б.м.п.  ⇔   ( ) ( )
2

:0 22
εβεεε <≥∀∃>∀ nNnN . 

Возьмем номер { }21;max NNN = . Тогда для всех >n N  одно-

временно выполняются два неравенства 
2
εα <n  и 

2
εβ <n . 

Значит,  

εεεβαβα =+<+≤+
22nnnn , 

εεεβαβα =+<+≤−
22nnnn . 

Отсюда следует, что последовательности ( )∞=+ 1nnn βα  и 

( )∞=− 1nnn βα  бесконечно малые. ◄ 
Теорема 3. Произведение бесконечно малых последователь-

ностей есть бесконечно малая последовательность.  
► Пусть ( )∞=1nnα  и ( )∞=1nnβ  бесконечно малые последователь-

ности. По определению имеем 
( )∞=1nnα  – б.м.п.  ⇔   ( ) ( ) εαεεε <≥∀∃>∀ nNnN 11 :0 , 

( )∞=1nnβ  – б.м.п.  ⇔   ( ) ( ) 1:1 22 <≥∀∃=∀ nNnN βεεε . 
Возьмем номер { }21;max NNN = . Тогда для всех >n N  одно-

временно выполняются два неравенства εα <n  и 1<nβ . 
Значит,  

εεβαβα =⋅<⋅=⋅ 1nnnn . 

Отсюда следует, что последовательность ( )∞=⋅ 1nnn βα  беско-
нечно малая. ◄ 

Теорема 4. Произведение бесконечно малой последователь-
ность ( )∞=1nnα  на ограниченную ( )∞=1nnx  есть бесконечно малая 
последовательность. 

► По определению ограниченной последовательности имеем 
( )∞=1nnx  – огран.  ⇔   AxnA n ≤∈∀>∃ N:0 . 
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По определению бесконечно малой последовательности: 

( )∞=1nnα  – б.м.п.  ⇔   ( ) ( )
A

NnN n
εαεεε <≥∀∃>∀ :0 . 

Тогда для всех ( )εNn ≥  выполняется  

εεαα =⋅<⋅=⋅ A
A

xx nnnn . 

Это означает, что последовательность ( )∞=⋅ 1nnn xα  есть беско-
нечно малая. ◄ 

 
4. Бесконечно большие последовательности. 

Опр е д е л е н и е  1 1 .  Последовательность ( )∞=1nnx  называ-
ется бесконечно большой, если для любого положительного 
числа 0>A  существует такой номер ( )AN , что для всех номе-
ров ( )ANn >  выполняется неравенство Axn > . 
Символическая запись: 

( )∞=1nnx  – б.б.п. ⇔  ( ) ( ) AxANnANA n >≥∀∃>∀ :0 . 

Пример. Последовательность ( )∞=+ 12 nn  – является бесконеч-
но большой последовательностью, так как решая неравенство 

An >+ 2 , получим ( ) 2−= AAN . Это значит, что, начиная с 
номера 1−A  все элементы последовательности больше A . По-
ложим 100=A . Тогда элементы последовательности с номерами 

( ) 98=> ANn , больше 100=A . 
Замечание. Если последовательность бесконечно большая, 

то она неограниченна. Если последовательность неограниченна, 
то она не обязательно бесконечно большая. 

Пример. Последовательность ( );...1;1;;1;...;4;1;3;1;2;1 +nn  явля-
ется неограниченной, однако не является бесконечно большой. 

Теорема 5 (связь бесконечно большой и бесконечно малой 
последовательностей). 1) Если ( )∞=1nnx  бесконечно большая по-
следовательность и все ее члены отличны от нуля, то последо-

вательность 
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

1

nnx
 является бесконечно малой последова-
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тельность. 2) Если ( )∞=1nnα  бесконечно малая последователь-
ность и все ее члены отличны от нуля, то последовательность 

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

1

nnα
 является бесконечно большой последовательностью. 

► 1) По определению бесконечно большой последовательно-
сти имеем 

( )∞=1nnx , 0≠nx , – б.б.п. ⇔  
( ) ( ) AxANnANA n >≥∀∃>∀ :0 . 

Возьмем 01
>=

ε
A . Тогда  

ε
1

>nx . Отсюда ε<=
nn xx

11  

для любого 0>ε  и всех номеров ( )εNn > . 
2) Аналогично. ◄ 
 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. Дайте определение числовой последовательности. Приве-
дите примеры. 

2. Какие  арифметические действия можно выполнять над по-
следовательностями? 

3. Сформулируйте определения ограниченной сверху и снизу 
последовательности. Какая последовательность называется ог-
раниченной? 

4. Какая последовательность называется бесконечно малой 
последовательностью? Приведите примеры.  

5. Перечислите свойства бесконечно малых последовательно-
стей. 

6. Какая последовательность называется бесконечно большой 
последовательностью? Приведите примеры. 

7. Является ли неограниченная последовательность беско-
нечно большой? 

8. Сформулируйте теорему о связи бесконечно малой после-
довательности и бесконечно большой последовательности. 


