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ÑîäåðæàíèåÂâåäåíèå 41 ËÈÍÈÈ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 51.1 Îêðóæíîñòü. Ýëëèïñ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2 �èïåðáîëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181.3 Ïàðàáîëà. Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ 272 ÎÁÙÀß ÒÅÎ�Èß ËÈÍÈÉ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 342.1 Óïðîùåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïî-ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû êîîðäèíàò . . . . . . . . . 342.2 Óïðîùåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïî-ìîùüþ èíâàðèàíòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 482.3 Ïåðåñå÷åíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïðÿìîé. Êàñàòåëü-íàÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622.4 Äèàìåòðû ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñîïðÿæåííûå íàïðàâ-ëåíèÿ. �ëàâíûå îñè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693 ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 753.1 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Êîíè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå ïî-âåðõíîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.2 Ñ�åðà è ýëëèïñîèä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 883.3 �èïåðáîëîèäû è ïàðàáîëîèäû . . . . . . . . . . . . . . . . . 954 Îòâåòû 102Ëèòåðàòóðà 111
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ÂâåäåíèåÄàííîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ÷àñòüþ ïîñîáèÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå �Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ� äëÿñòóäåíòîâ äíåâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà ñïåöèàëüíîñòè 1-31 0301-02 � �ìàòåìàòèêà (íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü)�.Â ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ðàçäåëû: �Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿä-êà�, �Îáùàÿ òåîðèÿ ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà�, �Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïî-ðÿäêà�.Äëÿ çàäà÷ ïðèíÿòà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ. Â íà÷àëå êàæäîé òåìû äà-þòñÿ êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷äàííîé òåìû. Òèïîâûå çàäà÷è òåìû äàíû ñ ðåøåíèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåòèñïîëüçîâàòü ïîñîáèå äëÿ ñàìîïîäãîòîâêè. Íà îñòàëüíûå çàäà÷è â êîíöåïîñîáèÿ äàíû îòâåòû.Ïîñîáèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðåæäå âñåãî ñòóäåíòàìè ìàòåìàòè-÷åñêîãî �àêóëüòåòà. Îíî òàê æå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî è ñòóäåíòàìèçàî÷íîãî �àêóëüòåòà.
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1 ËÈÍÈÈ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ1.1 Îêðóæíîñòü. ÝëëèïñÎêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå M(a, b) ìîæåò áûòü çàäàíàóðàâíåíèåì
(x − a)2 + (y − b)2 = r2.Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè äëÿ êàæäîé èç êî-òîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ �îêóñàìèåñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, áîëüøàÿ ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè.Ýëëèïñ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ñæàòèÿ îêðóæíîñòè ê å¼äèàìåòðó.

�èñ. 1:Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, âõîäÿùóþ â îïðåäåëåíèå ýëëèïñà, îáîçíà÷èì÷åðåç 2a, ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè � ÷åðåç 2c. Åñëè ñèñòåìó êîîð-äèíàò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �îêóñû ýëëèïñà ðàñïîëàãàëèñü íàîñè àáñöèññ, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèëîñü ïîñåðåäèíå ìåæäó �îêóñà-ìè, òî �îêóñû áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû F1(−c, 0) è F2(c, 0). Â ñëó÷àåòàêîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, äëÿ ýëëèïñà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåñâîéñòâà.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæàëà ýëëèïñó, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ
x2

a2
+

y2

b2
= 1,ãäå b2 = a2 − c2. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåìýëëèïñà.Êîîðäèíàòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñà. Íà÷àëî êî-îðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ýëëèïñà.Ýëëèïñ ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè â òî÷êàõ A1(−a, 0), A2(a, 0),

B1(0,−b), B2(0, b).Äëÿ ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà M(x, y) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:
−a 6 x 6 a, −b 6 y 6 b.Äëÿ ëþáûõ òî÷åê ýëëèïñà, ðàñïîëîæåííûõ â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé÷åòâåðòè, ñ âîçðàñòàíèåì èõ àáñöèññû, èõ îðäèíàòà óáûâàåò.Îòðåçîê A1A2 è åãî äëèíà 2a íàçûâàþòñÿ áîëüøåé îñüþ, à îòðåçîê

OA2 è åãî äëèíà a íàçûâàþòñÿ áîëüøåé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê B1B2 è åãî äëèíà 2b íàçûâàþòñÿ ìåíüøåé îñüþ, à îòðåçîê
OB2 è åãî äëèíà b íàçûâàþòñÿ ìåíüøåé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê F1F2 è åãî äëèíà 2c íàçûâàþòñÿ �îêóñíûì ðàññòîÿíèåì.Òî÷êè A1(−a, 0), A2(a, 0), B1(0,−b), B2(0, b) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìèýëëèïñà.Îòíîøåíèå �îêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ýëëèïñà ê äëèíå åãî áîëüøåé îñèíàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ε:

ε =
c

a
.Ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè òî÷êè M(x, y) ýëëèïñà íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

r1 = F1M è r2 = F2M .Ôîêàëüíûå ðàäèóñû äëÿ ýëëèïñà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç ýêñ-öåíòðèñèòåò:
r1 = a + εx1, r2 = a − εx1.Ýëëèïñ ìîæåò áûòü çàäàí óðàâíåíèÿìè

x = a cos t; y = b sin t,6



êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ýëëèïñà.Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè îðäèíàò è èìåþùèå óðàâíåíèÿ
x = −a

ε
è x =

a

ε
,íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà.Ïîñêîëüêó äëÿ ýëëèïñà ε < 1, òî äèðåêòðèñû ýëëèïñà ýëëèïñ íå ïå-ðåñåêàþòÎòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà äî �îêóñà ê ðàññòî-ÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíà ïî-ñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòåòó.Çàäà÷à 1. Êàêèå �èãóðû çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:1) x2 + y2 − 2x + 4y − 4 = 0;2) x2 + y2 − 2x + 4y + 5 = 0;3) x2 + y2 − 2x + 4y + 6 = 0;4) 3x2 + 3y2 + 6x − 18y − 48 = 0;5) 3x2 + 3y2 + 6x − 18y + 50 = 0;6) 3x2 + 3y2 + 6x − 18y + 30 = 0.�åøåíèå. 5). Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû îòíîñèòåëüíî îáåèõ ïåðåìåí-íûõ:

3x2 + 3y2 + 6x − 18y + 50 = 0;

3(x2 + 2x + 1) + 3(y2 − 6y + 9) − 3 − 27 + 50 = 0;

3(x + 1)2 + 3(y − 3)2 + 20 = 0.Ïîëó÷àåì, ÷òî íè îäíà òî÷êà íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óðàâíåíèþ.Îòâåò: ïóñòîå ìíîæåñòâî.Çàäà÷à 2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, èìåþùåé öåíòð â òî÷êå
S(1,−3) è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(5,−3).Çàäà÷à 3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êè:1) A(−1, 5); B(7, 1); C(2, 6);2) A(−1, 5); B(−2,−2); C(1, 19).7



Çàäà÷à 4. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷-êó A(1, 2) è êàñàþùèõñÿ ïðÿìîé x − y + 3 = 0 è ïðÿìîé x − y − 1 = 0.Çàäà÷à 5. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ ïðÿìûõ
x = 1, y = 1, x − y = 1.�åøåíèå. Ïóñòü M(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòåé, êîòîðûåêàñàþòñÿ óêàçàííûõ ïðÿìûõ. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ â îáùåì âèäå:

x − 1 = 0; y − 1 = 0; x − y − 1 = 0.Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêî-ñòè, íàéäåì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî ýòèõ ïðÿìûõ:
d1 =

|x0 − 1|
1

; d2 =
|y0 − 1|

1
; d3 =

|x0 − y0 − 1|√
2

.Ïîñêîëüêó òî÷êà M ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ òðåõ ïðÿìûõ, òî ìîæíî ïîëó-÷èòü ñèñòåìó 




|x0 − 1|
1

=
|y0 − 1|

1
;

|x0 − 1|
1

=
|x0 − y0 − 1|√

2
.Èçáàâèâøèñü îò çíàìåíàòåëÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó





|x0 − 1| = |y0 − 1|;
√

2|x0 − 1| = |x0 − y0 − 1|.Èñïîëüçÿ ñâîéñòâà ìîäóëÿ, ïîëó÷èì, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé ðàâ-íîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ óðàâíåíèé è ïîýòîìó ïðèäåì ê ñèñòåìå







 x0 − 1 = y0 − 1;

x0 − 1 = −y0 + 1;


√

2(x0 − 1) = x0 − y0 − 1;
√

2(x0 − 1) = −x0 + y0 + 1.

8



Ýòà ñèñòåìà áóäåò ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè







x0 − 1 = y0 − 1;
√

2(x0 − 1) = x0 − y0 − 1;



x0 − 1 = 1 − y0;
√

2(x0 − 1) = x0 − y0 − 1;



x0 − 1 = y0 − 1;
√

2(x0 − 1) = −x0 + y0 + 1;



x0 − 1 = 1 − y0;
√

2(x0 − 1) = −x0 + y0 + 1.�åøèì ïåðâóþ ñèñòåìó. Èç åå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, x0 = y0. Ïîäñòàâèâ ýòîâûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:
√

2(x0 − 1) = x0 − x0 − 1;

√
2(x0 − 1) = −1;

x0 = 1 − 1√
2
.Îòñþäà y0 = 1− 1√

2
. �àäèóñ îêðóæíîñòè ìîæíî íàéòè èñïîëüçóÿ ëþáîåèç ïîëó÷åííûõ âûøå ðàññòîÿíèé:
r =

|x0 − 1|
1

= |1 − 1√
2
| =

1√
2
.Òîãäà óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

(x − (1 − 1√
2
))2 + (y − (1 − 1√

2
))2 = (

1√
2
)2èëè

(x − 1 +
1√
2
)2 + (y − 1 +

1√
2
)2 =

1

2
.�åøèì òåïåðü âòîðóþ ñèñòåìó. Èç åå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, x0 = 2 − y0.Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

√
2(1 − y0) = 2 − y0 − y0 − 1;9



√
2 −

√
2y0 = 1 − 2y0;

(2 −
√

2)y0 = 1 −
√

2;

y0 =
1 −

√
2

2 −
√

2
=

(1 −
√

2)(2 +
√

2)

(2 −
√

2)(2 +
√

2)
= −

√
2

2
= − 1√

2
.Îòñþäà x0 = 2 − y0 = 2 +

1√
2
. Íàéäåì òåïåðü ðàäèóñ:

r =
|x0 − 1|

1
= |x0 − 1| = |2 +

1√
2
− 1| = 1 +

1√
2

=

√
2 + 1√

2
.Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ â óðàâíåíèå îêðóæ-íîñòè è ïðåîáðàçîâàâ, ïîëó÷èì:

(x − 2 − 1√
2
)2 + (y +

1√
2
)2 =

(
√

2 + 1)2

2
.Èç òðåòüåé ñèñòåìû x0 = y0 è ïîýòîìó èç åå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì:

√
2(x0 − 1) = 1;

x0 = 1 +
1√
2
, y0 = 1 +

1√
2
.

r = |x0 − 1| = |1 +
1√
2
− 1| =

1√
2
.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè:

(x − 1 − 1√
2
)2 + (y − 1 − 1√

2
)2 =

1

2
.Èç ÷åòâåðòîé ñèñòåìû x0 = 2− y0. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âîâòîðîå óðàâíåíèå:

√
2(1 − y0) = 2 + y0 + y0 − 1.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:
y =

1√
2
; x = 2 − 1√

2
.Îñòàëîñü íàéòè ðàäèóñ:

r = |x0 − 1| = |2 − 1√
2
− 1| = 1 − 1√

2
=

√
2 − 1√

2
.10



Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì òàêîå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè:
(x − 2 +

1√
2
)2 + (y − 1√

2
)2 =

(
√

2 − 1)2

2
.Îòâåò:

(x − 1 +
1√
2
)2 + (y − 1 +

1√
2
)2 =

1

2
,

(x − 2 − 1√
2
)2 + (y +

1√
2
)2 =

(
√

2 + 1)2

2
,

(x − 1 − 1√
2
)2 + (y − 1 − 1√

2
)2 =

1

2
,

(x − 2 +
1√
2
)2 + (y − 1√

2
)2 =

(
√

2 − 1)2

2
.Çàäà÷à 6. Èç òî÷åê A(1, 1), B(1, 4), C(5, 2) ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûåê îêðóæíîñòè x2 + y2 + 2x − 19 = 0. Ñîñòàâèòü èõ óðàâíåíèÿ.Çàäà÷à 7. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-êó A(1,−2) è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé x− 7y + 10 = 0 ñ îêðóæíîñòüþ

x2 + y2 − 2x + 4y − 20 = 0.Óêàçàíèå. �àññìîòðåòü óðàâíåíèå ïó÷êà îêðóæíîñòåé x2 + y2 − 2x +
+ 4y − 20 + λ(x − 7y + 10) = 0.Çàäà÷à 8. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, �îêóñû êîòîðîãî ïðèíàä-ëåæàò îñè îðäèíàò è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè:1) ïîëóîñè åãî ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû òðåì è ïÿòè;2) ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ðàâíî 6 è áîëüøàÿ îñü ðàâíà 10;3) áîëüøàÿ îñü ðàâíà 26 è ýêñöåíòðèñèòåò ǫ =

12

13
.Çàäà÷à 9. Íàéòè ïîëóîñè, �îêóñû, ýêñöåíòðèñèòåò è óðàâíåíèÿ äè-ðåêòðèñ äëÿ ýëëèïñîâ:1) 25x2 + 9y2 = 225;2) 9x2 + 25y2 = 225.Çàäà÷à 10. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ǫ =

2

3
, �îêàëüíûé ðàäèóñ òî÷-êè M ýëëèïñà ðàâåí 15. Âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå îò óêàçàííîé òî÷êè äîñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó �îêóñó äèðåêòðèñû.11



Çàäà÷à 11. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, çíàÿ åãî �îêóñ F1(2, 0),ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó �îêóñó äèðåêòðèñó x = 8 è ýêñöåíòðèñèòåò ǫ =

=
1

2
.�åøåíèå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà

r

d
= ε.Ïóñòü M(x, y) � òàêàÿ òî÷êà. Ïî �îðìóëå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷-êàìè:

r = MF1 =
√

(x − 2)2 + y2.Îáùåå óðàâíåíèå äàííîé â óñëîâèè äèðåêòðèñû èìååò âèä: x − 8 = 0.Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè:
d =

|x − 8|√
12

= |x − 8|.Òîãäà √
(x − 2)2 + y2

|x − 8| =
1

2
.Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå:

√
(x − 2)2 + y2 =

1

2
|8 − x|;

(x − 2)2 + y2 =
1

4
(64 − 16x + x2);

4(x2 − 4x + 4 + y2) = 64 − 16x + x2;

3x2 + 4y2 = 48;

x2

16
+

y2

12
= 1.Îòâåò: x2

16
+

y2

12
= 1.Çàäà÷à 12. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, âåðøèíà êîòîðîãî íàõî-äèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, áëèæàéøèé ê íåé �îêóñ â òî÷êå F (2, 0), à îäíàèç äèðåêòðèñ ýëëèïñà ïåðåñåêàåò åå �îêàëüíóþ îñü â òî÷êå N(12, 0).�åøåíèå. Ïîñêîëüêó îäíà èç âåðøèí è îäèí èç �îêóñîâ íàõîäÿòñÿ íàîñè OX, òî äèðåêòðèñà ïàðàëëåëüíà îñè OY è âòîðîé �îêóñ òàê æå íà-õîäèòñÿ íà îñè OX (ðèñ. 2). Åñëè áû öåíòð ýëëèïñà íàõîäèëñÿ â íà÷àëå12



�èñ. 2:êîîðäèíàò, à åãî �îêóñû íà îñè àáñöèññ, òî óðàâíåíèå äàííîé â óñëî-âèè äèðåêòðèñû èìåëî áû âèä x =
a

ε
. Â íàøåì ñëó÷àå öåíòð ýëëèïñàíàõîäèòñÿ ïðàâåå îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèè a ïî îñè àáñöèññ.Ñëåäîâàòåëüíî, äèðåêòðèñà â íàøåì ñëó÷àå èìååò óðàâíåíèå

x = a +
a

ε
.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åå óðàâíåíèå x = 12. Ïîýòîìó

a +
a

ε
= 12.Î÷åâèäíî, ÷òî a − c = OA − F1A = 2. Òîãäà a = c + 2. Ïîäñòàâèì ýòîâûðàæåíèå â ïîëó÷åííîå âûøå ñîîòíîøåíèå:

(c + 2) +
(c + 2)

c

(c + 2)

= 12;

(c + 2) +
(c + 2)2

c
= 12;

c(c + 2) + (c + 2)2 = 12c;

c2 + 2c + c2 + 4c + 4 − 12c = 0;

2c2 − 6c + 4 = 0;

c2 − 3c + 2 = 0.13



Êîðíÿìè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ c1 = 1 è c2 = 2. Ïîýòîìó ïî-ëó÷àåì, ÷òî a1 = 3 è a2 = 4. Çíà÷èò F 1

2
= (2 + 2c1, 0) = (4, 0) è F 2

2
=

= (2 + 2c2, 0) = (6, 0). Êðîìå òîãî, ε1 =
1

3
è ε2 =

1

2
. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿóðàâíåíèé ýëëèïñîâ âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì

r

d
= ε.Ôîêàëüíûé ðàäèóñ r íàéäåì ïî �îðìóëå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷-êàìè, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî äèðåêòðèñû áóäåò ðàâíî |12− x|. Òîãäàäëÿ �îêóñà F 1

2
ïîëó÷èì:

√
(x − 4)2 + y2

|12 − x| =
1

3
;

3
√

(x − 4)2 + y2 = 12 − x;

9x2 − 72x + 144 + 9y2 = 144 − 24x + x2;

8x2 − 48x + 9y2 = 0;

8(x2 − 6x + 9) + 9y2 − 72 = 0;

8(x − 3)2 + 9y2 = 72;

(x − 3)2

9
+

y2

8
= 1.Äëÿ �îêóñà F 2

2
: √

(x − 6)2 + y2

|12 − x| =
1

2
;

2
√

(x − 6)2 + y2 = 12 − x;

4x2 − 48x + 144 + 4y2 = 144 − 24x + x2;

3x2 − 24x + 4y2 = 0;

3(x2 − 8x + 16) + 4y2 − 48 = 0;

3(x − 4)2 + 4y2 = 48;

(x − 4)2

16
+

y2

12
= 1.Ïðè ñîñòàâëåíèè îáîèõ óðàâíåíèé ìû ïîñ÷èòàëè, ÷òî |12 − x| = 12 − x.Â íàøåì ñëó÷àå ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ýëëèïñàíàõîäÿòñÿ ëåâåå îò ïðÿìîé x = 12 è ïîýòîìó àáñöèññà êàæäîé èç íèõìåíüøå ÷åì 12. 14



Îòâåò: (x − 3)2

9
+

y2

8
= 1,

(x − 4)2

16
+

y2

12
= 1.Çàäà÷à 13. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, �îêóñû êîòîðîãî èìåþòêîîðäèíàòû (1, 0) è (0, 1), à áîëüøàÿ ïîëóîñü ðàâíà äâóì.�åøåíèå. Ñåðåäèíîé îòðåçêà F1F2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O′(

1

2
,
1

2
) (ðèñ. 3)Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïî �îðìóëàì:

�èñ. 3:





x′ = x − 1

2
;

y′ = y − 1

2
.Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâåäåò ñèñòåìó OXY â ñèñòåìó O′X ′Y ′. Ñî-âåðøèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé ñèñòåìû

O′X ′Y ′ íà óãîë α =
π

4
ïî �îðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèé ïîâîðîòà, êîòîðûåâ äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä:





x′′ = x′ 1√
2
− y′

1√
2
;

y′′ = x′ 1√
2

+ y′
1√
2
.15



Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâåäåò ñèñòåìó O′X ′Y ′ â ñèñòåìó O′X ′′Y ′′. Èçãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé êîîðäèíàòíàÿ îñü O′Y ′′ ïðîéäåò ÷åðåç �î-êóñû F1 è F2, à íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû O′X ′′Y ′′ áóäåò íàõîäèòüñÿ íàñåðåäèíå îòðåçêà F1F2. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ êîîðäèíàò x′ è y′ ÷åðåçêîîðäèíàòû x è y èç ïîëó÷åííûõ âûøå �îðìóë ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñàâ �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé ïîâîðîòà, ïîëó÷èì �îðìóëû îáùåãî ïðåîá-ðàçîâàíèÿ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû OXY â ñèñòåìó O′X ′′Y ′′.





x′′ =
1√
2
(x + y − 1);

y′′ =
1√
2
(−x + y).Â ñèñòåìå O′X ′′Y ′′ èñêîìûé ýëëèïñ èìååò óðàâíåíèå

x′′2

a2
+

y′′2

b2
= 1,ïðè÷åì âåëè÷èíà b ÿâëÿåòñÿ áîëüøåé ïîëóîñüþ. Çíà÷èò, b = 2. Ôîêóñíîåðàññòîÿíèå, ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè F1 è F2 î÷åâèäíî ðàâíî √

2.Çíà÷èò,
c =

√
2

2
=

1√
2
.Êðîìå òîãî,

a =
√

b2 − c2 =

√
1 − 1

2
=

1√
2
.Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå O′X ′′Y ′′ èñêîìûé ýëëèïñ èìååò óðàâíåíèå

x′′2

1

2

+
y′′2

1
= 1èëè óðàâíåíèå

2x′′2 + y′′
2 − 1 = 0.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ýòîãî ýëëèïñà â ñèñòåìå OXY, âîñ-ïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè �îðìóëàìè îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

2(
1

2
(x + y − 1)2) +

1

2
(y − x)2 − 1 = 0;

x2 + y2 + 2xy − 2x − 2y + 1 +
1

2
(x2 − 2xy + y2) − 1 = 0;

3

2
x2 + xy − 3

2
x2 + xy − 3

2
y2 − 2x − 2y = 0;16



3x2 + 2xy + 3y2 − 4x − 4y = 0.Îòâåò: 3x2 + 2xy + 3y2 − 4x − 4y = 0.Çàäà÷à 14.Ýëëèïñ êàñàåòñÿ îñè àáñöèññ â òî÷êåA(5, 0) è îñè îðäèíàòâ òî÷êå B(0,−2). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè åãî îñè ñèììåòðèèïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì.Çàäà÷à 15. Êàê ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè òî÷êè, êîîðäèíàòû êî-òîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:1) 5x2 + 9y2 + 30x − 18y + 9 = 0;2) 5x2 + 9y2 + 30x − 18y + 54 = 0;3) 5x2 + 9y2 + 30x − 18y + 60 = 0;4) y = 1 − 4

3

√
−6x − x2;5) x = −2 +

√
−5 − 6y − y2;6) 





(x − 1)2

4
+

(y − 1)2

9
< 1;

0 < x < 2;7) 




x2

25
+

y2

16
6 1;

|y| > 4.

17



1.2 �èïåðáîëà�èïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè äëÿ êàæäîé èç êî-òîðûõ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê,íàçûâàåìûõ �îêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ìåíüøàÿ ÷åì ðàññòî-ÿíèå ìåæäó �îêóñàìè.Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, âõîäÿùóþ â îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëû, îáîçíà-÷èì ÷åðåç 2a, ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè � ÷åðåç 2c. Åñëè ñèñòåìóêîîðäèíàò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �îêóñû ãèïåðáîëû ðàñïîëàãà-ëèñü íà îñè àáñöèññ, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèëîñü ïîñåðåäèíå ìåæäó�îêóñàìè, òî �îêóñû áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû F1(−c, 0) è F2(c, 0). Âñëó÷àå òàêîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, äëÿ ãèïåðáîëû ñïðàâåäëèâûñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

�èñ. 4:Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæàëà ãèïåðáîëå, íåîáõîäèìîè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ
x2

a2
− y2

b2
= 1,ãäå b2 = c2 − a2. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåìãèïåðáîëû.Êîîðäèíàòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ãèïåðáîëû. Íà÷àëî êî-îðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ãèïåðáîëû.18



�èïåðáîëà ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíóþ îñü OX â òî÷êàõ A1(−a, 0),
A2(a, 0) è íå ïåðåñåêàåò îñü OY .Äëÿ ëþáîé òî÷êè ãèïåðáîëû M(x, y) âûïîëíÿåòñÿ: |x| > a.Äëÿ ëþáûõ òî÷åê ãèïåðáîëû, ðàñïîëîæåííûõ â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé÷åòâåðòè, ñ âîçðàñòàíèåì èõ àáñöèññû, èõ îðäèíàòà âîçðàñòàåò.Îòðåçîê A1A2 è åãî äëèíà 2a íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, àîòðåçîê OA2 è åãî äëèíà a íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê B1B2 è åãî äëèíà 2b íàçûâàþòñÿ ìíèìîé îñüþ, à îòðåçîê
OB2 è åãî äëèíà b íàçûâàþòñÿ ìíèìîé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê F1F2 è åãî äëèíà 2c íàçûâàþòñÿ �îêóñíûì ðàññòîÿíèåì.Òî÷êè A1(−a, 0), A2(a, 0) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû.Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è èìåþùèå óãëîâûåêîý��èöèåíòû b

a
è − b

a
íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû.Òî÷êè ãèïåðáîëû íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê àñèìïòîòàì, íî íåïåðåñåêàþò èõ.Îòíîøåíèå �îêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ãèïåðáîëû ê äëèíå åå äåéñòâèòåëü-íîé îñè íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

ε:
ε =

c

a
.Ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè òî÷êè M(x, y) ãèïåðáîëû íàçûâàþòñÿ âåëè-÷èíû r1 = F1M è r2 = F2M .Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè îðäèíàò è èìåþùèå óðàâíåíèÿ

x = −a

ε
è x =

a

ε
,íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû.Ïîñêîëüêó äëÿ ãèïåðáîëû ε > 1, òî äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû ãèïåðáîëóíå ïåðåñåêàþòÎòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ëþáîé òî÷êè ãèïåðáîëû äî �îêóñà ê ðàñ-ñòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíàïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòåòó.
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�èïåðáîëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííåé (ðàâíîáî÷íîé), åñëè åå ïîëó-îñè ðàâíû. Óðàâíåíèå ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû èìååò âèä:
x2 − y2 = a2.Ó ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû àñèìïòîòû ïåðïåíäèêóëÿðíû.Çàäà÷à 16. Äëÿ ãèïåðáîëû x2

25
− y2

144
= 1 íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû�îêóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò, óðàâíåíèÿ àñèìïòîò, óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ.Çàäà÷à 17. Äëÿ ãèïåðáîëû − x2

225
+

y2

64
= 1 íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíà-òû �îêóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò, óðàâíåíèÿ àñèìïòîò, óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ.Çàäà÷à 18. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, �îêóñû êîòîðîé ïðè-íàäëåæàò îñè îðäèíàò è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò,åñëè:1) ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ðàâíî 12 è ýêñöåíòðèñèòåò ε =

6

5
;2) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y =

3

4
x è y = −3

4
x è ðàññòîÿíèå ìåæäó äè-ðåêòðèñàìè ðàâíî 7

1

5
;3) òî÷êà M(

9

2
,
√

13) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå è àñèìïòîòû èìåþòóðàâíåíèÿ y = −2

3
x è y =

2

3
x.Çàäà÷à 19. Íàéòè �îêàëüíûå ðàäèóñû òî÷êè M(−5,

9

4
) ãèïåðáîëû

x2

16
− y2

9
= 1.Çàäà÷à 20. Êàêèå �èãóðû çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè èíåðàâåíñòâàìè:1) 5x2 − 9y2 − 30x + 18y − 9 = 0;2) 16x2 − 25y2 + 32x − 100y + 84 = 0;3) y = −1 +

2

3

√
x2 − 4x + 5;4) x = 9 − 2

√
y2 + 4y + 8;5) xy = 4; 20



6) 




x2

4
− y2

9
= 1;

−2 6 y 6 2;7) 




x2

4
− y2

9
6 1;

−x2

4
+

y2

9
6 1.Çàäà÷à 21. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû çíàÿ, ÷òî:1) ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè ðàâíî 24 è �îêóñû

F1(−10, 2), F2(16, 2);2) �îêóñû F1(2, 3), F2(−2,−3) è ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìèðàâíî ÷åòûðåì;3) ε =
4

3
, �îêóñ F (4, 0) è óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû

4x − 9 = 0;4) ε =
5

4
, �îêóñ F (0, 5) è óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû

5y − 16 = 0.�åøåíèå. 1) Íàéäåì ñåðåäèíó îòðåçêà F1F2. Ýòî áóäåò òî÷êà O′(3, 2).Ïîñêîëüêó �îêóñû èìåþò îäèíàêîâóþ îðäèíàòó, òî �îêàëüíàÿ îñü ïà-ðàëëåëüíà îñè àáñöèññ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâåðøèâ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîññèñòåìû êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò îêàçàëîñü âòî÷êå O′, ò.å. ïî �îðìóëàì




x′ = x − 3;

y′ = y − 2,ïîëó÷èì, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′X ′Y ′ �îêóñû áóäóò èìåòü êîîð-äèíàòû F1(−13, 0) è F2(13, 0). Ïîýòîìó â óêàçàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèåèñêîìîé ãèïåðáîëû èìååò âèä
x′2

a2
− y′2

b2
= 1.Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, âõîäÿùàÿ â îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëû ðàâíà ðàññòî-ÿíèþ ìåæäó âåðøèíàìè, ò.å., 2a = 24. �àññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè âíàøåì ñëó÷àå ðàâíî 26. Ñëåäîâàòåëüíî,

b =
√

c2 − a2 =
√

132 − 122 =
√

169 − 144 = 5.21



Ïîýòîìó óðàâíèå ãèïðåáîëû ïðèíèìàåò âèä:
x′2

144
− y′2

25
= 1.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñòàðûì êîîðäèíàòàì:

(x − 3)2

144
− (y − 2)2

25
= 1.Îòâåò: (x − 3)2

144
− (y − 2)2

25
= 1.2) Â äàííîì ñëó÷àå �îêóñû ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-îðäèíàò. Ïîýòîìó íà÷àëî êîîðäèíàò è ñåðåäèíà îòðåçêà F1F2 ñîâïàäà-þò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîåóðàâíåíèå ãèïåðáîëû, äîñòàòî÷íî òîëüêî ñîâåðøèòü ïîâîðîò êîîðäèíàò-íûõ îñåé (ðèñ. 5). Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ �îðìóë óãëà ïîâîðîòà, íàì íåîáõî-

�èñ. 5:äèìî íàéòè cosα è sinα. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðÿìî-óãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì OAF1. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñòîðîíû òðåóãîëüíè-êà: OA = 2, AF1 = 3, OF1 =
√

OA2 + OF 2

1
=

√
9 + 4 =

√
13. Òîãäàïîëó÷èì:

cosα =
2√
13

; sinα =
3√
13

.22



Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëà áóäåò èìåòü â ñèñòåìå OX ′Y ′. Ïî-ýòîìó íóæíî ñîñòàâèòü �îðìóëû îáðàòíîãî ïåðåõîäà, ò.å. ïåðåõîäà îòñèñòåìû OXY ê ñèñòåìå OX ′Y ′ :





x′ = x · 2√
13

+ y · 3√
13

;

y′ = −x · 3√
13

+ y · 2√
13èëè 





x′ =
1√
13

(2x + 3y);

y′ =
1√
13

(−3x + 2y).Â ñèñòåìå OX ′Y ′ óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå
x′2

a2
− y′2

b2
= 1.Äëÿ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû åå àñèìïòîòû èìåþò óðàâíåíèÿ

x =
a

ε
è x = −a

ε
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó àñèìïòîòàìè ðàâíî

2
a

ε
= 2

a
c

a

=
a2

c
= 4.Ïîñêîëüêó c = OF1 =

√
13, òî 2a2 = 4

√
13 è a2 = 2

√
13. Ñëåäîâàòåëüíî,

b2 = c2 − a2 = 13 − 2
√

13.Ïîýòîìó â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä:
(2x + 3y√

13

)2

2
√

13
−

(−3x + 2y√
13

)2

13 − 2
√

13
= 1èëè

(2x + 3y)2

26
√

13
− (−3x + 2y)2

13(13− 2
√

13)
= 1.Ñîâåðøèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè óðàâíåíèåãèïåðáîëû ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó.

13(13− 2
√

13)(2x + 3y)2 − 26
√

13(2y − 3x)2 = 26
√

13 · 13(13− 2
√

13);23



(169 − 26
√

13)(4x2 + 12xy + 9y2) − 26
√

13(4y2 − 12xy + 9x2) =

26 · 169
√

13 − 26 · 169 · 2;

(
√

13 − 2)(4x2 + 12xy + 9y2) − 2(4y2 − 12xy + 9x2) = 2 · 169 − 52
√

13;

(4
√

13− 26)x2 + (12
√

13− 24 + 24)xy + (9
√

13− 26)y2 = 2 · 169− 52
√

13;

(2
√

13 − 4)x2 − 12xy + (2
√

13 − 9)y2 + 26
√

13 − 52 = 0.Îòâåò: (2
√

13 − 4)x2 − 12xy + (2
√

13 − 9)y2 + 26
√

13 − 52 = 0.Çàäà÷à 22. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû, åñëè åå�îêóñ F (1, 1) è àñèìïòîòà èìååò óðàâíåíèå x + y = 0.Çàäà÷à 23. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, �îêóñû êîòîðîé F1(1, 0)è F2(0, 1) è àñèìïòîòû ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì.Çàäà÷à 24. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, çíàÿ åå �îêóñ F1(−2, 2)è àñèìïòîòû 2x − y + 1, x + 2y − 7 = 0.

�èñ. 6:�åøåíèå. Âíà÷àëå íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ àñèìïòîò. Äëÿ ýòîãîíóæíî ðåøèòü ñèñòåìó




2x − y + 1;

x + 2y − 7 = 0.24



Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y = 2x + 1. Ïîäñòàâèâ âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó-÷èì x + 2(2x + 1)− 7 = 0, îòêóäà x = 1. Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèåâ ïåðâîå óðàâíåíèå, íàõîäèì y = 3. Íàéäåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ àñèì-ïòîò ÿâëÿåòñÿ äëÿ ãèïåðáîëû ñåðåäèíîé îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî �îêóñû.Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñèñòåìû êîîðäèíàòòàê, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò ïåðåìåñòèëîñü â ýòó òî÷êó, ò.å. ïî �îðìó-ëàì 



x′ = x − 1;

y′ = y − 3.Òîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′X ′Y ′ �îêóñ F áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû
(−3,−1). (ðèñ. 6). Òåïåðü íóæíî ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòàñèñòåìû êîîðäèíàò O′X ′Y ′ íà óãîë α. Ýòîò óãîë ïîìîæåò íàéòè ïðÿ-ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê FO′A. Î÷åâèäíî, ÷òî FA = 3, O′A = 1. Òîãäàïîëó÷èì O′F =

√
O′a2 + FA2 =

√
10. Ñëåäîâàòåëüíî,

cosα =
1√
10

; sinα =
3√
10

.Ïîýòîìó �îðìóëû îáðàòíîãî ïåðåõîäà ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðî-òà èìåþò âèä 




x′′ = x′ · 3√
10

+ y′ · 1√
10

;

y′′ = −x′ · 1√
10

+ y′ · 3√
10èëè 





x′′ =
1√
10

(3x′ + y′);

y′′ =
1√
10

(−x′ + 3y′).Â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′X ′′Y ′′ ãèïåðáîëà áóäåò èìåòü óðàâíåíèå
x′′2

a2
− y′′2

b2
= 1.Èç óðàâíåíèé àñèìïòîò íàéäåì èõ óãëîâûå êîý��èöèåíòû. Èìè áóäóò

k1 = 2 è k2 = −1

2
. Ýòè êîý��èöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïåðïåíäè-êóëÿðíîñòè. Çíà÷èò äàííûå àñèìïòîòû ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ñîâåðøåííûåíàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ýòó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü íå íàðóøàþò.Ïîýòîìó è â ñèñòåìå O′X ′′Y ′′ àñèìïîòû ãèïåðáîëû ïåðïåíäèêóëÿðíû.Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé ñèñòåìå ãèïåðáîëà òàê æå ðàâíîñòîðîííÿÿ è ïî-ýòîìó èìååò óðàâíåíèå

x′′2 − y′′
2

= a2.25



Î÷åâèäíî, ÷òî c = FO′ =
√

10. Ïîñêîëüêó c2 = a2+b2, òî â íàøåì ñëó÷àå
c2 = 2a2. Ñëåäîâàòåëüíî, a2 =

1

2
c2 = 5. Çíà÷èò óðàâíåíèå ãèïåðáîëû

x′′2 − y′′
2

= a2.Òåïåðü îñòàëîñü âåðíóòüñÿ ê ñòàðûì êîîðäèíàòàì è ïîëó÷èòü óðàâíåíèåãèïåðáîëû â ñèñòåìå OXY :

( 1√
10

(3x′ + y′)
)2 −

( 1√
10

(−x′ + 3y′)
)2

= 5;

(
3x′ + y′

)2 −
(
− x′ + 3y′

)2
= 50;

(
(3(x− 1) + (y − 3)

)2 −
(
− (x − 1) + 3(y − 3)

)2
= 50;

(
3x + y − 6

)2 −
(
− x + 3y − 8

)2
= 50;

9x2 + y2 + 36 + 6xy − 36x− 12y − (9y2 + x2 + 64− 6xy − 48y + 16x) = 50;

9x2 + y2 + 36 + 6xy − 36x − 12y − 9y2 − x2 − 64 + 6xy + 48y − 16x = 50;

8x2 − 8y2 + 12xy − 52x + 36y − 78 = 0;

4x2 + 6xy − 4y2 − 26x + 18y − 39 = 0.Îòâåò: 4x2 + 6xy − 4y2 − 26x + 18y − 39 = 0.Çàäà÷à 25. Òî÷êà M(1,−2) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, �îêóñ êîòîðîé
F (−2, 2), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèðåêòðèñà çàäàíà óðàâíåíèåì 2x−y−1 =
= 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýòîé ãèïåðáîëû.

26



1.3 Ïàðàáîëà. Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà â ïîëÿðíûõêîîðäèíàòàõÏàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè äëÿ êàæäîé èç êî-òîðûõ ðàññòîÿíèå äî äàííîé òî÷êè, íàçûâàåìîé �îêóñîì ðàâíî ðàññòîÿ-íèþ äî äàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé.Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, âõîäÿùóþ â îïðåäåëåíèå ïàðàáîëû îáîçíà÷èì÷åðåç p. Åñëè ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèðåê-òðèñà áûëà ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, �îêóñ ðàñïîëàãàëñÿ íà îñè àáñöèññè íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèëîñü ïîñåðåäèíå ìåæäó �îêóñîì è äèðåêòðè-ñîé, òî ïàðàáîëà áóäåò îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

�èñ. 7:Ôîêóñ ïàðàáîëû F (
p

2
, 0), à äèðåêòðèñà èìååò óðàâíåíèå x = −p

2
.Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà M ïðèíàäëåæàëà ïàðàáîëå, íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ

y2 = 2px,ãäå p � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòî óðàâíåíèåíàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáîëû.Àáñöèññà ëþáîé òî÷êè ïàðàáîëû íåîòðèöàòåëüíà.27



Ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.Ïàðàáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.Ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè àáñöèññû ïàðàáîëû, åå îðäèíàòàâîçðàñòàåò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.Îòðåçîê FM íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì ðàäèóñîì, à âåëè÷èíà p � ïàðà-ìåòðîì ïàðàáîëû.Îñü àáñöèññ íàçûâàåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû, à òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ îñüþ àáñöèññ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò� âåðøèíîé ïàðàáîëû.Ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ïðàâàÿ ÷àñòü ãèïåðáîëû ìîãóò áûòü çàäàíû âïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì
ρ =

p

1 − ε cos ϕ
.Óðàâíåíèå ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû èìååò âèä:

ρ =
−p

1 − ε cos ϕ.Ïàðàìåòð p äëÿ ïàðàáîëû ðàâåí ïàðàìåòðó ïàðàáîëû, äëÿ ýëëèïñà èãèïåðáîëû îí íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå p =
b2

a
.Çàäà÷à 26. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, âåðøèíà êîòîðîé íàõî-äèòñÿ â òî÷êå A(1,−2), åñëè ïàðàáîëà ðàñïîëîæåíà:1) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x − 1 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó B(2, 0);2) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y + 2 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó B(2, 0).�åøåíèå. 2). Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñè-ñòåìû êîîðäèíàò ïî �îðìóëàì





x′ = x − 1;

y′ = y + 2.Òîãäà âåðøèíà � òî÷êà A â íîâîé ñèñòåìå áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (0, 0),à ïðÿìàÿ y + 2 = 0 â íîâîé ñèñòåìå îêàæåòñÿ îñüþ àáñöèññ (ðèñ. 8). Â28



�èñ. 8:íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëà èìååò êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå y′2 =
= 2px′. Ïîäñòàâèâ â �îðìóëû ïåðåõîäà êîîðäèíàòû òî÷êè B, ïîëó÷èìêîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò � B(−1, 2). Ýòè êî-îðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ïîëó÷åííîìó êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ïîä-ñòàâèâ èõ â ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî p = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëà èìååò óðàâíåíèå y′2 = 4x′. Òîãäà â ñòàðîéñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëà èìååò óðàâíåíèå (y + 2)2 = 4(x − 1).Îòâåò: (y + 2)2 = 4(x − 1).Çàäà÷à 27. Ñòðóÿ âîäû �îíòàíà, èìåþùàÿ �îðìó ïàðàáîëû, äîñòè-ãàåò íàèáîëüøåé âûñîòû 4 ì íà ðàññòîÿíèè 0,5 ì îò âåðòèêàëè, ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç òî÷êó O âûõîäà ñòðóè. Íàéòè âûñîòó ñòðóè íàä ãîðèçîíòàëüþ
Ox íà ðàññòîÿíèè 0,75 ì îò òî÷êè O.Çàäà÷à 28. Ïîä îñòðûì óãëîì ê ãîðèçîíòó áðîøåí êàìåíü. Äâèãàÿñüïî ïàðàáîëå, îí ïàäàåò íà ðàññòîÿíèå 24 ì îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ.Âû÷èñëèòå ïàðàìåòð ïàðàáîëû, åñëè íàèáîëüøàÿ âûñîòà, äîñòèãíóòàÿêàìíåì, ðàâíà 6 ì.Çàäà÷à 29. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò âåðøèíû íàõîäèòñÿ �îêóñ ïà-ðàáîëè÷åñêîãî ðå�ëåêòîðà, åñëè åãî äèàìåòð 20 ñì, à ãëóáèíà ðàâíà 10ñì.�åøåíèå. �å÷ü èäåò î çåðêàëå òåëåñêîïà, êîòîðîå â ïîïåðå÷íîì ðàçðå-çå èìååò �îðìó ïàðàáîëû. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû âåð-29



�èñ. 9:øèíà ïàðàáîëû íàõîäèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò, à �îêóñ íàõîäèëñÿ íàïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè àáñöèññ (ðèñ. 9). Óðàâíåíèå ïàðàáîëû â ýòîéñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä y2 = 2px. Òî÷êà B, íàõîäÿùàÿñÿ íà êðàþðå�ëåêòîðà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (10, 10). Ïîäñòàâèâåå êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ïîëó÷èì, ÷òî
p =

y2

2x
=

100

20
= 5.Ïîñêîëüêó �îêóñ ïàðàáîëû â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò êîîð-äèíàòû (

p

2
, 0), òî ðàññòîÿíèå îò �îêóñà äî âåðøèíû áóäåò ðàâíî p

2
=

5

2
=

= 2, 5.Îòâåò: 2, 5 ñì.Çàäà÷à 30. Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû, âåëè÷èíó ïàðà-ìåòðà è íàïðàâëåíèå îñè ïàðàáîëû, åñëè ïàðàáîëà çàäàíà óðàâíåíèåì:1) y2 + 10x + 2y = 0;2) y2 + 6x + 14y + 43 = 0;3) y2 + 8x + 16 = 0;4) y = x2 − 6x. 30



Çàäà÷à 31. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè äàíû åå �îêóñ F (−
−2, 1) è äèðåêòðèñà x + y − 1 = 0.�åøåíèå. Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïàðàáîëû. Ïî îïðåäå-ëåíèþ ïàðàáîëû, ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî �îêóñà ðàâíî ðàññòîÿíèþäî äèðåêòðèñû. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü �îðìóëó ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè è �îðìóëó ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé:

√
(x + 2)2 + (y − 1)2 =

|x + y − 1|√
12 + 12

;

2((x + 2)2 + (y − 1)2) = (x + y − 1)2;

2(x2 + 4x + 4 + y2 − 2y + 1) = x2 + y2 + 1 + 2xy − 2x − 2y;

x2 − 2xy + y2 + 12x − 2y + 9 = 0.Îòâåò: x2 − 2xy + y2 + 12x − 2y + 9 = 0.Çàäà÷à 32.Äàíû âåðøèíà ïàðàáîëû A(2, 1) è óðàâíåíèå äèðåêòðèñû
2x − y + 2 = 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýòîé ïàðàáîëû.Çàäà÷à 33. Êàê ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè òî÷êè, êîîðäèíàòû êî-òîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:1) 




x2 + (y − 1)2 6 1;

x2 > 2(y − 1);2) 




(x − 1)

4

2

+
(y − 1)2

9
> 1;

(y − 1)2 < 4(x − 1);

3) 




y2 − 10x < 0;

5x − 3y − 15 < 0;

y − 2 < 2;

4) 




x2 + 8y < 0;

2x + 3y + 6 < 0;

x + 2 > 0. 31



Çàäà÷à 34. Âû÷èñëèòü äëèíó ïîëóîñåé è ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñà-ìè ýëëèïñà:
ρ =

25

13 − 12 cosϕ
.Çàäà÷à 35. Äàíà ãèïåðáîëà x2

25
− y2

16
= 1. Ñîñòàâèòü ïîëÿðíîå óðàâ-íåíèå åå ëåâîé (ïðàâîé) âåòâè, ñ÷èòàÿ, ÷òî íàïðàâëåíèå ïîëÿðíîé îñèñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ, à ïîëþñ íàõî-äèòñÿ:1) â ëåâîì �îêóñå;2) â ïðàâîì �îêóñå.Çàäà÷à 36. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ïðèíÿâ åå îñü çà ïîëÿð-íóþ îñü, à âåðøèíó � çà ïîëþñ.�åøåíèå. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê êàê óêàçàíî â óñëîâèè(ðèñ. 10).

�èñ. 10:Ïóñòü d � äèðåêòðèñà ïàðàáîëû, O � åå âåðøèíà, à F ��îêóñ. Ïóñòü
M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïàðàáîëû. Åñëè ïàðà (ρ, ϕ) ÿâëÿåòñÿ êîîð-äèíàòàìè òî÷êè M, òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x, y) äî âåðøèíû ïàðàáî-ëû ðàâíî ρ. Ïóñòü N � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè
M íà äèðåêòðèñó d. Èç òî÷êè O îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ MN.Ïóñòü B � îñíîâàíèå ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Òîãäà MN = MB + BN� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî äèðåêòðèñû. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæå-íèé, BN ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò äèðåêòðèñû äî âåðøèíû, ò.å., BN =

p

2
.�àññòîÿíèå MB ëåãêî íàéòè èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OBM :32



MB = ρ cos ϕ. �àññòîÿíèå MF íàéäåì èç òðåóãîëüíèêà OMF èñïîëüçóÿòåîðåìó êîñèíóñîâ:
FM2 = OM2 + OF 2 − 2 · OM · OF · cos ϕ

FM2 = ρ2 +
(p

2

)2 − 2 · ρp

2
cos ϕ.Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ïàðàáîëû:

MF = MN.Îòñþäà ïîëó÷àåì:
MF 2 = MN2;

ρ2 +
(p

2

)2 − 2 · ρp

2
cos ϕ =

(p

2
+ ρ cos ϕ

)2
;

ρ2 +
p2

4
− pρ cosϕ =

p2

4
+ pρ cos ϕ + ρ2 cos2 ϕ;

ρ2(1 − cos2ϕ) = 2pρ cos ϕ;

ρ sin2 ϕ = 2p cosϕ;

ρ =
2p cosϕ

sin2 ϕ
.Îòâåò: ρ =

2p cosϕ

sin2 ϕ
.Çàäà÷à 37. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, �îêóñ êîòîðîé ñîâïàäàåòñ ïîëþñîì, à îñü ñëóæèò ïîëÿðíîé îñüþ.Çàäà÷à 38. Óñòàíîâèòü, êàêèå �èãóðû çàäàíû óðàâíåíèÿìè â ïîëÿð-íûõ êîîðäèíàòàõ:1) ρ =

15

3 − 7 cosϕ
; 2) ρ =

7

5 − 2 cosϕ
; 3) ρ =

3

4 − 4 cosϕ
;4) ρ =

6

2 − cosϕ
; 5) ρ =

5

3 − 4 cosϕ
; 6) ρ =

5

4 − 3 cosϕ
.

33



2 ÎÁÙÀß ÒÅÎ�Èß ËÈÍÈÉ ÂÒÎ�Î�ÎÏÎ�ßÄÊÀ2.1 Óïðîùåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ ëèíèè âòîðîãî ïî-ðÿäêà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû êîîð-äèíàòÎáùèì óðàâíåíèåì ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âè-äà
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0,ãäå aij ∈ R, (i, j ∈ {1, 2}) è a2

11
+ a2

12
+ a2

22
6= 0.Äëÿ âñÿêîé ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì, ñó-ùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîéýòà ëèíèÿ áóäåò çàäàíà óðàâíåíèåì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:1. x2

a2
+

y2

b2
= 1 � ýëëèïñ;2. x2

a2
+

y2

b2
= −1 � ìíèìûé ýëëèïñ;3. a2x2 + b2y2 = 0 � ìíèìûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå;4. x2

a2
− y2

b2
= 1 � ãèïåðáîëà;5. a2x2 − b2y2 = 0 � ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå;6. y2 = 2px � ïàðàáîëà;7. y2 = 0 � ïàðà ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ;8. y2 − a2 = 0 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ;9. y2 + a2 = 0 � ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.Ïîñêîëüêó ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ëåã-êî ñòðîÿòñÿ, òî öåëåñîîáðàçíî íàéòè óêàçàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Èñêî-ìàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðîé (ïåðâîíà÷àëüíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàòñ ïîìîùüþ îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé è ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàë-ëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîðäèíàò.Ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé äîëæíî áûòü òàêèì,÷òîáû â ïîëó÷åííîì ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèè îòñóòñòâîâàë áûêîý��èöèåíò ïðè ïðîèçâåäåíèè êîîðäèíàò. Ýòî óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ ââèäå 34



ctg 2α =
a11 − a22

2a12

.Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõîñåé, íóæíî ïåðåéòè ê çíà÷åíèÿì cos α è sinα. Äëÿ ýòîé öåëè ïîäõîäÿò�îðìóëû
cos 2α =

ctg 2α

±
√

1 + ctg22α
;

cosα = ±
√

1 + cos 2α

2
; sin α = ±

√
1 − cos 2α

2
.Ïîñêîëüêó ÷àùå âñåãî óãîë ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé � ýòî óãîëèç ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, òî â ýòèõ �îðìóëàõ ïî÷òè âñåãäà âû-áèðàåòñÿ çíàê +, íî åñëè íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì óãëîì, òîâîçìîæåí âûáîð çíàêà −. Â ëþáîì ñëó÷àå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòüïðàâèëüíîñòü íàéäåííûõ çíà÷åíèé sin α è cos α, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿîñíîâíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì (cos2 α + sin2 α = 1) è âû-ïîëíåíèåì óñëîâèÿ

(a22 − a11) sinα cosα + a12(cos α2 − sinα2) = 0.Òåïåðü äëÿ óïðîùåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ñëå-äóþùèå äåéñòâèÿ.Èñïîëüçóÿ íàéäåííûé óãîë ïîâîðîòà, ñîñòàâèòü �îðìóëû ïðåîáðàçî-âàíèÿ ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé




x = x′ cos α − y′ sinα;

y = x′ sin α + y′ cos αè ïåðåéòè ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′y′, â êîòîðîé â îáùåì óðàâíåíèèëèíèè áóäåò îòñóòñòâîâàòü ïðîèçâåäåíèå x′y′. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðèñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1. Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè ìîæíî âûäåëèòü ïîëíûå êâàäðà-òû îòíîñèòåëüíî îáåèõ ïåðåìåííûõ x′ è y′, ò.å. ïîëó÷èòü óðàâíåíèå
a1(x

′ + b1)
2 + a2(y

′ + b2)
2 + b3 = 0,êîòîðîå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóë ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà





X = x′ + b1;

Y = y′ + b2ïðèíèìàåò âèä
a1X

2 + a2Y
2 + b3 = 0.35



Ñëó÷àé 2. Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè ìîæíî âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàòîòíîñèòåëüíî òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, x′, ò.å. ïîëó÷èòü óðàâ-íåíèå
a1(x

′ + b1)
2 + 2a2(y

′ + b2) = 0.Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò




X = x′ + b1;

Y = y′ + b2,ïîëó÷èì óðàâíåíèå
a1X

2 + 2a2Y = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì èç ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àåâ î÷åíü ïðîñòî îêà-çûâàåòñÿ îïðåäåëèòü âèä ëèíèè. Êðîìå òîãî, ñîâåðøèâ ïîñëåäîâàòåëüíîïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé è ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàë-ëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò, ìû ïîëó÷èì òó ïðÿìîóãîëüíóþ ñè-ñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ëèíèÿ è áóäåò èìåòü óïðîùåííîå óðàâíåíèå.Òîãäà ëèíèþ îêàçûâàåòñÿ ëåãêî ïîñòðîèòü.Ñëó÷àé 3. Îäíà èç ïåðåìåííûõ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà êî-îðäèíàòíûõ îñåé ñîâñåì èñ÷åçàåò èç óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñëåïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà îñåé, ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, óðàâíåíèå
a1x

′2 + a2x
′ + a3 = 0. (∗)Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x′, ïîëó÷èìóðàâíåíèå âèäà

(x′ + b1)
2 − b2 = 0,êîòîðîå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà





X = x′ + b1;

Y = y′,ïðèíèìàåò âèä
X2 − b2 = 0.Òåïåðü âñå çàâèñèò îò çíàêà b2. Åñëè b2 > 0, òî ïîëó÷àåì ïàðó äåéñòâè-òåëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Åñëè b2 = 0, òî ïîëó÷àåì ñîâïàâøèåïðÿìûå. Åñëè æå b2 < 0, òî ïðÿìûå îêàçûâàþòñÿ ìíèìûìè.Ìîæíî ïîñòóïèòü è ïî-äðóãîìó. �åøèòü óðàâíåíèå (*) â ïîëå êîì-ïëåêñíûõ ÷èñåë è ðàçëîæèòü òðåõ÷ëåí íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

a1(x
′ − x1)(x

′ − x2) = 0.Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå áóäåò ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
(x′ − x1)(x

′ − x2) = 0,36



êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ óðàâíåíèé


x′ = x1;

x′ = x2.Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå (äåéñòâèòåëüíûå, åñëè
x1 6= x2; ñîâïàâøèå, åñëè x1 = x2; ìíèìûå, åñëè x1 è x2 � ìíèìûå ÷èñëà).Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà â ýòîì ñëó÷àå íå èñïîëüçóåòñÿ.Êñòàòè, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî òàê æå íå ïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèåìïîâîðîòà ïðè ïîñòðîåíèè óïðîùåííîé ëèíèè, ïîñêîëüêó, âîñïîëüçîâàâ-øèñü �îðìóëàìè îáðàòíîãî ïåðåõîäà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîâîðîòà êî-îðäèíàòíûõ îñåé, ò.å. �îðìóëàìè





x′ = x cos α + y sin α;

y′ = −x sinα + y cos α,ìû ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü


 x cosα + y sinα = x1;

x cosα + y sinα = x2èëè ñîâîêóïíîñòü 

x cosα + y sin α − x1 = 0;

x cosα + y sin α − x2 = 0,êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò íàøè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïåðâîíà÷àëüíîé ñè-ñòåìå êîîðäèíàò.Åñëè ïðÿìûå èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ëåãêî ñòðîÿòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîéñèñòåìå êîîðäèíàò, òî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ýòèì ñïîñîáîì, âïðîòèâíîì ñëó÷àå áîëåå ïîäîéäåò ïðåäûäóùèé.Çàäà÷à 39. Ïîëüçóÿñü ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìû êîîðäèíàò, óñòà-íîâèòü, êàêàÿ ïëîñêàÿ ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåìè ïîñòðîèòü ýòó ëèíèþ â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
1)x2 − 5x + 6 = 0;�åøåíèå. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ëèíèè ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îäíàïåðåìåííàÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé â äàííîìñëó÷àå äåëàòü íå íóæíî. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò è ðàçëîæèì åãî êàêðàçíîñòü êâàäðàòîâ.

(
x2 − 2

5

2
x +

25

4

)
− 25

4
+ 6 = 0;37



(
x − 5

2

)2 − 1

4
= 0;

(x − 3)(x − 2) = 0.Ïîëó÷àåì ïàðó äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ñëåäóåò îòìå-òèòü, ÷òî òàêîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî áûëî äîáèòüñÿ ñðàçó, âîñïîëüçîâàâ-øèñü òåîðåìîé Âèåòà. Ïîñòðîèì òåïåðü ëèíèþ. Ïîñêîëüêó ìû íå ñîâåð-øàëè íèêàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî ëèíèÿ áóäåò ïî-ñòðîåíà â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå (ðèñ. 11).Îòâåò: ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå x = 2 è x = 3.

2)9x2 + 4y2 − 18x + 16y − 11 = 0;�åøåíèå. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ëèíèè îòñóòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå êî-îðäèíàò, òî è â äàííîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõîñåé äåëàòü íå íóæíî. Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû îòíîñèòåëüíî îáåèõïåðåìåííûõ.
9(x2 − 2x + 1) − 9 + 4(y2 + 2 · 2y + 4) − 16 − 11 = 0;

9(x − 1)2 + 4(y + 2)2 = 36;

9(x − 1)2

36
+

4(y + 2)2

36
= 1;

(x − 1)2

4
+

(y + 2)2

9
= 1.Ñîâåðøèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïî �îðìóëàì:





X = x − 1;

Y = y + 2.Òîãäà ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå
X2

4
+

Y 2

9
= 1.Ýòî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà. Òàêîé âèä óðàâíåíèå èìååò â ñèñòå-ìå êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé èç ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïðåîá-ðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó O′(1;−2)(ðèñ. 12).Îòâåò: ýëëèïñ (x − 1)2

4
+

(y + 2)2

9
= 1.38



�èñ. 11:

�èñ. 12:
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3)9x2 + 4y2 − 18x + 16y + 25 = 0;
4)9x2 + 4y2 − 18x + 16y + 26 = 0;
5)x2 − 4y2 + 4x + 24y − 36 = 0;
6)x2 − 4y2 + 4x + 24y − 32 = 0;
7)x2 − 4y2 + 4x + 24y − 28 = 0;
8)x2 + 4xy + 4y2 − 4x − 8y + 3 = 0;�åøåíèå. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå êîîðäè-íàò, ò.å. a12 6= 0, òî âíà÷àëå íóæíî ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòàêîîðäèíàòíûõ îñåé. Äëÿ ýòîãî íàéäåì óãîë α.

ctg 2α =
a11 − a22

2a12

=
1 − 4

4
= −3

4
;

cos 2α =
ctg 2α

±
√

1 + ctg22α
=

−3

4√
1 +

9

16

= −3

5
;

cosα = ±
√

1 + cos 2α

2
=

√√√√1 − 3

5
2

=
1√
5
;

sin α = ±
√

1 − cos 2α

2
=

√√√√1 +
3

5
2

=
2√
5
.Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé sin αè cosα âûïîëíÿåòñÿ: ( 2√

5

)2
+

( 1√
5

)2
= 1.Âûïîëíÿåòñÿ òàê æå è óñëîâèå

(a22 − a11) sinα cosα + a12(cos2 α − sin2 α) = 0;

(4 − 1)
2√
5

1√
5

+ 2
(( 1√

5

)2 −
( 2√

5

)2
)

= 0.Ïîýòîìó ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà.





x = x′ · 1√
5
− y′ · 2√

5
;

y = x′ · 2√
5

+ y′ · 1√
5
,
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êîòîðûå, â öåëÿõ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé, ïðåäñòàâèì â âèäå:





x =
1√
5
(x′ − 2y′);

y =
1√
5
(2x′ + y′).Ïîäñòàâèì òåïåðü ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â íàøå îáùåå óðàâíåíèåëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.

( 1√
5
(x′ − 2y′)

)2
+ 4

( 1√
5
(x′ − 2y′)

)( 1√
5
(2x′ + y′)

)
+ 4

( 1√
5
(2x′ + y′)

)2−

4 · 1√
5

(
x′ − 2y′

)
− 8 · 1√

5

(
2x′ + y′

)
+ 3 = 0;

1

5
x′2 − 4

5
x′y′ +

4

5
y′

2
+

8

5
x′2 − 12

5
x′y′ − 8

5
y′

2
+

16

5
x′2 +

16

5
x′y′ +

4

5
y′

2−
4√
5
x′ +

8√
5
y′ − 16√

5
x′ − 8√

5
y′ + 3 = 0;
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5
x′2 − 20√

5
x′ + 3 = 0;

5x′2 − 4
√

5x′ + 3 = 0.Âûäåëèì â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè ïîëíûé êâàäðàò.
x′2 − 4√

5
x′ +

3

5
= 0;

x′2 − 2 · 2√
5
x′ +

4

5
− 4

5
+

3

5
= 0;

(
x′ − 2√

5

)2 − 1

5
= 0. (∗)Ñîâåðøèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïî �îðìóëàì:






X = x′ − 2√
5
;

Y = y′.Òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:
(
X − 1√

5

)(
X +

1√
5

)
= 041



è îêàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì ñîâîêóïíîñòè



X − 1√
5

= 0;

X +
1√
5

= 0.Ýòî äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñè OY . Ïî-ñòðîèì èõ â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′XY . Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ñîâåðøèì ïî-âîðîò êîîðäèíàòíûõ îñåé. ×òîáû ýòî ñäåëàòü, îòìåòèì â ñòàðîé ñèñòåìåïî îñè Ox çíà÷åíèå cos α, à ïî îñè Oy çíà÷åíèå sin α è äîñòðîèì äîïðÿìîóãîëüíèêà. Òîãäà êîîðäèíàòíàÿ îñü Ox′ ïðîéäåò ÷åðåç äèàãîíàëüýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′y′ íàéäåìòî÷êó O′(
2√
5
; 0) è ïåðåíåñåì òóäà íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà â ïîëó÷åííîéñèñòåìå O′XY ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü ïîëó÷åííûå íàìè ïàðàëëåëüíûåïðÿìûå ïî èõ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (ðèñ. 13).

`

`

�èñ. 13:Åñëè òåïåðü âåðíóòüñÿ ê (*), òî ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõè â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî âîñïîëü-çîâàòüñÿ �îðìóëàìè îáðàòíîãî ïåðåõîäà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîâîðîòàñèñòåìû êîîðäèíàò. 42



(x′ − 2√
5
− 1√

5
)(x′ − 2√

5
+

1√
5
) = 0;

(x′ − 3√
5
)(x′ − 1√

5
) = 0;

(
1√
5
(x + 2y) − 3√

5
)(

1√
5
(x + 2y) − 1√

5
) = 0;

(x + 2y − 3)(x + 2y − 1) = 0.Îòâåò: ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå x + 2y − 3 = 0 è x + 2y − 1 = 0.

9)x2 + 4xy + 4y2 − 4x − 8y + 4 = 0;�åøåíèå. Ïîñêîëüêó, êàê âûøå,
ctg 2α =

a11 − a22

2a12

=
1 − 4

4
= −3

4
,òî ìîæíî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ, ïîëó÷åííûìè âûøå �îðìóëàìè ïðåîá-ðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà: 





x =
1√
5
(x′ − 2y′);

y =
1√
5
(2x′ + y′).Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû â äàííîì íàì îáùåì óðàâíåíèèïðè íåèçâåñòíûõ òàêèå æå êàê è â ïðåäûäóùåì çàäàíèè, òî ïîñëå ïðåîá-ðàçîâàíèé ïîëó÷àòñÿ òàêèå æå êîý��èöèåíòû ïðè íîâûõ íåèçâåñòíûõ,êàê è â ïðåäûäóùåì çàäàíèè, îòëè÷èå áóäåò òîëüêî íà ñâîáîäíîì ñëàãà-åìîì, ò.å. ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

5x′2 − 4
√

5x′ + 4 = 0èëè óðàâíåíèå
x′2 − 4√

5
x′ +

4

5
= 0.Ýòî óðàâíåíèå ñâîðà÷èâàåòñÿ â êâàäðàò ðàçíîñòè

(
x′ − 2√

5

)2
= 0è ïîýòîìó ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè




x′ − 2√
5

= 0;

x′ − 2√
5

= 0.43



Ïîñêîëüêó x′ =
x + 2y√

5
, òî ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü




(x + 2y − 2√
5

)2
= 0;

(x + 2y − 2√
5

)2
= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñîâïàâøèå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå,êîòîðûå â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

x + 2y − 2 = 0è ïîýòîìó ëåãêî ñòðîÿòñÿ.Îòâåò: ïðÿìàÿ x + 2y − 2 = 0.

10)x2 + 4xy + 4y2 − 4x − 8y + 5 = 0.�åøåíèå. Ñíîâà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè âûøå ðåçóëü-òàòàìè è ñðàçó ïîëó÷èòü óðàâíåíèå
x′2 − 4√

5
x′ +

4

5
+

1

5
= 0,êîòîðîå çàòåì ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(
x′ − 2√

5

)2
+

1

5
= 0.Åñëè ïðåäñòàâèòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå

(x′ − 2√
5
)2 − (

1√
5
i)2 = 0è ðàçëîæèòü ïîòîì êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ:

(x′ − 2√
5
− 1√

5
i)(x′ − 2√

5
+

1√
5
i) = 0,òî ïîëó÷èì â èòîãå ñîâîêóïíîñòü




x′ − 2√
5
− 1√

5
i = 0;

x′ − 2√
5

+
1√
5
i = 0,44



êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Ñëåäîâàòåëüíî, â îò-âåòå ïîëó÷àåì ïóñòîå ìíîæåñòâî.Îòâåò: ∅.

11)5x2 + 4xy + 8y2 − 32x − 56y + 80 = 0;�åøåíèå. Ïîñêîëüêó, êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ,
ctg 2α =

a11 − a22

2a12

=
1 − 4

4
= −3

4
,òî ñðàçó âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà:






x =
1√
5
(x′ − 2y′);

y =
1√
5
(2x′ + y′).Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â äàííîå îáùåå óðàâíåíèå:

(x′ − 2y′)2 +
4

5
(x′ − 2y′)(2x′ + y′) +

8

5
(2x′ + y′)2−

32√
5
(x′ − 2y′) − 56√

5
(2x′ + y′) + 80 = 0;

x′2 − 4x′y′ + 4y′
2
+

8

5
x′2 − 12

5
x′y′ − 8

5
y′

2
+

32

5
x′2 +

32

5
x′y′ +

8

5
y′

2 − 32√
5
x′+

64√
5
y′ − 112√

5
x′ − 56√

5
y′ + 80 = 0;

9(x′2 − 16√
5
x′ +

64

5
) + 4(y′

2
+

2√
5
y′ +

1

5
) − 36 = 0;

9(x′ − 8√
5
)2 + 4(y′ +

1√
5
)2 − 36 = 0.Ñîâåðøèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà ïî �îðìóëàì






X = x′ − 8√
5
;

Y = y′ +
1√
5
.45



Òîãäà ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå
X2

4
+

Y 2

9
= 1.Ýòî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà . Òåïåðü îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü â ïåð-âîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñèñòåìó, ïîëó÷åííóþ ïîñëå ïîâîðîòà èïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïîñòðîèòü â íåé ýëëèïñ ïî êàíîíè÷åñêîìóóðàâíåíèþ (ðèñ. 14).Îòâåò: ýëëèïñ (

x′ − 8√
5

)2

4
+

(
y′ +

1√
5

)2

9
= 1.

12)5x2 + 4xy + 8y2 − 32x − 56y + 116 = 0;
13)5x2 + 4xy + 8y2 − 32x − 56y + 152 = 0;
14)5x2 + 8xy + 5y2 − 18x − 18y + 9 = 0;
15)25x2 − 14xy + 25y2 + 64x − 64y − 224 = 0;
16)19x2 + 6xy + 11y2 + 38x + 6y + 29 = 0;
17)6xy + 8y2 − 12x − 26y + 11 = 0;
18)6xy + 8y2 − 12x − 26y + 29 = 0;
19)6xy + 8y2 − 12x − 26y + 20 = 0;
20)7x2 + 16xy − 23y2 − 14x − 16y − 218 = 0;
21)5x2 + 12xy − 22x − 12y − 19 = 0;
22)3x2 + 10xy + 3y2 − 2x − 14y − 13 = 0;
23)x2 + 2xy + y2 + 3x + y = 0;
24)x2 + 4xy + 4y2 − 4x + 2y − 5 = 0;
25)9x2 + 12xy + 4y2 − 24x + 16y + 3 = 0;
26)9x2 + 24xy + 16y2 − 40x + 30y = 0;
27)9x2 − 24xy + 16y2 − 20x + 110y − 50 = 0;
28)x2 − 2xy + y2 + 2x − 2y + 4 = 0.Çàäà÷à 40. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, �îêóñ êîòîðîé íàõîäèò-ñÿ â òî÷êå F (−1

3
, −2

3
), à äèðåêòðèñà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 3x−3y+

+ 8 = 0.Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðè óïðîùåíèè îáùåãî óðàâíåíèÿ áðàòü óãîë ïî-âîðîòà íå èç ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè, à èç êàêîé-ëèáî äðóãîé (òî-ãäà çíàêè cosα è sinα íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûå), òî â óïðîùåííîìóðàâíåíèè ïåðåìåííûåX è Y ìîãóò ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè. Íàïðèìåð, âìå-ñòî óðàâíåíèÿ X2 = −2Y áóäåò óðàâíåíèå Y 2 = −2X.
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2.2 Óïðîùåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ ëèíèè âòîðîãî ïî-ðÿäêà ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâÒî÷êà O(x1; y1), êîîðäèíàòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû




a11x1 + a12y1 + a13 = 0;

a12x1 + a22y1 + a23 = 0íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííîé îáùèì óðàâíå-íèåì
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0.Ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè óêàçàííàÿ ñè-ñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Âñå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà äåëÿòñÿ íà ëèíèè, èìåþùèå åäèíñòâåí-íûé öåíòð èëè öåíòðàëüíûå (ýëëèïñ, ìíèìûé ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ìíè-ìûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå, äåéñòâèòåëüíûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå),ëèíèè, íå èìåþùèå öåíòðà (ïàðàáîëà) è ëèíèè, èìåþùèå áåñêîíå÷íîåìíîæåñòâî öåíòðîâ (äåéñòâèòåëüíûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ñîâïàâøèåïðÿìûå, ìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå).Âåëè÷èíû

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; δ =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣∣
; s = a11 + a22íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Èõ òàê æå íàçûâà-þò ñîîòâåòñòâåííî áîëüøèì îïðåäåëèòåëåì, ìàëûì îïðåäåëèòåëåì èñëåäîì. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà èíâàðèàíòû íåèçìåíÿþò ñâîåãî çíà÷åíèÿ ïðè ïîâîðîòå êîîðäèíàòíûõ îñåé è ïðè ïàðàë-ëåëüíîì ïåðåíîñå. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èíâàðèàíòû äëÿ óïðîùå-íèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.Óðàâíåíèå

λ2 − sλ + δ = 0íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.Äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü îáùåå óðàâíåíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿä-êà, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà íàéòè çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ è îïðåäåëèòü òèïëèíèè. Òèï ëèíèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìàÿ êëàññè�èêàöè-îííàÿ òàáëèöà
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δ > 0 s∆ < 0 ýëëèïñ öåíòðàëüíûå
s∆ > 0 ìíèìûé ýëëèïñ
∆ = 0 ìíèìûå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå

δ < 0 ∆ 6= 0 ãèïåðáîëà
∆ = 0 ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå

δ = 0 ∆ 6= 0 ïàðàáîëà íå èìåþùèåöåíòðà
∆ = 0 ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå èìåþùèåñîâïàâøèå ïðÿìûå áåñêîíå÷íîåìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ìíîæåñòâîöåíòðîâÄëÿ ñëó÷àÿ öåíòðàëüíûõ ëèíèé, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååòäâà íåíóëåâûõ êîðíÿ è ïîýòîìó óïðîùåííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

λ1X
2 + λ2Y

2 +
∆

δ
= 0. (1)Äëÿ ïîñòðîåíèå öåíòðàëüíîé ëèíèè â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò ñëåäóåò ñíà÷àëà íàéòè öåíòð ëèíèè è ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèåïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â ýòîò öåíòð, à çàòåì ñîâåð-øèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà íà óãîë

k =
λ1 − a11

a12

.Â ïîëó÷åííîé ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâ-íåíèå ëèíèè áóäåò èìåòü êàíîíè÷åñêèé âèä (1) è ïîýòîìó ëèíèÿ ëåãêîñòðîèòñÿ.Â ñëó÷àå ïàðàáîëû, îäèí èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿðàâåí íóëþ. Ïóñòü, íàïðèìåð, íóëþ ðàâåí òîò êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé X. Òîãäà óïðîùåííîåóðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä
Y 2 = ±2pX, (2)ãäå ïàðàìåòð p íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå
p =

√
−∆

S3
.49



Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðàáîëû â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íåîá-õîäèìî íàéòè óðàâíåíèå îñè ïàðàáîëû, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü äâóìÿñïîñîáàìè:
a11x + a12y +

a11a13 + a12a23

a11 + a22

= 0;

a12x + a22y +
a12a13 + a22a23

a11 + a22

= 0.Â ñëó÷àå, åñëè a12 6= 0 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëþáûì èç ýòèõ óðàâ-íåíèé. Åñëè a12 = 0 è a22 = 0, òî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì óðàâ-íåíèåì, à åñëè a12 = 0 è a11 = 0, òî âòîðûì.Çàòåì ñëåäóåò íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ åå îñüþ, èñïîëü-çóÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îñè è èñõîäíîå óðàâíåíèå ëèíèè âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Ýòà òî÷êà áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû.Çà íà÷àëî êîîðäèíàò íîâîé ñèñòåìû ñëåäóåò âûáðàòü âåðøèíó ïàðà-áîëû. Îñü ïàðàáîëû áóäåò îñüþ àáñöèññ, à îñüþ îðäèíàò íóæíî âûáðàòüïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè ïàðàáîëû è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðøè-íó. Íàïðàâëåíèå íîâîé îñè àáñöèññ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû åå óãëîâîéêîý��èöèåíò â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áûë ðàâåí
k =

λ1 − a12

a22

, (3)ãäå λ1 � òîò êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé ñîîòâåò-ñòâóåò ïåðåìåííîéX.Íàïðàâëåíèå íîâîé îñè îðäèíàò, êîíå÷íî æå, äîëæ-íî áûòü òàêèì, ÷òîáû ïîëó÷åííûå îñè ñîñòàâëÿëè ïðàâóþ òðîéêó.Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü çíàê â óðàâíåíèè (2). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïî-ìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà çíàêà òðåõ÷ëåíà Ax+By+C. Íàïðèìåð,âçÿòü êàêóþ-ëèáî êîíêðåòíóþ òî÷êó, ðàñïîëîæåíèå êîòîðîé çàâåäîìî èç-âåñòíî (ëó÷øå âñåãî âçÿòü íà÷àëî ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,åñëè, êîíå÷íî, ñ íèì íå ñîâïàäàåò âåðøèíà ïàðàáîëû) è ïðîèçâîëüíóþòî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ïàðàáîëå (ëþáîå ðåøåíèå èñõîäíîãî îáùåãî óðàâ-íåíèÿ), íàéòè äëÿ íèõ çíàêè òðåõ÷ëåíà äëÿ óðàâíåíèÿ íîâîé îñè îðäè-íàò. Åñëè çíàêè îäèíàêîâû, òî ïàðàáîëà ëåæèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè,÷òî è íà÷àëî êîîðäèíàò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � â ðàçíûõ. Òåïåðü ìîæíîïîñòðîèòü ïàðàáîëó â íîâîé ñèñòåìå ïî åå êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ.Åñëè ðàâåí íóëþ òîò êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòî-ðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé Y, òî óïðîùåííîå óðàâíåíèå ïàðàáîëûáóäåò èìåòü âèä
X2 = ±2pY, (4)ãäå ïàðàìåòð p âû÷èñëÿåòñÿ òàê æå êàê è âûøå. Ïî òåì æå �îðìóëàìíàõîäèòñÿ è îñü ïàðàáîëû. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå îñü ïàðàáîëû âûáèðà-åòñÿ â êà÷åñòâå íîâîé îñè îðäèíàò. Íîâàÿ îñü àáñöèññ òàê æå ïðîõîäèò÷åðåç âåðøèíó ïàðàáîëû ïåðïåíäèêóëÿðíî íîâîé îñè îðäèíàò, à íàïðàâ-ëåíèÿ íîâûõ îñåé íóæíî âûáðàòü òàêèìè, ÷òîáû îíè ñîñòàâëÿëè ïðàâóþòðîéêó è íîâàÿ îñü àáñöèññ èìåëà â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò50



óãëîâîé êîý��èöèåíò, êîòîðûé òàê æå âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (3). Âîñòàëüíîì âûïîëíÿþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è âûøå.Êàê äëÿ öåíòðàëüíûõ ëèíèé, òàê è äëÿ ïàðàáîëû íåò ñòðîãîãî ïðàâè-ëà, êàêîé èç êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-ìåííîé X, à êàêîé ïåðåìåííîé Y. Ýòîò âûáîð äåëàåòñÿ ëèáî ïðîèçâîëüíî,ëèáî èç ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. �ëàâíîå, ÷òîáû êîðåíü, ñîîòâåòñòâó-þùèé ïåðåìåííîé X â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ñîâïàäàë ñ êîðíåì, ñî-îòâåòñòâóþùåì ïåðåìåííîé X â �îðìóëå (3).Äëÿ ëèíèè, êîòîðàÿ èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåíòðîâ, ò.å. òðèâèäà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ � äåéñòâèòåëüíûå, ñîâïàâøèå è ìíèìûå,äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ áèíîìèàëüíîé òåîðåìîé
(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2acè ïîëó÷èòü ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Òîãäà ñðàçó ñòàíîâèòñÿ ÿñíî êàêèå èìåí-íî ýòî ïðÿìûå. Â ýòîì ñëó÷àå ñðàçó ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ â ïåðâî-íà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïîýòîìó íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñòðî-èòü íå íóæíî.Çàäà÷à 41. Êàêèå ïëîñêèå �èãóðû âòîðîé ñòåïåíè çàäàþòñÿ ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ óðàâíåíèÿìè.

1)x2 − 2y + λ(y2 − 2x) = 0;
2)x2 + 2λxy + y2 = 1.�åøåíèå. Â íàøåì ñëó÷àå a11 = 1; a12 = λ; a22 = 1; a13 = a23 =

= 0; a33 = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòû èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
s = 1 + 1 = 2; δ =

∣∣∣∣∣∣
1 λ

λ 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 − λ2; ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ 0

λ 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
1 λ

λ 1

∣∣∣∣∣∣
= δ.Ïðè λ = −1 è λ = 1, èìååì δ = 0 è ∆ = 0 è ïîýòîìó ïîëó÷àåìïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.Ïðè λ ∈ (−∞; −1) ∩ (1; ∞), èìååì δ < 0 è ∆ 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,ïîëó÷àåì ãèïåðáîëó.Ïðè λ ∈ (−1; 1), èìååì δ > 0 è ∆s > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåììíèìûé ýëëèïñ.Çàäà÷à 42. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà öåíòðàëü-íîé è â ñëó÷àå óòâåðäèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè åå öåíòð.

1)5x2 − 3xy + y2 + 4 = 0;
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�åøåíèå. Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåíòðà ëèíèè:





5x − 3

2
y = 0;

−3

2
x + y = 0.Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿþò äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå,òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êîé ïåðåñå÷å-íèÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò.Îòâåò: ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé, åå öåíòð � òî÷êà O(0; 0).

2)3x2 − 2xy + 4 = 0;
3)7xy − 3 = 0;
4)9x2 − 12xy + 4y2 − 1 = 0;Çàäà÷à 43. Ñêîëüêî öåíòðîâ èìååò ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
1)x2 − 2xy + 2y2 − 4x − 6y + 3 = 0;
2)3x2 − 2xy + 3y2 + 4x + 4y − 4 = 0;
3)2x2 − 3xy − y2 + 3x + 2y = 0;
4)x2 − 2xy + y2 − 4x − 6y + 3 = 0;
5)x2 + 2xy + y2 + 2x + 2y − 4 = 0;�åøåíèå. 




x + y + 1 = 0;

x + y + 1 = 0.Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿþò ñîâïàâøèå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Ñëå-äîâàòåëüíî, ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé è ïîýòîìóëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåíòðîâ.Îòâåò: áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
6)2x2 − 4xy + 5y2 − 8x + 6 = 0;
7)x2 − 2xy − 3y2 − 4x − 6y + 3 = 0;
8)x2 + 6xy + 9y2 + 4x + 12y − 5 = 0.Çàäà÷à 44. Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòàìè, óñòàíîâèòü, êàêàÿ ïëîñêàÿ ëè-íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì è ïîñòðîèòü ýòó ëèíèþâ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
1)x2 − 5x + 6 = 0;
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�åøåíèå.
s = 1; δ =

∣∣∣∣∣∣
1 0

0 0

∣∣∣∣∣∣
= 0; ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −5

2

0 0 0

−5

2
0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìå-íèâ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
(x − 2)(x − 3) = 0.Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè



x = 2;

x = 3.Ïîñêîëüêó ìû íå äåëàëè íèêàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû êîîðäèíàò,òî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò íàøè ïðÿìûå â ïåðâîíà÷àëüíîéñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì óæå ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåéòåìå ïðÿìûå (ðèñ. 15).Îòâåò: ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå x = 2 è x = 3.

2)9x2 + 4y2 − 18x + 16y − 11 = 0;�åøåíèå.
s = 13; δ =

∣∣∣∣∣∣
9 0

0 4

∣∣∣∣∣∣
= 36; ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9 0 −9

0 4 8

−9 8 −11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −1296.

Ïîñêîëüêó s∆ < 0, à δ > 0, òî äàííàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì. Õàðàê-òåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
λ2 − 13λ + 36 = 0.Åãî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ λ1 = 4 è λ2 = 9. Òîãäà êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèåèìååò âèä

4X2 + 9Y 2 − 1296

36
= 0;

4X2 + 9Y 2 = 36;53



X2

9
+

Y 2

4
= 1.Êàê èçâåñòíî, óãëîâîé êîý��èöèåíò ðàâåí òàíãåíñó óãëà íàêëîíà. Ïî-ýòîìó

tgα =
4 − 9

0
=

−5

0
.Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè òàíãåíñ äëÿ ýòî-ãî óãëà íå îïðåäåëåíî. Êðîìå òîãî, sin α < 0, ñëåäîâàòåëüíî, α = −π

2
.Òåïåðü îñòàëîñü íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà, äëÿ ÷åãî íóæíî ðåøèòü ñè-ñòåìó 




9x − 9 = 0;

4y + 8 = 0.Î÷åâèäíî, ÷òî O′(1; −2). Òåïåðü îñòàëîñü ïîñòðîèòü ëèíèþ (ðèñ. 15).

�èñ. 15:Çàìåòèì, ÷òî ðèñ. 15 îòëè÷àåòñÿ îò ðèñ. 12 íàïðàâëåíèÿìè êîîðäè-íàòíûõ îñåé íîâîé ñèñòåìû, íî òåì íå ìåíåå â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìåñàìà ëèíèÿ òî÷íî òàêàÿ æå. Åñëè áû âûøå ìû âçÿëè íàîáîðîò λ1 = 9 è
λ2 = 4, òî òîãäà áû ðèñ. 15 ñîâñåì íå îòëè÷àëñÿ îò ðèñ. 12.Îòâåò: ýëëèïñ x2

9
+

Y 2

4
= 1. 54



3)9x2 + 4y2 − 18x + 16y + 25 = 0;
4)9x2 + 4y2 − 18x + 16y + 26 = 0;
5)x2 − 4y2 + 4x + 24y − 36 = 0;
6)x2 − 4y2 + 4x + 24y − 32 = 0;�åøåíèå.

s = −3; δ =

∣∣∣∣∣∣
1 0

0 −4

∣∣∣∣∣∣
= −4; ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2

0 −4 12

2 12 −32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.Ýòî ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä
λ2 + 3λ − 4 = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, λ1 = −4, è λ2 = 1. Çíà÷èò ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâ-íåíèå
−4X2 + Y 2 = 0,êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè


Y − 2X = 0;

Y + 2X = 0.Ýòà ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëÿåò â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïåðåñåêàþùèåñÿïðÿìûå. �åøèâ ñèñòåìó




x + 2 = 0;

−4y + 12 = 0,íàéäåì öåíòð O′(−2; 3). Òåïåðü îñòàëîñü íàéòè óãëîâîé êîý��èöèåíòíîâîé îñè àáñöèññ â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
k =

−5

0
.Ïîëó÷åííîå îçíà÷àåò, ÷òî óãëîâîãî êîý��èöèåíòà íå ñóùåñòâóåò, ò.å.êîîðäèíàòû ïîâåðíóòû íå ïðÿìîé óãîë. Îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü ëèíèþ(ðèñ. 16).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåñåêàþùèõñÿïðÿìûõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, â íà-øåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âûäåëèòü ïîëíûå êâàäðàòû è ðàçëîæèòü ìíîãî-÷ëåí íà ìíîæèòåëè êàê ðàçíîñòü êâàäðàòîâ:

x2 + 4x + 4 − 4(y2 − 6y + 9) − 4 + 36 − 32 = 0;55



(x + 2)2 − (2(y − 3))2 = 0;

(x − 2y + 8)(x + 2y − 4) = 0.Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü


x − 2y + 8 = 0;

x + 2y − 6 = 0,êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò óêàçàííûå ïðÿìûå â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò.

�èñ. 16:Îòâåò: ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå x − 2y + 8 = 0 è x + 2y − 6 = 0.

7)x2 − 4y2 + 4x + 24y − 28 = 0;
8)x2 + 4xy + 4y2 − 4x − 8y + 3 = 0;�åøåíèå.

s = 5; δ =

∣∣∣∣∣∣
1 2

2 4

∣∣∣∣∣∣
= 0; ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −2

2 4 −4

−2 −4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïî áèíîìèàëüíîé òåî-ðåìå,
x2 + 4xy + 4y2 − 4x − 8y + 3 = (x + 2y − 2)2 − 1 =

(x + 2y − 2)2 − 12 = (x + 2y − 3)(x + 2y − 1).56



Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì â èòîãå ñîâîêóïíîñòü


x + 2y − 3 = 0;

x + 2y − 1 = 0,êîòîðàÿ â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðåäåëÿåò ïàðó ïàðàë-ëåëüíûõ ïðÿìûõ (ðèñ. 17).Îòâåò: ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå x + 2y − 3 = 0 è x + 2y − 1 = 0.

�èñ. 17:
9)x2 + 4xy + 4y2 − 4x − 8y + 4 = 0;
10)x2 + 4xy + 4y2 − 4x − 8y + 5 = 0.
11)5x2 + 4xy + 8y2 − 32x − 56y + 80 = 0;
12)5x2 + 4xy + 8y2 − 32x − 56y + 116 = 0;
13)5x2 + 4xy + 8y2 − 32x − 56y + 152 = 0;�åøåíèå.

s = 13; δ =

∣∣∣∣∣∣
5 2

2 8

∣∣∣∣∣∣
= 36; ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 2 −16

2 8 −28

−16 −28 152

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1296.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ìíèìûé ýëëèïñ. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-íåíèå
λ2 − 13λ + 36 = 057



èìååò êîðíè λ1 = 9 è λ2 = 4. Ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèåýëëèïñà èìååò âèä
X2

4
+

Y 2

9
= −1.Îòâåò: ìíèìûé ýëëèïñ X2

4
+

Y 2

9
= −1.

14)5x2 + 8xy + 5y2 − 18x − 18y + 9 = 0;
15)25x2 − 14xy + 25y2 + 64x − 64y − 224 = 0;
16)19x2 + 6xy + 11y2 + 38x + 6y + 29 = 0;
17)6xy + 8y2 − 12x − 26y + 11 = 0;
18)6xy + 8y2 − 12x − 26y + 29 = 0;
19)6xy + 8y2 − 12x − 26y + 20 = 0;
20)7x2 + 16xy − 23y2 − 14x − 16y − 218 = 0;
21)5x2 + 12xy − 22x − 12y − 19 = 0;
22)3x2 + 10xy + 3y2 − 2x − 14y − 13 = 0;
23)x2 + 2xy + y2 + 3x + y = 0;
24)x2 + 4xy + 4y2 − 4x + 2y − 5 = 0;�åøåíèå.

s = 5; δ =

∣∣∣∣∣∣
1 2

2 4

∣∣∣∣∣∣
= 0; ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −2

2 4 1

−2 1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −25.Ïîñêîëüêó δ = 0 è ∆ 6= 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ýòî ïàðàáîëà. Õàðàêòåðèñòè-÷åñêîå óðàâíåíèå
λ2 − 5λ = 0èìååò êîðíè λ1 = 0 è λ2 = 5. Ïóñòü, íàïðèìåð, êîðåíü λ1 = 0 ñîîòâåò-ñòâóåò ïåðåìåííîé X. Òîãäà êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä
Y 2 = ±2pX.Íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p:

p =

√
−∆

s3
=

√
−−25

125
=

1√
5
.Òîãäà êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

Y 2 = ± 2√
5
X.58



Íàéäåì óðàâíåíèå îñè ïàðàáîëû:
x + 2y +

−2 + 2

1 + 4
= 0;

x + 2y = 0.Òåïåðü íàéäåì âåðøèíó ïàðàáîëû, êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îñè è ñàìîéïàðàáîëû: 



x + 2y = 0;

x2 + 4xy + 4y2 − 4x + 2y − 5 = 0.




x = −2y;

(2y)2 + 4(−2y)y + 4y2 − 4(−2y) + 2y − 5 = 0.

4y2 − 8y2 + 4y2 + 8y + 2y − 5 = 0;

10y = 5;

y =
1

2
.

x = −2

2
= −1.Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà ïàðàáîëû � òî÷êà O′(−1;

1

3
). Óðàâíåíèå îñèîðäèíàò íàéäåì èç òîãî, ÷òî íîðìàëüíûé âåêòîð îñè àáñöèññ ìîæíî âçÿòüâ êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà îñè îðäèíàò:

x − x0

a1

=
y − y0

a2

;

x + 1

1
=

y − 1

2
2

;

2x − y +
5

2
= 0;

4x − 2y + 5 = 0.Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå, òî ïîëó÷èì çíàê +.Ïîäáîðîì ëåãêî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâ-ëÿåòñÿ ïàðà (−1; 0). Äëÿ ýòîé ïàðû òîæå ïîëó÷àåòñÿ çíàê ïëþñ. Ñëåäî-âàòåëüíî, òî÷êè ïàðàáîëû ëåæàò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíîíîâîé îñè îðäèíàò, ÷òî è íà÷àëî ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Îñòàëîñü íàéòè óãëîâîé êîý��èöèåíò íîâîé îñè àáñöèññ:
k =

0 − 2

4
= −1

2
.59



Ïîëó÷åííûå ñâåäåíèÿ ïîçâîëÿþò óæå ïîñòðîèòü íàøó ïàðàáîëó (ðèñ. 18).Ïî ðèñóíêó âèäíî, ÷òî âåòâè ïàðàáîëû âûòÿíóòû âäîëü ïîëîæèòåëüíîãîíàïðàâëåíèÿ íîâîé îñè àáñöèññ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèåïàðàáîëû èìååò âèä:
Y 2 =

2√
5
X.

�èñ. 18:Åñëè áû ìû â êà÷åñòâå êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòî-ðûé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé X âûáðàëè áû λ2 = 5, òî êàíîíè÷åñêîåóðàâíåíèå èìåëî áû âèä
X2 = ± 2√

5
Y,à óãëîâîé êîý��èöèåíò áûë áû ðàâåí

k =
5 − 1

2
=

4

2
= 2.Íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò îêàçàëàñü áû ïîâåðíóòîé íà äðóãîé óãîë, íîïàðàáîëà âñå ðàâíî ïîëó÷èëàñü áû â ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìå òîé æå ñà-ìîé, òîëüêî îíà îêàçàëàñü áû ïî-äðóãîìó ðàñïîëîæåíîé â íîâîé ñèñòåìåêîîðäèíàò (ðèñ. 19). Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû â ýòîì ñëó÷àåáóäåò èìåòü âèä

X2 = − 2√
5
Y.Îòâåò: ïàðàáîëà Y 2 =

2√
5
X. 60



�èñ. 19:
25)9x2 + 12xy + 4y2 − 24x + 16y + 3 = 0;
26)9x2 + 24xy + 16y2 − 40x + 30y = 0;
27)9x2 − 24xy + 16y2 − 20x + 110y − 50 = 0;
28)x2 − 2xy + y2 + 2x − 2y + 4 = 0.
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2.3 Ïåðåñå÷åíèå ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïðÿìîé.ÊàñàòåëüíàÿÄëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà, çà-äàííîé óðàâíåíèåì
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0è ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

Ax + By + C = 0,íóæíî èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ñîñòàâèòü ñèñòåìó è ðåøèòü å¼. Óðàâíåíèåïðÿìîé ïîçâîëÿåò îäíó ïåðåìåííóþ âûðàçèòü ÷åðåç äðóãóþ. Ïîäñòàâèâòàêîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèå êðèâîé, ìû ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíå-íèå îòíîñèòåëüíî îäíîé ïåðåìåííîé . Òàêîå óðàâíåíèå ëèáî èìååò äâàðàçëè÷íûõ êîðíÿ, ëèáî íå èìååò êîðíåé âîîáùå, ëèáî èìååò îäèí êî-ðåíü, êîòîðûé íà ñàìîì äåëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ñîâïàâøèõ êîðíÿ.Ïîñêîëüêó äëÿ âòîðîé ïåðåìåííîé, ïî �îðìóëå çàìåíû, òàê æå íàõî-äÿòñÿ çíà÷åíèÿ, òî â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ëèáî äâå ðàçëè÷íûõ òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ, ëèáî íå ïîëó÷èì òî÷åê âîîáùå, ëèáî ïîëó÷èì òî÷êó êàñà-íèÿ (ðèñ. 20). Îäíàêî, ïðè èñêëþ÷åíèè îäíîé èç ïåðåìåííûõ èç óðàâíå-

�èñ. 20:íèÿ ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè, ìîæåò îêàçàòüñÿè òàê, ÷òî óðàâíåíèå ñòàíåò óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ó íåãîîêàæåòñÿ åäèíñòâåííûé êîðåíü, êîòîðûé íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàêäâà ñîâïàâøèõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ,êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ (ðèñ. 21).62



�èñ. 21:Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé (çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì) â òî÷êå A(x0, y0)îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
(a11x0 + a12y0 + a13)x + (a12x0 + a22y0 + a23)y + a13x0 + a23y0 + a33 = 0.Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ÷åðåç òî÷êó M(x1, y1), êîòî-ðàÿ íå ëåæèò íà êðèâîé, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + a23y + a33 = 0.Çàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé êàê óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî óãëîâîìóêîý��èöèåíòó è òî÷êå:
y − y1 = k(x − x1).Òîãäà ìîæíî âûðàçèòü ïåðåìåííóþ y :

y = k(x − x1) + y1.Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå êðèâîé, ìû ïîëó÷èì êâàäðàòíîåóðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x. Åñëè áû ìû èñêàëè õîðäó ñ íåêî-òîðûì óñëîâèåì, òî ýòî óðàâíåíèå èìåëî áû äâà ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëü-íûõ êîðíÿ. Äëÿ êàñàòåëüíîé æå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñëèâàþòñÿ â îäíó, ïî-ýòîìó êîðíè óðàâíåíèÿ áóäóò ñîâïàâøèìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáûäèñêðèìèíàíò áûë ðàâåí íóëþ. Ïðèðàâíÿâ äèñêðèìèíàíò ê íóëþ. ïîëó-÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî óãëîâîãî êîý��èöèåíòà k. Êàêïðàâèëî, ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îäíàêî ìîæåò áûòüè äðóãîå, âñå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè (ðèñ. 22).63



�èñ. 22:Çàäà÷à 45. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé
x2 + xy + 2y2 − 7x − 12y + 10 = 0ñ îñÿìè êîîðäèíàò.Çàäà÷à 46. Âû÷èñëèòü äëèíó õîðäû, îòñåêàåìîé êðèâîé

2x2 − 4xy + 5y2 − 8x + 6 = 0íà îñè àáñöèññ.Çàäà÷à 47. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ êðèâàÿ
2x2 − 3xy + y2 − 7x + λy + 4 = 0îòñåêàåò íà îñè îðäèíàò õîðäó äëèíîé â 3 åäèíèöû è ïðè êàêîì çíà÷åíèè

λ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ êàñàåòñÿ îñè îðäèíàò.Çàäà÷à 48. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé
x2 − 2xy − 3y2 − 4x − 6y + 3 = 0ñ ïðÿìûìè:1)5x − y − 5 = 0;�åøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïîëó÷àåì: y = 5x− 5. Ïîäñòàâèâ ýòîâûðàæåíèå â óðàâíåíèå êðèâîé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

x2 − 2x(5x− 5) − 3(5x − 5)2 − 4x − 6(5x − 5) + 3 = 0.64



Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:
2x2 − 3x + 1 = 0.Åãî êîðíÿìè áóäóò x1 = 1 è x2 =

1

2
. Ýòèì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò çíà-÷åíèÿ y1 = 0 è y2 = −5

2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

A(1; 0) è B(
1

2
;−5

2
).Îòâåò: A(1; 0) è B(

1

2
;−5

2
).2)x + 2y + 2 = 0;3)x + 4y − 1 = 0;4)x − 3y = 0.Çàäà÷à 49. Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé

x2 − 2y2 − 5x + 4y + 6 = 0ñ îñÿìè êîîðäèíàò ïðîâåñòè êàñàòåëüíûå ê ýòîé êðèâîé.Çàäà÷à 50. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé
3x2 + 2xy + 2y2 + 3x − 4y = 0â åå òî÷êàõ, àáñöèññû êîòîðûõ ðàâíû −2.Çàäà÷à 51. ×åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîâåñòè êàñàòåëüíûå ê êðèâîé

3x2 + 7xy + 5y2 + 4x + 5y + 1 = 0.Çàäà÷à 52. ×åðåç òî÷êó A(3, 4) ïðîâåñòè êàñàòåëüíûå ê êðèâîé
2x2 − 4xy + y2 − 2x + 6y − 3 = 0.Çàäà÷à 53. ×åðåç òî÷êó A(−2, 1) ïðîâåñòè êàñàòåëüíûå ê êðèâûì1)3x2 + 2xy + 2y2 + 3x − 4y = 0;2)2x2 − xy − y2 − 15x − 3y + 18 = 0è âûÿñíèòü, ïî÷åìó â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìû ìîæåì ïðîâåñòèòîëüêî ïî îäíîé êàñàòåëüíîé. 65



Çàäà÷à 54. Ñðåäè ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ êðèâîé
x2 + xy + y2 + 2x + 3y − 3 = 0íàéòè òå, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû îñè àáñöèññ.Çàäà÷à 55. Ê äàííîé êðèâîé
x2 + xy + y2 + 2x + 3y − 3 = 0ïðîâåñòè êàñàòåëüíûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé 3x+3y−5 = 0 è îïðåäåëèòüòî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ýòèõ êàñàòåëüíûõ.Çàäà÷à 56. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è êàñàþùåéñÿ ïðÿìîé 4x + 3y + 2 = 0 âòî÷êå A(1,−2) è ïðÿìîé x − y − 1 = 0 â òî÷êå B(0,−1).�åøåíèå. Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0.Ïîñêîëüêó êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî a33 = 0. Ñîñòà-âèì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
A:

(a11 − 2a12 + a13)x + (a12 − 2a22 + a23)y + a13 − 2a23 = 0.Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ýòà êàñàòåëüíàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé 4x+3y +2 = 0,òî ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî t, ÷òî





a11 − 2a12 + a13 = 4t;

a12 − 2a22 + a23 = 3t;

a13 − 2a23 = 2t.Âûðàçèì èç êàæäîãî óðàâíåíèÿ ïàðàìåòð:





a11 − 2a12 + a13

4
= t;

a12 − 2a22 + a23

3
= t;

a13 − 2a23

2
= t.Èç ðàâåíñòâà ïðàâûõ ÷àñòåé ñëåäóåò ðàâåíñòâî ëåâûõ, ïîýòîìó ïîëó÷èìñèñòåìó: 





a11 − 2a12 + a13

4
=

a12 − 2a22 + a23

3
;

a13 − 2a23

2
=

a12 − 2a22 + a23

3
.66



Òåïåðü, ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèé, ïîëó÷àåì:




3a11 − 6a12 + 3a13 = 4a12 − 8a22 + 4a23;

3a13 − 6a23 = 2a12 − 4a22 + 2a23.

(∗)Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè êàñàíèÿ B, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
(−a12 + a13)x + (−a22 + a23)y − a23 = 0.Òîãäà, ïîñêîëêó ýòà êàñàòåëüíàÿ ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ïðÿìîé

x − y − 1 = 0, òî ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî:





−a12 + a13 = k;

−a22 + a23 = −k;

−a23 = −k.Ïîìåíÿåì çíàê âî âòîðîì è òðåòüåì óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû:





−a12 + a13 = k;

a22 − a23 = k;

a23 = k.Òîãäà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà:




−a12 + a13 = a23;

a22 − a23 = a23.

(∗∗)Îáúåäèíèì òåïåðü (*) è (**) â îäíó ñèñòåìó:





3a11 − 6a12 + 3a13 = 4a12 − 8a22 + 4a23;

3a13 − 6a23 = 2a12 − 4a22 + 2a23;

−a12 + a13 = a23;

a22 − a23 = a23.67



Âûðàçèì â ýòîé ñèñòåìå âñå ïåðåìåííûå ÷åðåç êàêóþ-ëèáî îäíó, íà-ïðèìåð, ÷åðåç a23 :






3a11 − 6a12 + 3a13 = 4a12 − 8 · 2a23 + 4a23;

3a13 − 6a23 = 2a12 − 4 · 2a23 + 2a23;

−a12 + a13 = a23;

a22 = 2a23;






3a11 − 10a12 + 3a13 = −12a23;

3a13 − 2a12 = 0;

−a12 + a13 = a23;

a22 = 2a23.Òåïåðü ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: a22 = 2a23; a12 =
= −3a23; a13 = −2a23; a11 = −12a23.Ïóñòü a23 = 1. Òîãäà a22 = 2; a12 = −3; a13 = −2; a11 = −12.Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå êðèâîé èìååò âèä:

−12x2 − 6xy + 2y2 − 4x + 2y = 0èëè
6x2 + 3xy − y2 + 2x − y = 0.Îòâåò:
6x2 + 3xy − y2 + 2x − y = 0.Çàäà÷à 57. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ êðèâàÿ
x2 + 2λxy − y2 + 5x − 9 = 0ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ 2x − y + 7 = 0 òîëüêî â îäíîé òî÷êå.Çàäà÷à 58. Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè O(0, 0),

A(0, 2), B(2, 4) è ïåðåñåêàåò ëèøü â îäíîé òî÷êå êàæäóþ èç ïðÿìûõ:
3x − 2y + 1 = 0 è 2x + y − 5 = 0. Íàéòè óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé.Çàäà÷à 59. Êðèâàÿ ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç îñåé êîîðäèíàò òîëüêî âíà÷àëå êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, èçâåñòíû äâå åå òî÷êè: A(2,−1) è B(−
−2, 2). Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ýòîé êðèâîé.Çàäà÷à 60. Íàéòè ìíîæåñòâî öåíòðîâ âñåõ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà,êàñàþùèõñÿ îñè àáñöèññ â òî÷êå A(2, 0) è îñè îðäèíàò â òî÷êå B(0, 1).68



2.4 Äèàìåòðû ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñîïðÿæåí-íûå íàïðàâëåíèÿ. �ëàâíûå îñèÏóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåì ñåìåéñòâî õîðäýòîé ëèíèè îäíîãî íàïðàâëåíèÿ. Òîãäà ñåðåäèíû âñåõ õîðä îáðàçóþò îò-ðåçîê ïðÿìîé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì, ñîïðÿæåííûì äàííûìõîðäàì. Óðàâíåíèå äèàìåòðà èìååò âèä:
(a11x + a12y + a13) + k(a12x + a22y + a23) = 0.Çäåñü k � óãëîâîé êîý��èöèåíò ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðó õîðä. Íàïðàâ-ëåíèå õîðä è íàïðàâëåíèå äèàìåòðà, ñîïðÿæåííîãî ýòèì õîðäàì íàçû-âàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè íàïðàâëåíèÿìè. Åñëè k è k′ � äâà ñîïðÿæåííûõíàïðàâëåíèÿ, òî ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü:

a11 + a12(k + k′) + a22kk′ = 0.Ñîïðÿæåííûìè íàçûâàþòñÿ äèàìåòðû êàæäûé èç êîòîðûõ äåëèòïîïîëàì îñè, ïàðàëëåëüíûå äðóãîìó. �ëàâíûìè îñÿìè íàçûâàþòñÿ ñî-ïðÿæåííûå âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðû. Íàïðàâëåíèÿ ãëàâíûõîñåé íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè. Åñëè ó ëèíèè íàõîäÿòñÿãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ, òî ïîñëå îòíåñåíèÿ åå ê ãëàâíûì îñÿì, ïîëó÷èì êà-íîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíèè. Ýòî íå òîëüêî ïîçâîëÿåò ñðàçó îïðåäåëèòüòèï ëèíèè, íî è ïîñòðîèòü åå, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü ïðàìûå,ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé óêàçàííûå ãëàâíûå îñè.Êàê îòíåñòè ëèíèþ ê ãëàâíûì îñÿì:1. Íàõîäÿòñÿ äâà âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðà,äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó äâóìÿ ñîïðÿæåííûìè íàïðàâ-ëåíèÿìè è óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ÷åðåç óãëîâûå êîý��èöèåíòû.2. Åñëè a1x+ b1y + c1 = 0 è a2x+ b2y + c2 = 0 � óðàâíåíèÿ íàéäåííûõäèàìåòðîâ, òî ïðèðàâíÿâ èõ ê óðàâíåíèÿì íîâûõ îñåé (X = 0 è Y = 0),ïîëó÷èì:
a1x + b1y + c1 = X;

a2x + b2y + c2 = Y.Îòñþäà, âûðàçèâ x è y ÷åðåç X è Y è ïîäñòàâèâ èõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå,ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíèè, ò. å. ïðèâåäåíèå ê ãëàâíûì îñÿì.�ëàâíûå íàïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü òàê æå íàéäåíû è èç ñîîòíîøåíèÿ:
a12k

2 + (a11 − a22)k − a12 = 0.Óãëîâîé êîý��èöèåíò äëÿ âñåõ äèàìåòðîâ ïàðàáîëû îïðåäåëÿåòñÿ ïî�îðìóëå:
k = −a11

a12

= −a12

a22

.Óãëîâûå êîý��èöèåíòû àñèìïòîò ãèïåðáîëû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîò-íîøåíèÿ:
a11 + 2a12k + a22k

2 = 0.69



Çàäà÷à 61. ×åðåç òî÷êó A(1, 2) ïðîâåäåí äèàìåòð êðèâîé
3x2 − 2xy + 3y2 + 4x + 4y − 4 = 0.Íàéòè óðàâíåíèå ýòîãî äèàìåòðà è äèàìåòðà åìó ñîïðÿæåííîãî.Çàäà÷à 62. Äàíà êðèâàÿ
2x2 + 5xy − 3y2 + 3x + 16y = 0.Íàéòè äèàìåòð, ïàðàëëåëüíûé îñè àáñöèññ è äèàìåòð, åìó ñîïðÿæåííûé.Çàäà÷à 63. Íàéòè äâà ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðà êðèâîé

xy − y2 − 2x + 3y − 1 = 0èç êîòîðûõ îäèí ïàðàëëåëåí îñè îðäèíàò.Çàäà÷à 64. Äàíà êðèâàÿ
3x2 + 2xy + 2y2 + 3x − 4y = 0è îäèí èç åå äèàìåòðîâ x+2y−2 = 0. Íàéòè äèàìåòð åìó ñîïðÿæåííûé.Çàäà÷à 65. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äèàìåòðà êðèâîé
2x2 + 4xy + 5y2 − 8x + 6 = 0,ïàðàëëåëüíîãî ïðÿìîé 2x − y + 5 = 0.Çàäà÷à 66. Äàíà êðèâàÿ

3x2 + 7xy + 5y2 + 4x + 5y + 1 = 0.Íàéòè åå äèàìåòð, îáðàçîâàííûé ñåðåäèíàìè õîðä:1) ïàðàëëåëüíûõ îñè àáñöèññ;2) ïàðàëëåëüíûõ îñè îðäèíàò;3) ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé x + y + 1 = 0.Çàäà÷à 67. Íàéòè äèàìåòð êðèâîé
5x2 − 3xy + y2 − 3x + 2y − 5 = 0,ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíó õîðäû, îòñåêàåìîé ýòîé êðèâîé íà ïðÿìîé

x − 2y − 1 = 0.Çàäà÷à 68. Íàéòè ñåðåäèíó õîðäû, îòñåêàåìîé êðèâîé
2x2 + 4xy + 3y2 − 3x − 3y = 070



íà ïðÿìîé x + 3y − 12 = 0.Çàäà÷à 69. ×åðåç òî÷êó A(1,−3) ïðîâåñòè õîðäó ýëëèïñà
x2

15
+

y2

12
= 1,ñîïðÿæåííóþ äèàìåòðó 2x + 5y = 0.Çàäà÷à 70. Íàéòè îñü ñèììåòðèè è âåðøèíó êàæäîé èç ñëåäóþùèõïàðàáîë:1) x2 + 4xy + 4y2 − 6x − 2y + 1 = 0;�åøåíèå. Íàéäåì ñíà÷àëà óãëîâîé êîý��èöèåíò äëÿ äèàìåòðà ïàðà-áîëû:

k = −a11

a12

= −a12

a22

= −1

2
.Ïîñêîëüêó îñü ñèììåòðèè ïàðàáîëû � ýòî äèàìåòð, ïðîõîäÿùèé ÷åðåçâåðøèíó ïàðàáîëû, òî ýòîò äèàìåòð áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíûì ñîïðÿæåí-íûì ñ íèì õîðäàì. Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâîé êîý��èöèåíò k1 äëÿ ýòèõõîðä áóäåò ðàâåí:

k1 = −1

k
= 2.Òåïåðü îñü ñèììåòðèè äàííîé ïàðàáîëû ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê äèà-ìåòð, ñîïðÿæåííûé õîðäàì ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì k1:

(a11x + a12y + a13) + k(a12x + a22y + a23) = 0;

(x + 2y − 3) + 2(2x + 4y − 1) = 0;

x + 2y − 1 = 0.Âûðàçèâ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ x = 1 − 2y è ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèåïàðàáîëû, ïîëó÷èì: (1− 2y)2 + 4(1− 2y)y + 4y2 − 6(1− 2y)− 2y + 1 = 0;

10y − 4 = 0.Îòñþäà ïîëó÷àåì çíà÷åíèå îðäèíàòû äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ: y =
2

5
è èçïîëó÷åííîãî âûøå óðàâíåíèÿ äèàìåòðà, çíà÷åíèå àáñöèññû: x =

1

5
.Îòâåò: x + 2y − 1 = 0; A(

1

5
,
2

5
).2) 9x2 − 12xy + 4y2 − 8x = 0;3) 3y2 + 2x − 6y + 5 = 0. 71



Çàäà÷à 71. Íàéòè îáùèé äèàìåòð äâóõ êðèâûõ:
x2 − xy − y2 − x − y = 0è

x2 + 2xy + y2 − x + y = 0.Çàäà÷à 72. Îòíåñòè ê ãëàâíûì îñÿì êðèâûå:1) 9x2 − 4xy + 6y2 + 6x − 8y + 2 = 0;�åøåíèå. Åñëè k1 è k2 � äâà âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ,òî
k1 = − 1

k2

.Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå äëÿ ñîïðÿæåííûõ íà-ïðàâëåíèé, ïîëó÷èì:
a11 + a12(k2 −

1

k2

) − a22

k2

k2

= 0;

9 − 2k2 +
2

k2

− 6 = 0;

3k2 − 2k2

2
+ 2 = 0;

2k2

2
− 3k2 − 2 = 0.Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ äëÿ óãëîâîãî êîý��èöèåíòà k2:

k21 = 2 è k22 = −1

2
.Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè óãëîâûå êîý��èöèåíòû îïðåäåëÿþò âçàèìíîïåðïåí-äèêóëÿðíûå íàïðàâëåíèÿ.Ñîñòàâèì òåïåðü óðàâíåíèÿ äèàìåòðîâ, ñîïðÿæåííûõ ýòèì íàïðàâëå-íèÿì. Ýòè äèàìåòðû òàê æå áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíûìè:

(9x − 2y + 3) + 2(−2x + 6y − 4) = 0;

5x + 10y − 5 = 0èëè
x + 2y − 1 = 0;

(9x − 2y + 3) − 1

2
(−2x + 6y − 4) = 0;

10x − 5y + 5 = 072



èëè
2x − y + 1 = 0.Òåïåðü íóæíî ïðèðàâíÿòü óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ äèàìåòðîâ ê óðàâ-íåíèÿì íîâûõ îñåé: X = 0 è Y = 0 :





x + 2y − 1 = X;

2x − y + 1 = Y.Ïðèáàâèâ ê ýëåìåíòàì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ýëåìåíòû âòîðîãî, óìíîæåí-íûå íà 2, ïîëó÷èì:
5x = X + 2Y − 1èëè
x =

X + 2Y − 1

5
.Àíàëîãè÷íî, ïðèáàâèâ ê ýëåìåíòàì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýëåìåíòû ïåðâîãîóðàâíåíèÿ, óìíîæåííûå íà −2, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ y:

y =
2X − Y + 3

5
.Ïîäñòàâèì òåïåðü ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â èñõîäíîå îáùåå óðàâíåíèåëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà:

9
(X

5
+

2Y

5
− 1

5

)2

− 4
(X

5
+

2Y

5
− 1

5

)(2X

5
− Y

5
+

3

5

)
+

6
(2X

5
− Y

5
+

3

5

)2

+ 6
(X

5
+

2Y

5
− 1

5

)
− 8

(2X

5
− Y

5
+

3

5

)
+ 2 = 0.Âîçâåäÿ â êâàäðàò è óìíîæèâ îáå ÷àñòè íà 5, ïîëó÷èì:

9

5

(
X2 + 4Y 2 + 1 − 2X − 4Y + 4XY

)
−

4

5

(
2X2 − XY + 3X + 4XY − 2Y 2 + 6Y − 2X + Y − 3

)
+

6

5

(
4X2 + Y 2 + 9 − 4XY + 12X − 6Y

)
+

6
(
X + 2Y − 1

)
− 8

(
2X − Y + 3

)
+ 10 = 0.Òåïåðü îñòàåòñÿ ïðèâåñòè ïîäîáíûå:

25

5
X2 +

50

5
Y 2 − 5 = 0;73



5X2 + 10Y 2 − 5 = 0.Îòâåò: 5X2 + 10Y 2 − 5 = 0.2) 32x2 + 60xy + 7y2 − 16x − 2y + 1 = 0;3) 2xy + 3x − y − 2 = 0;4) 5x2 + 4xy + 8y2 − 32x − 56y + 80 = 0;5) 5x2 + 12xy − 22x − 12y − 19 = 0.Çàäà÷à 73. Íàéòè àñèìïòîòû ñëåäóþùèõ ãèïåðáîë:1) 3x2 + 2xy − y2 + 8x + 10y + 14 = 0;2) 3x2 + 10xy + 7y2 + 4x + 2y + 1 = 0;3) 10xy − 2y2 + 6x + 4y − 21 = 0;4) 2x2 − 3xy − x + 3y + 4 = 0.Çàäà÷à 74. Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ óðàâíåíèå ãèïåðáîëû
2x2 − 12xy − 7y2 + 8x + 6y = 0,åñëè çà îñè êîîðäèíàò ïðèíÿòü åå àñèìïòîòû?

74



3 ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ3.1 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Êîíè÷åñêèå è öèëèí-äðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòèÂðàùåíèåì ïëîñêîé ëèíèè Φ âîêðóã äàííîé ïðÿìîé a íàçûâàåòñÿ òàêîåäâèæåíèå ëèíèè Φ, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà À ýòîé ëèíèè â ïëîñ-êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íåêîòîðîé ïðÿìîé a îïèñûâàåò îêðóæíîñòü ñöåíòðîì â òî÷êå À1, ãäå À1 � ïðîåêöèÿ òî÷êè À íà ýòó ïðÿìóþ. Ïðÿìàÿ
a íàçûâàåòñÿ îñüþ âðàùåíèÿ.Ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ íàçûâàåòñÿ �èãóðà, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíè-åì íåêîòîðîé ëèíèè âîêðóã íåêîòîðîé îñè â ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 23).

�èñ. 23:Îñü âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïëîñêîéëèíèè 



F1(x, y, z) = 0;

F2(x, y, z) = 0.âîêðóã îñè OZ, íóæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå ýòîé ëèíèè ê âèäó




x = ϕ1(z);

y = ϕ2(z),âîçâåñòè îáå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé â êâàäðàò è ñëîæèòü óðàâíå-íèÿ ïî÷ëåííî.Âûâîä óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ âîêðóã äðóãèõ êîîðäèíàò-íûõ îñåé àíàëîãè÷åí.Ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà âðàùåíèåìíåêîòîðîé ïëîñêîé êðèâîé. Ïîýòîìó êàæäîìó òèïó ïëîñêèõ ëèíèé âòî-ðîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé òèï ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.75



Âðàùàÿ ïðÿìóþ 



x = a;

y = 0.âîêðóã îñè OZ, ïîëó÷èì êðóãîâîé öèëèíäð (ðèñ. 24, A)):
x2 + y2 = a2Âðàùàÿ îêðóæíîñòü





x2 + z2 = a2;

y = 0.âîêðóã îñè OZ, ïîëó÷èì ñ�åðó (ðèñ. 24, B)):
x2 + y2 + z2 = a2

A) B)�èñ. 24:Âðàùàÿ ýëëèïñ: 




x2

a2
+

z2

c2
= 1;

y = 0.âîêðóã îñè OZ, ïîëó÷èì ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ (ðèñ. 25, A)):
x2

a2
+

y2

a2
+

z2

c2
= 176



Âðàùàÿ ãèïåðáîëó: 




x2

a2
− z2

c2
= 1;

y = 0.âîêðóã îñè OZ, ïîëó÷èì îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ (ðèñ. 25,B)):
x2

a2
+

y2

a2
− z2

c2
= 1

A) B)�èñ. 25:Âðàùàÿ æå ýòó ãèïåðáîëó âîêðóã îñè OX, ïîëó÷èì äâóïîëîñòíûéãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ (ðèñ. 26):
x2

a2
− y2

c2
− z2

c2
= 1Âðàùàÿ ïàðàáîëó: 




x2 = 2pz;

y = 0.âîêðóã îñè OZ, ïîëó÷èì ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ (ðèñ. 27, A)):
x2

p
+

y2

p
= 2z77



�èñ. 26:

A)

B)�èñ. 27:
78



Êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ èëè ïðîñòî êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõ-íîñòü, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ äâèæåíèåì íåêîòîðîé ïðÿìîé (îáðàçóþùåé),ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó (âåðøèíó) è ïåðåñåêàþùåé íåïî-äâèæíóþ ëèíèþ (íàïðàâëÿþùóþ) (ðèñ. 27, B)).Êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
X2

a2
+

Y 2

b2
− Z2

c2
= 0.Öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ èëè öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ïîâåðõ-íîñòü, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ äâèæåíèåì íåêîòîðîé ïðÿìîé (îáðàçóþùåé),ñîõðàíÿþùåé ñâî¼ íàïðàâëåíèå è ïåðåñåêàþùåé íåêîòîðóþ íåïîäâèæ-íóþ ëèíèþ (íàïðàâëÿþùóþ).Ýëëèïñ, çàäàííûé ñèñòåìîé






x2

a2
+

y2

b2
= 1;

z = 0,âûñòóïàÿ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé, îáðàçóåò ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð,êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (ðèñ. 28, A)):
x2

a2
+

y2

b2
= 1.Ïàðàáîëà, çàäàííàÿ ñèñòåìîé





y2 = 2px;

z = 0,âûñòóïàÿ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé, îáðàçóåò ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð,êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (ðèñ. 28, B)):
y2 = 2px.�èïåðáîëà, çàäàííàÿ ñèñòåìîé






x2

a2
− y2

b2
= 1;

z = 0,âûñòóïàÿ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé, îáðàçóåò ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð(ðèñ. 28), êîòîðûé èìååò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
x2

a2
− y2

b2
= 1.79



A) B)�èñ. 28:

�èñ. 29:
80



Â îáùåì æå, ëþáîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî äâóõïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ïî-âåðõíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (x1, x2) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåêî-òîðîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäàýòîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðîåê (x1, x2, x3),ãäå x3 � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòè òðîéêè îïðå-äåëÿþò â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, îáðàçóþùååïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ òîé êîîðäèíàòíîé îñè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïå-ðåìåííîé x3.Çàäà÷à 75. Êàêèå �èãóðû çàäàíû â ÏÄÑÊ-3 óðàâíåíèÿìè è íåðà-âåíñòâàìè:1.x2 + y2 − a2 = 0;2.y2 + z2 > 25;3.x2

16
+

y2

25
= 1;4.y2 = 8z;5.(y − x)2 − z2 = 0;6.x2 + y2 + 9 = 0.Çàäà÷à 76. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êðóãîâîãî öèëèíäðà, åñëè èçâåñòíûóðàâíèÿ åãî îñè:






x = 5 + 2t;

y = 1 − t;

z = 3 + 2tè êîîðäèíàòû îäíîé åãî òî÷êè M0(2, 0, 1).�åøåíèå. �àññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè êðóãîâîãî öèëèíäðà äî åãî îñèåñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. ×òîáû íàéòè ýòó âåëè÷èíó äëÿ äàííîãî âóñëîâèè êðóãîâîãî öèëèíäðà, âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè M0 èóðàâíåíèåì îñè � íàéäåì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Ýòî ðàññòîÿíèå ìîæ-íî íàéòè ïî �îðìóëå
d =

|~a ×−−→
AM0|
|~a| ,ãäå ~a � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè, à A � òî÷êà îñè èç åå ïàðàìåòðè-÷åñêèõ óðàâíåíèé, ò.å., ~a(2,−1, 2) è A(5, 1, 3). Òîãäà, åñëè M(x, y, z) �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà öèëèíäðà, òî ïîëó÷èì:

d =
|~a ×−−→

AM0|
|~a| =

|~a ×−−→
AM |

|~a| .81



Ïîýòîìó ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
|~a ×−−→

AM0| = |~a ×−−→
AM |.Ýòî ñîîòíîøåíèå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì óðàâíåíèåì êðóãîâîãî öèëèíäðà.Îñòàëîñü ïåðåéòè ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè. Ïðåæäå íàéäåì êîîðäèíàòûâåêòîðîâ:

−−→
AM0(−3,−1,−2);

−−→
AM(x − 5, y − 1, z − 3).Çàòåì íàéäåì ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ~a è −−→

AM0:
|~a ×−−→

AM0| = |(2,−1, 2)× (−3,−1,−2)| = mod

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

2 −1 2

−3 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣(2 + 2)~i + (4 − 6)~j + (−2 − 3)~k
∣∣ = |4~i − 2~j − 5~k| =

√
42 + 22 + 52 =

√
45.Òåïåðü íàéäåì ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ~a è −−→

AM :
|~a ×−−→

AM | = |(2,−1, 2)× (x − 5, y − 1, z − 3)| =

mod

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

2 −1 2

x − 5 y − 1 z − 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣(3 − z + 2 − 2y)~i + (6 − 2z + 2x − 10)~j + (2y − 2 + x − 5)~k
∣∣ =

|(−2y − z + 5)~i + (2x − 2z − 4)~j + (x + 2y − 7)~k| =
√

(−2y − z + 5)2 + (2x − 2z − 4)2 + (x + 2y − 7)2 =
√

5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy − 8xz + 4yz − 32x − 48y + 6z + 90.Îñòàëîñü ïðèðàâíÿòü:
√

5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy − 8xz + 4yz − 30x − 48y + 6z + 90 =
√

45;

5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy − 8xz + 4yz − 30x − 48y + 6z + 90 = 45;

5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy − 8xz + 4yz − 30x − 48y + 6z + 45 = 0.82



Îòâåò: 5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy − 8xz + 4yz − 30x− 48y + 6z + 45 = 0.Çàäà÷à 77. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå öèëèíäðà, åñëè îí ñîñòîèò èç ïðÿ-ìûõ:1) ïàðàëëåëüíûõ âåêòîðó ~a(1, 0, 1) è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ýëëèïñà




9x2 + 4y2 − 18x − 16y − 11 = 0;

z = 0�åøåíèå. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ âåêòîðó ~a èìååò óðàâíåíèå
X − x

1
=

Y − y

0
=

Z − z

1
.Ïóñòü M(x, y, 0) � òî÷êà ýòîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò äàííîìó âóñëîâèè ýëëèïñó. Òîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé ïðèìåò âèä:

X − x

1
=

Y − y

0
=

Z − 0

1
.Îòñþäà ïîëó÷èì äâà ñîîòíîøåíèÿ: X − x = Z è Y − y = 0. Åñëè òåïåðüîïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè M êàê ïåðåìåííûå è ïîäñòàâèòü èõ â óðàâ-íåíèå ýëëèïñà, òî ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èçêîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, ò.å. â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîåìíîæåñòâî ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà âåêòîðó ~a è ïðîõî-äèò ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó ýëëèïñà. Ýòî ìíîæåñòâî è áóäåò ÿâëÿòüñÿèñêîìûì öèëèíäðîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîâåðøèòü óêàçàííîå äåéñòâèå,âûðàçèì èç ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé êîîðäèíàòû òî÷êè M : x =

= X − Z; y = Y. Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî ïîäñòàâèòü ýòè êîîðäèíàòû âóðàâíåíèå ýëëèïñà:
9(X − Z)2 + 4Y 2 − 18(X − Z) − 16Y − 11 = 0;

9X2 + 4Y 2 + 9Z2 − 18XZ − 18X + 18Z − 16Y − 11 = 0.Îòâåò: 9X2 + 4Y 2 + 9Z2 − 18XZ − 18X + 18Z − 16Y − 11 = 0.2) ïàðàëëåëüíûõ îñè Ox è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ïàðàáîëû




2z − y2 + 4y − 6 = 0;

x = 0, 83



3) ïàðàëëåëüíûõ áèññåêòðèñå êîîðäèíàòíîãî óãëà (ĵ, k) è ïðîõîäÿùèõ÷åðåç òî÷êè ãèïåðáîëû




x2 − y2 − 25 = 0;

z = 0.Çàäà÷à 78. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå �èãóðû, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì âî-êðóã îñè Ox ïðÿìîé




z − 2 = 0;

y = 0.�åøåíèå. Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïåðåìåííûå z è y êàê �óíê-öèè îò ïåðåìåííîé x: 



z = 2;

y = 0.Âîçâåäåì òåïåðü â êâàäðàò îáå ÷àñòè êàæäîãî èç óðàâíåíèé:




z2 = 4;

y2 = 0.Òåïåðü îñòàëîñü ñëîæèòü ïî÷ëåííî ýòè äâà óðàâíåíèÿ:
y2 + z2 = 4è ïðåäñòàâèòü çàòåì â êàíîíè÷åñêîì âèäå:
y2

4
+

z2

4
= 1.Îòâåò: y2

4
+

z2

4
= 1.Çàäà÷à 79. Îò ñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ çàâèñèò ìíîæåñòâî:1) âñåõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ ïðîñòðàíñòâà?2) âñåõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ, èìåþùèõ äàííûé ðàäèóñ?3) âñåõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ, èìåþùèõ äàííóþ îñü?4) âñåõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ ïðÿìóþ?Çàäà÷à 80. Êàêèå �èãóðû çàäàíû â ÏÄÑÊ-3 óðàâíåíèÿìè è íåðà-âåíñòâàìè: 84



1) x2 − y2 + z2 = 0;2) x2 + y2 − (z − 1)2 = 0;3) x2 + y2 − z2 − 2x − 4y + 2z + 4 = 0;4) (x − 2)2 + (y + 1)2 − (z − 1)2 6 0;5) 9x2 − 36y2 + 4z2 − 18x + 144y − 8z − 131 > 0.Çàäà÷à 81. Íàïèøèòå óðàâíåíèå �èãóðû, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåìïðÿìîé 



x − 2y = 0;

z = 0.âîêðóã îñè: 1) Ox; 2) Oy.Çàäà÷à 82. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êîíóñà, åñëè îí ñîñòîèò èç ïðÿìûõ,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó S:1) S(1, 1, 0) è òî÷êè îêðóæíîñòè




x2 + z2 − z = 0;

y = 0;�åøåíèå. Ïóñòü M(x, 0, z) � íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæ-íîñòè è N(X, Y, Z) � íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîíóñà. Òàê êàêîáðàçóþùàÿ (ïðÿìàÿ) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó S, òî êîîðäèíàòû òî÷êè Näîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè Mè S. Òîãäà, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå ïðÿìîé êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê, ïîëó-÷èì:
X − x

1 − x
=

Y − 0

1 − 0
=

Z − z

0 − zèëè
X − x

1 − x
=

Y

1
=

Z − z

−z
.Òîãäà, ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèé, ïîëó÷èì:

X − x = Y (1 − x); Y x − x = Y − X; x =
Y − X

Y − 1
.

Z − z = −zY ; Y z − z = −Z; z =
−Z

Y − 1
.Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèå ýëëèïñà:

(Y − X

Y − 1

)2

+
( −Z

Y − 1

)2

− −Z

Y − 1
= 0;85



(Y − X)2 + Z2 + Z(Y − 1)

(Y − 1)2
= 0;

Y 2 − 2XY + X2 + Z2 + ZY − Z = 0.Îòâåò: x2 + y2 + z2 − 2xy + zy − z = 0.2) S(1, 0, 0) è òî÷êè îêðóæíîñòè




y2 + z2 = 16;

x = 0.3) S(4, 0,−3) è òî÷êè ýëëèïñà





y2

25
+

z2

9
= 1;

x = 0;4) S(0, 0, 0) è òî÷êè îêðóæíîñòè




x2 + y2 = a2;

z = c.Çàäà÷à 83. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êðóãîâîãî êîíóñà, åñëè:1) îñü Oz ÿâëÿåòñÿ åãî îñüþ, âåðøèíà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò,à òî÷êà M0(3,−4, 7) � îäíà èç òî÷åê ýòîãî êîíóñà;2) îñü Oy ÿâëÿåòñÿ åãî îñüþ, âåðøèíà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò,à îáðàçóþùèå íàêëîíåíû ïîä óãëîì 60◦ ê îñè Oy;3) îñüþ êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ x − 2

2
=

y + 1

−2
=

z + 1

−1
, âåðøèíàïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè Oyz, à òî÷êà M0(1, 1,−

5

2
) � êîíóñó.Óêàçàíèå. Âíà÷àëå íóæíî íàéòè âåðøèíó êîíóñà � ýòî òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oyz ñ îñüþ êîíóñà (äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîéïëîñêîñòè x = 0). Çàòåì íóæíî ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû êî-îðäèíàò, ñîñòîÿùåå â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè ïàðàëëåëüíîãî ïå-ðåíîñà íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò â âåðøèíó êîíóñà, ïîâîðîòà âîêðóãêîîðäèíàòíîé îñè Oz è ïîâîðîòà âîêðóã êîîðäèíàòíîé îñè Oy òàêèì îá-ðàçîì, ÷òîáû îñü êîíóñà îêàçàëàñü îñüþ àáñöèññ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé íóæíî ïîëó÷èòü �îðìóëû86



îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òåïåðü ìîæíî íàïèñàòü êà-íîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðóãîâîãî êîíóñà â îáùåì âèäå. Äëÿ òîãî, ÷òîáûíàéòè çíà÷åíèÿ ïîëóîñåé, íóæíî íàéòè íîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè M èïîäñòàâèòü èõ â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå.Çàäà÷à 84. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 = yz çàäàåò êîíóñ ñ âåðøè-íîé â íà÷àëå êîîðäèíàò.Çàäà÷à 85. Îò ñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ çàâèñèò ìíîæåñòâî âñåõ êðóãî-âûõ êîíóñîâ ïðîñòðàíñòâà?Çàäà÷à 86. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êðóãëîãî êîíóñà, ïðîõîäÿùåãî ÷å-ðåç âñå êîîðäèíàòíûå îñè.Óêàçàíèå. Çà íàïðàâëÿþùóþ êîíóñà íóæíî âçÿòü îêðóæíîñòü. êîòî-ðàÿ ïåðåñåêàåò âñå òðè îñè è ðàñïîëîæåíà â ëþáîé ïëîñêîñòè, îáðàçó-þùåé ñ îñÿìè êîîðäèíàò ðàâíûå óãëû. Òàêàÿ îêðóæíîñòü ìîæåò áûòüçàäàíà ñèñòåìîé




(x − a)2 + (y − a)2 + (z − a)2 = 6a2;

x + y + z = 3a.Çàäà÷à 87. Íàïðàâëÿþùàÿ öèëèíäðà çàäàíà ñèñòåìîé




x = y2 + z2;

x = 2z,à îáðàçóþùàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè íàïðàâëÿþùåé. Ñîñòàâèòüóðàâíåíèå öèëèíäðà.Çàäà÷à 88. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå öèëèíäðà, îïèñàííîãî îêîëî ñ�åðû
x2 + y2 + z2 = 1,çíàÿ, ÷òî îñü åãî ñîñòàâëÿåò ðàâíûå óãëû ñ òðåìÿ îñÿìè êîîðäèíàò.Çàäà÷à 89. Äàíû òðè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

x = y = z;

x + 1 = y = z − 1;

x − 1 = y + 1 = z − 2.Íàéòè ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íèõ êðóãîâîé öèëèíäð.Óêàçàíèå. Íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðà ñëóæèò îêðóæíîñòü, ëåæàùàÿâ ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê äàííûì ïðÿìûì è ïðîõîäÿùåé ÷åðåçòî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ äàííûìè ïðÿìûìè.87



3.2 Ñ�åðà è ýëëèïñîèäÝëëèïñîèäîì íàçûâàåòñÿ �èãóðà (ðèñ. 30, A)), êîòîðàÿ â íåêîòîðîéÏÄÑÊ-3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.Åñëè a = b = c, òî ýëëèïñîèä ñòàíîâèòñÿ ñ�åðîé:

x2

a2
+

y2

a2
+

z2

a2
= 1,äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü èçâåñòíîå óðàâíåíèå:

(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2,ãäå S(a, b, c) � öåíòð ñ�åðû, à r � åå ðàäèóñ (ðèñ. 30, B)).

A) B)�èñ. 30:Çàäà÷à 90. Íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ êàæäîé èç ñ�åð:1) x2 + y2 + z2 + 2x − 6y + 8z + 10 = 0;2) x2 + y2 + z2 − 12x − 6y + 37 = 0;3) x2 + y2 + z2 − 2x + 6y − 8z + 26 = 0;4) x2 + y2 + z2 + 4y − 10z + 10 = 0.Çàäà÷à 91. Íàïèñàòü óðàâíåíèå øàðîâîé ïîâåðõíîñòè, èìåþùåéöåíòð â òî÷êå1) (2,−1, 3)è ðàäèóñR = 6; 88



2) (0, 0, 0)è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM(6,−2, 3).Çàäà÷à 92. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ñ�åðû, îïèñàííîé îêîëî òåòðàýäðà,îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à òðè äðóãèåíàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ A(2, 0, 0), B(0, 5, 0), C(0, 0, 3).Çàäà÷à 93. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ñ�åðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
A(1, 5, 1) è îêðóæíîñòü





(x − 1)2 + (y − 5)2 = 16;

z = 0.Çàäà÷à 94. Íàéäèòå êîîðäèíàòû öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè




x2 + y2 + z2 − 12x + 4y + 24 = 0;

2x + 2y + z + 1 = 0.�åøåíèå: Äàííàÿ â óñëîâèè çàäà÷è îêðóæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè è ñ�åðû. Íàéäåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèåñ�åðû. Âûäåëèâ äëÿ ýòîé öåëè ïîëíûå êâàäðàòû, ïîëó÷èì:
(x2 + 12x + 36) + (y2 + 4y + 4) + (z2) − 36 − 4 + 24 = 0;

(x − 6)2 + (y + 2)2 + z2 = 16.Ñëåäîâàòåëüíî, öåíòðîì ñ�åðû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O(6,−2, 0), à åå ðàäèóñðàâåí 4. Öåíòð èñêîìîé îêðóæíîñòè � òî÷êà O1 � ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïå-ðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè 2x + 2y + z + 1 = 0 è ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åéè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð äàííîé ñ�åðû, ò.å. òî÷êó O(6,−2, 0) (ðèñ. 31).

�èñ. 31:89



Â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà óêàçàííîé ïðÿìîé âîçüìåì íîð-ìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè, ò.å. âåêòîð ~n(2, 2, 1). Òîãäà êàíîíè÷åñêîåóðàâíåíèå ïðÿìîé ïðèìåò âèä:
x − 6

2
=

y + 2

2
=

z

1
.Ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì:






x = 6 + 2t;

y = −2 + 2t;

z = t.Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ìûïîëó÷èì:
2(6 + 2t) + 2(−2 + 2t) + t + 1 = 0;

12 + 4t − 4 + 4t + t + 1 = 0;

t = −1.Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-íèÿ ïðÿìîé, ìû ïîëó÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñ-êîñòè, ò.å. êîîðäèíàòû òî÷êè O1(4,−4,−1). Íàéäåì ðàññòîÿíèå OO1 :

OO1 =
√

(6 − 4)2 + (−2 − (−4))2 + (0 − (−1))2 =
√

4 + 4 + 1 = 3.Òåïåðü ðàäèóñ îêðóæíîñòè ìîæíî íàéòè èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïè�àãîðà:
r =

√
OM2 − OO2

1
=

√
16 − 9 =

√
7.Îòâåò: O(4,−4,−1); r =

√
7.Çàäà÷à 95. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ñ�åðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç:1) íà÷àëî êîîðäèíàò è îêðóæíîñòü





(x + 1)2 + (y − 2)2 + (z + 2)2 = 49;

2x + 2y − z + 4 = 0.
(∗)�åøåíèå. Óðàâíåíèå èñêîìîé ñ�åðû èìååò âèä:

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = r2,90



�èñ. 32:ãäå C(x0, y0, z0) � åå öåíòð, à r � ðàäèóñ. Îêðóæíîñòü, äàííàÿ â óñëîâèèçàäà÷è, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ñ�åðû
(x + 1)2 + (y − 2)2 + (z + 2)2 = 49è ïëîñêîñòè 2x − 2y − z + 4 = 0. Îáîçíà÷èì äàííóþ â óñëîâèè ñ�å-ðó ÷åðåç F1, ñ�åðó, óðàâíåíèå êîòîðîé ìû èùåì ÷åðåç F2 è äàííóþ âóñëîâèè ïëîñêîñòü ÷åðåç α (ðèñ. 32). Òîãäà öåíòð îêðóæíîñòè (òî÷êà B),öåíòð ñ�åðû F1 (òî÷êà A) è öåíòð ñ�åðû F2 (òî÷êà C) áóäóò ëåæàòü íàíåêîòîðîé ïðÿìîé a, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè α. Â êà÷åñòâåíàïðÿâëÿþùåãî âåêòîðà ýòîé ïðÿìîé, ìîæíî âûáðàòü íîðìàëüíûé âåê-òîð ïëîñêîñòè a � âåêòîð ~n(2, 2,−1), à â êà÷åñòâå �èêñèðîâàííîé òî÷êè,÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïðÿìàÿ a ìîæíî âûáðàòü öåíòð ñ�åðû F1 �òî÷êó A(−1, 2,−2). Òîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé a áóäåò èìåòü âèä:

x + 1

2
=

y − 2

2
=

z + 2

−1
.Ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïðÿìîé:






x = −1 + 2t;

y = 2 + 2t;

z = −2 − t.Åñëè D � íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè, òî åå êîîðäèíàòûóäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (*). Âûðàçèì èç óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ïåðåìåí-íóþ z: z = 2x + 2y + 4 è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèåñ�åðû F1 :

(x + 1)2 + (y − 2)2 + (2x + 2y + 4 + 2)2 = 49;91



x2 + 2x + 1 + y2 − 4y + 4 + 4x2 + 4y2 + 36 + 24x + 24y = 49;

5x2 + 5y2 + 26x + 20y + 8xy − 8 = 0.Âîçüìåì òåïåðü íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå äëÿ îäíîé èç ïåðåìåí-íûõ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îò-íîñèòåëüíî äðóãîé ïåðåìåííîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êâàäðàòíîå óðàâíåíèåîêàçàëîñü ñ äîñòàòî÷íî óäîáíûìè â âû÷èñëåíèÿõ çíà÷åíèÿìè äåéñòâè-òåëüíûõ êîðíåé, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûì ïîäáîðîì. Â äàííîìñëó÷àå ïðè x = 1, ïîëó÷àåì:
5y2 + 28y + 23 = 0.Îäíèì èç êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ y = −1. Ïîäñòàâèâ ïîëó-÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ x è y â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî z = 4.Ñëåäîâàòåëüíî, D(1,−1, 4).Ïîñêîëüêó òî÷êà C(x1, y1, z1) ëåæèò íà ïðÿìîé a, òî ñóùåñòâóåò íåêî-òîðîå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t = t1 òàêîå, ÷òî





x1 = −1 + 2t1;

y1 = 2 + 2t1;

z1 = −2 − t1.Ñëåäîâàòåëüíî, C(−1 + 2t1, 2 + 2t1,−2− t1). Ñ�åðå F2 ïðèíàäëåæàò êàêòî÷êà D(1,−1, 4), òàê è òî÷êà O(0, 0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, DC = OC. Ïå-ðåéäÿ ê êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì:
√

(−1 + 2t1 − 1)2 + (2 + 2t1 + 1)2 + (−2 − t1 − 4)2 =

√
(−1 + 2t1 − 0)2 + (2 + 2t1 − 0)2 + (−2 − t1 − 0)2èëè √

(2t1 − 2)2 + (2t1 + 3)2 + (−t1 − 6)2 =
√

(−1 + 2t1)2 + (2 + 2t1)2 + (−2 − t1)2.Ïîñêîëüêó â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,òî ìîæíî âîçâåñòè îáå ÷àñòè â êâàäðàò:
(2t1 − 2)2 + (2t1 + 3)2 + (−t1 − 6)2 = (−1 + 2t1)

2 + (2 + 2t1)
2 + (−2− t1)

2.Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ, ïîëó÷àåì ëèíåéíîåóðàâíåíèå èç êîòîðîãî t1 = −5. Îòñþäà ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû òî÷êè
C(−11,−8, 3). Òåïåðü ìîæíî íàéòè ðàäèóñ ñ�åðû F2 � ò.å. ðàññòîÿíèå
OC:

OC =
√

(−11 − 0)2 + (−8 − 0)2 + (3 − 0)2 =
√

121 + 64 + 9 =
√

194.92



Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå äàííûå â óðàâíåíèå ñ�åðû:
(x + 11)2 + (y + 8)2 + (z − 3)2 =

√
194.�àñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå:

x2 + 22x + 121 + y2 + 16y + 64 + z2 − 6z + 9 = 194;

x2 + y2 + z2 + 22x + 16y − 6z = 0.Îòâåò: x2 + y2 + z2 + 22x + 16y − 6z = 0.2) ×åðåç òî÷êó A(1,−2, 0) è îêðóæíîñòü




(x + 1)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 49;

2x + 2y − z + 4 = 0.3) îêðóæíîñòè




x2 + y2 = 9;

z = 0.
è




x2 + y2 = 25;

z = 2.Çàäà÷à 96. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ñ�åðû, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ïðÿìîé
x − 1

3
=

y + 4

6
=

z − 6

4â òî÷êå A(1,−4, 6) è ïðÿìîé
x − 4

2
=

y + 3

1
=

z − 2

−6â òî÷êå B(4,−3, 2).Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà íóæíî íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ñ�åðû. Ýòî áó-äåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ïëîñêîñòåé. Ïåðâàÿ èç íèõ ïåðïåíäèêóëÿðíàïåðâîé èç äàííûõ ïðÿìûõ è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A, âòîðàÿ ïëîñêîñòüïåðïåíäèêóëÿðíà âòîðîé èç äàííûõ ïðÿìûõ è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B,òðåòüÿ ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îòðåçêó AB è ïðîõîäèò ÷åðåç åãî ñå-ðåäèíó.Çàäà÷à 97. Íàéäèòå öåíòð è äëèíû ïîëóîñåé ýëëèïñîèäîâ:1) x2 + 4y2 + 4z2 = 16;2) 16(x − 1)2 + 9(y + 2)2 + 36(z − 2)2 = 144;93



3) 4x2 + 9y2 + 36z2 + 8x + 36y − 72z + 40 = 0;4) 3x2 + 4y2 + 6z2 − 6x + 16y − 36z + 49 = 0.Çàäà÷à 98. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà, îñè êîòîðîãî ñîâïàäà-þò ñ îñÿìè êîîðäèíàò è êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç:1) ýëëèïñû 




y2

16
+

z2

9
= 1;

x = 0,

è




x2

4
+

y2

16
= 1;

z = 0;2) ýëëèïñ 




x2

8
+

y2

1
= 1

z = 0,è òî÷êó M0(2, 0, 1);3) ýëëèïñ




y2

25
+

z2

2
= 1

x = 0,

è îêðóæíîñòü



x2 + y2 = 25;

z = 0.4) òðè òî÷êè A(2, 2, 4), B(2,−4,−2), C(0, 6, 0).Çàäà÷à 99. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå �èãóðû, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì ýë-ëèïñà 




x2

4
+

z2

9
= 1;

y = 0âîêðóã îñè: 1)Ox; 2)Oz.Çàäà÷à 100. Íàéäèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà
x2

81
+

y2

36
+

z2

9
= 1è ïðÿìîé

x − 3

3
=

y − 4

−6
=

z + 2

4
.

94



3.3 �èïåðáîëîèäû è ïàðàáîëîèäûÎäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì (ðèñ. 33, A)) íàçûâàåòñÿ �èãóðà, êî-òîðàÿ â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1.Ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì (ðèñ. 33, B)) íàçûâàåòñÿ �èãóðà, êî-òîðàÿ â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

p
+

y2

q
= 2z,ãäå p > 0 è q > 0.

A)
B)�èñ. 33:Äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì (ðèñ. 34) íàçûâàåòñÿ �èãóðà, êîòîðàÿâ íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1.

95



�èïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì (ðèñ. 35) íàçûâàåòñÿ �èãóðà, êîòîðàÿâ íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x2

p
− y2

q
= 2z,ãäå p > 0 è q > 0.

�èñ. 34:

�èñ. 35:Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, äîïóñòèâ äëÿ p è q êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàêè îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ìû ïîëó÷èì âñå âîçìîæíûå ïàðàáîëîèäû �ýëëèïòè÷åñêèå ñ íàïðàâëåíèåì âåòâåé ââåðõ è âíèç, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñíàïðàâëåíèåì ââåðõ è âíèç.Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä è ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ÿâëÿþò-ñÿ òàê íàçûâàåìûìè ëèíåé÷àòûìè ïîâåðõíîñòÿìè (ðèñ. 36).Ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè ñîñòîÿò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðÿìûõ,êîòîðûå ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñåìåéñòâà. Ëþáûå äâå ïðÿìûå, ïðèíàäëå-æàùèå îäíîìó ñåìåéñòâó íå ïåðåñåêàþòñÿ. à ðàçíûì � ïåðåñåêàþòñÿ.96



A) B)�èñ. 36:Äëÿ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ïðÿìîëèíåé-íûõ îáðàçóþùèõ ÿâëÿþòñÿ





(
x

a
− z

c
) = u(1 − y

b
);

(
x

a
+

z

c
) =

1

u
(1 +

y

b
);






(
x

a
− z

c
) = v(1 +

y

b
);

x

a
+

z

c
) =

1

v
(1 − y

b
).Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ïðÿìîëèíåé-íûõ îáðàçóþùèõ ÿâëÿþòñÿ






x√
p

+
y√
q

=
z

v
;

x√
p
− y√

q
= 2v;






x√
p

+
y√
q

= 2u;

x√
p
− y√

q
=

z

u
.Çäåñü u è v � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû. Äëÿ êàæäîãî êîí-êðåòíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîëó÷àåòñÿ êîíêðåòíàÿ ïðÿìàÿ, ïðèíàäëå-æàùàÿ ïîâåðõíîñòè.×åðåç êàæäóþ òî÷êó ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ïðîõîäÿò äâå ïðìûå,öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèå ýòîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ðàç-íûì ñåìåéñòâàì ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ.Çàäà÷à 101. Âûÿñíèòå, êàêèå �èãóðû çàäàíû óðàâíåíèÿìè:97



1) x2

4
− y2

9
+

z2

16
= 1;2) x2 − y2

4
− z2

9
= 1;3) 3x2 − 9y2 + 4z2 + 36 = 0;4) 3(x − 1)2 + 9(y − 2)2 − 4(z + 1)2 − 36 = 0;5) 2x2 + y2 − z2 + 16x − 2y + 4z + 17 = 0;6) x2 + 2y2 − 4z2 − 6x + 4y + 32z − 49 = 0;7) x2

4
+ y2 + z = 0;8) z2

9
− x2

4
= 2y;9) x2 − y2

16
+ 2z = 0;10) x2

16
+

y2

4
+ 2z = 0;11) x2 + 2y2 + 6x − 18y + 8z + 49 = 0;12) x2 − 2y2 + 6x + 4y − 8z + 47 = 0;13) 2x2 + 3y2 + 6x − 18y − 12z + 47 = 0;14) 2x2 − 3y2 + 12x + 12y − 12z − 42 = 0.Çàäà÷à 102. Óñòàíîâèòå, êàêèå �èãóðû çàäàíû ñèñòåìàìè óðàâíå-íèé:1) x2

4
+

y2

9
− z2

36
= 1;

9x − 18 = 0.

2)






x2

36
− y2

18
+

z2

2
= 1;

z + 1 = 0.

3)






x2

25
+

y2

16
− z2

4
= 1;

−10z − 20 = 0.

4)






x2

16
+

y2

16
− z2

4
= 1;

x = 2z.

5)






x2

4
+

y2

9
= 2z;

z − 4 = 0.

6)





x2 + z2 = 2y;

z + 1 = 0.98



Çàäà÷à 103. Íàïèøèòå óðàâíåíèå �èãóðû, îòíîøåíèå ðàññòîÿíèéêàæäîé òî÷êè êîòîðîé îò òî÷êè F (0, 0, 2) è ïëîñêîñòè z = 1 ðàâíî √
2.Çàäà÷à 104. Íàïèøèòå óðàâíåíèå �èãóðû. êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîéîäèíàêîâî óäàëåíà îò òî÷êè F (−a, 0, 0) è ïëîñêîñòè x = a.Çàäà÷à 105. Íàïèøèòå óðàâíåíèå �èãóðû, äëÿ êàæäîé òî÷êè êî-òîðîé ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê F1(0, 0, 3) è

F2(0, 0,−3) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ÷åòûðåì.Çàäà÷à 106. Íàïèøèòå óðàâíåíèå �èãóðû, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì1) ãèïåðáîëû



x2 − y2

4
= 1;

z = 0.

âîêðóã îñèOx;

2) ãèïåðáîëû



x2 − y2

4
= 1;

z = 0.

âîêðóã îñèOy;

3) ïàðàáîëû



x2 = −2z;

y = 0.
âîêðóã îñèOz.Çàäà÷à 107. Íàïèøèòå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãè-ïåðáîëîèäà, îñè êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíîêîîðäèíàòíûì îñÿì è êîòîðûé ñîäåðæèò:1) òî÷êóA(

√
5, 3, 2)è �èãóðó





x2

5
− z2

4
= 1;

y = 0;2) �èãóðû



x2 + y2 = 9;

z = 0.
è





x2

9
− z2

10
= 1;

y = 0.Çàäà÷à 108. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà :1) âåðøèíà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, îñü ñîâïàäàåò ñîñüþ Oy è êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êè A1(1,−2, 1) è A2(−3,−3, 2);2) âåðøèíà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, îñü ñîâïàäàåò ñîñüþ Ox è êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êè M1(1, 2, 1), M2(2, 4, 0).99



Çàäà÷à 109. Íàéäèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ �èãóðû âòîðîé ñòåïåíè èïðÿìîé:1) x2

4
+ y2 − z2

9
= −1 è x − 3

1
=

y − 1

1
=

z − 6

3
;2) x2

16
+

y2

9
− z2 = 1 è 





x = 4 + 4t;

y = −3;

z = 1 + t; .3) x2 − 4y2 = 4z è x − 2

2
=

y

1
=

z − 5

−2
;4) x2

5
+

y2

3
= z è x + 1

2
=

y − 2

−1
=

z + 3

−2
.Çàäà÷à 110. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç òî÷êó A(4, 3, 0), ïðèíàäëåæàùóþãèïåðáîëè÷åñêîìó ïàðàáîëîèäó

x2

16
− y2

9
= 2zìîæíî ïðîâåñòè äâå ïðÿìûå, öåëèêîì ëåæàùèå íà ïàðàáîëîèäå. Íàïè-øèòå èõ óðàâíåíèÿ.�åøåíèå. Ñîñòàâèì äâà ñåìåéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, ñîîò-âåòñòâóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïàðàáîëîèäó, äàííîìó â óñëîâèè çàäà÷è:






x

4
+

y

3
=

z

v
;

x

4
− y

3
= 2v;






x

4
+

y

3
= 2u;

x

4
− y

3
=

z

u
.Ïîñêîëüêó íàì íóæíî íàéòè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äàííóþ òî÷-êó, òî íóæíî êîðäèíàòû ýòîé òî÷êè ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ îáðàçóþùèõ:






4

4
+

3

3
=

0

v
;

4

4
− 3

3
= 2v;






4

4
+

3

3
= 2u;

4

4
− 3

3
=

0

u
.Òîãäà ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:




2 =

0

v
;

0 = 2v;





2 = 2u;

0 =
0

u
.
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Èç âòîðîé ñèñòåìû ñðàçó ïîëó÷èì, ÷òî u = 1. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäå-ëèòü ñëåäóþùóþ ïðÿìóþ:





x

4
+

y

3
= 2;

x

4
− y

3
= z.èëè ïðÿìóþ





3x + 4y − 24 = 0;

3x − 4y − 12z = 0.Ïîñêîëüêó ýòà ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ïðÿìîëèíåéíûõ îá-ðàçóþùèõ, òî îíà ïðèíàäëåæèò è âñåé ïîâåðõíîñòè. Êðîìå òîãî, îíàïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.Äëÿ ñåìåéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, îïðåäåëÿåìûõ ïåðâîéñèñòåìîé, ò.å. ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà u, ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ íåòðèâè-àëüíîé. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî u = 0. Òîãäà âòîðîå óðàâ-íåíèå ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä:
3x − 4y = 0.Ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: óìíîæèì îáå ÷àñòèóðàâíåíèÿ íà ïàðàìåòð u è ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå:

u(
x

4
+

y

3
) = z.Òåïåðü, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ìû ïðõîäèì ê óðàâíåíèþ z = 0.Òàêèì îáðàçîì, èç ïåðâîãî ñåìåéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ìûïîëó÷àåì ïðÿìóþ 




z = 1;

3x − 4y = 0.Çàäà÷à 111. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç òî÷êó A(2, 3,−4), îäíîïîëîñòíîãîãèïåðáîëîèäà
x2

4
+

y2

9
− z2

16
= 1ìîæíî ïðîâåñòè äâå ïðÿìûå, öåëèêîì ëåæàùèå íà ãèïåðáîëîèäå. Íàïè-øèòå èõ óðàâíåíèÿ.
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4 Îòâåòû
1. 1) îêðóæíîñòü; 2) òî÷êà; 3) ∅; 4) îêðóæíîñòü; 5) ∅; 6) òî÷êà.

2. (x − 1)2 + (y + 3)2 = 16.

3. 1) (x − 2)2 + (y − 1)2 = 25; 2) ∅.

4. x2 + (y − 1)2 = 2; (x − 2)2 + (y − 3)2 = 2.

6. Èç òî÷êè A íåëüçÿ ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè;êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ èç òî÷êè B èìååò óðàâíåíèå x+2y−9 = 0;êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè C èìåþò óðàâíåíèÿ x+2y− 9 =
= 0; 2x − y − 8 = 0.

7. x2 + y2 − x − 3y − 10 = 0.

8. 1)
x2

9
+

y2

25
= 1; 2)

x2

16
+

y2

25
= 1; 3)

x2

25
+

y2

169
= 1.

9. 1) 3, 5, F1(0,−4), F2(0, 4), ε =
4

5
,

y =
25

4
, y = −25

4
;

2) 5, 3, F1(−4, 0), F2(4, 0), ε =
4

5
,

x =
25

4
, x = −25

4
.

10.
45

2
.

14.
(x − 5)2

25
+

(y + 2)2

4
= 1.

15. 1) òî÷êè ýëëèïñà 5(x + 3)2 + 9(y − 1)2 = 45;
2)òî÷êàM(−3, 1); 3)∅;

4)ïîëóýëëèïñ



16(x + 3)2 + 9(y − 1)2 = 144,

y 6 1;

5)ïîëóîêðóæíîñòü



(x + 2)2 + (y + 3)2 = 4,

x > −2;
7)∅.
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16. a = 5, b = 12, F1(13, 0), F2(−13, 0), ε =
13

5
, y =

12

5
x, y = −

−12

5
x, x =

25

13
, x = −25

13
.

17. a = 15, b = 8, F1(0, 17), F2(0,−17), ε =
17

8
, y =

8

15
x, y = −

− 8

15
x, y =

64

17
, y = −64

17
.

18. 1) − x2

11
+

y2

25
= 1; 2) − x2

64
+

y2

36
= 1; 3) − x2

9
+

y2

4
= 1.

19. r1 = 2
1

4
, r2 = 10

1

4
.

20. 1)ãèïåðáîëà; 2)ãèïåðáîëà; 3) âåòâü ãèïåðáîëû;
4) âåòâü ãèïåðáîëû; 5)ãèïåðáîëà.
21. 3)

x2

9
− y2

7
= 1; 4) − x2

9
+

y2

16
= 1.

22. (x + 1)2 − (y − 1)2 = 2; −(x − 1)2 + (y + 1)2 = 2.

23. 8xy − 4x − 4y + 3 = 0.

25. 91x2 − 100xy + 16y2 − 136x + 86y − 47 = 0.

26. 1) (x − 1)2 =
1

2
(y + 2).

27. 3ì.
28. 12ì.
30. 1) M(

1

10
,−1), p = −5, îñü ïàðàëëåëüíà îñè OX;

2) M(1,−7), p = −3, îñü ïàðàëëåëüíà îñè OX;

3) M(−2, 0), p = −4, íàïðàâëåíèå îñè ñîâïàäàåò ñ îòðèöàòåëüíûìíàïðàâëåíèåì îñè OX;

4) M(3,−9), p =
1

2
, îñü ïàðàëëåëüíà îñè OY.

32. x2 + 76 + 4y2 + 4xy − 48x + 4y = 0.

34. a = 13, b = 5, 2c = 24.

35. 1) ρ =
16

5 +
√

41 cos ϕ
; 2) ρ =

16

5 −
√

41 cos ϕ
.103



37. ρ =
p

1 − cosϕ
.

38. 1) ãèïåðáîëà; 2) ýëëèïñ; 3)ïàðàáîëà; 4) ýëëèïñ 5) ãèïåðáîëà; 6) ýëëèïñ.
39. 3) 9(x−1)2+4(y+2)2 = 0 � ìíèìûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ âòî÷êå A(1, −2);

4) ìíèìûé ýëëèïñ (x − 1)2

1

9

+
(y + 2)2

1

4

= −1;

5) ãèïåðáîëà (x + 2)2

4
− (y − 3)2

1
= 1;

6) ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå x − 2y + 8 = 0 è x + 2y − 4 = 0;

7) ãèïåðáîëà − (x + 2)2

4
+ (y − 3)2 = 1;

12)
(
3
(
x′ − 8√

5

))2

+
(
2
(
y′ +

1√
5

))2

= 0 � ìíèìûå ïðÿìûå,ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A
( 8√

5
; − 1√

5

)
;

13) ìíèìûé ýëëèïñ (
x′ − 8√

5

)2

4
+

(
y′ +

1√
5

)2

9
= −1;

14) ýëëèïñ (x′ −
√

2)2 +
y′2

9
= 1;

15) ýëëèïñ x′2

16
+

(y′ −
√

2)2

9
= 1;

16) ìíèìûé ýëëèïñ (
x′ +

3√
5

)2

1

2

+
(
y′ − 1√

10

)2
= −1;

17) ãèïåðáîëà (
x′ − 5√

10

)2 −

(
y′ − 5√

10

)2

9
= 1;104



18) ãèïåðáîëà −
(
x′ − 5√

10

)2
+

(
y′ − 5√

10

)2

9
= 1;

19) ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå 9
(
x′ − 5√

5

)2 −
(
y′ − 5√

5

)2
= 0;

20) ýëëèïñ (
x′ − 4√

17

)2

25
−

(
y′ +

1√
17

)2

9
= 1;

21) ãèïåðáîëà (
x′ − 5√

13

)2

4
−

(
y′ − 4√

13

)2

9
= 1;

22) ãèïåðáîëà (
x′ − 1√

2

)2 −

(
y′ − 9√

2

)2

4
= 1;

23) ïàðàáîëà (
x′ +

1√
2

)2
= 2 · 1

2
√

2

(
y′ +

1√
2

)
;

24) ïàðàáîëà x′2 = −2 · 1√
5

(
y′ −

√
5

2

)
;

25) ïàðàáîëà (
x′ +

20

13
√

13

)2
= −2 · 48

13
√

13

(
y′ − 107

13
√

13

)
;

26) ïàðàáîëà x′2 = −2y′;

27) ïàðàáîëà (y′ + 2)2 = −2(x′ − 3);

28) ìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå (
y′ − 1√

2

)2
= −3

2
.

40. x2 + 2xy + y2 − 4x + 8y − 6 = 0.

41. Ïðè λ ∈ (−∞; −1) ∪ (−1; 0) � ãèïåðáîëà; ïðè λ = −1 �ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå; ïðè λ = 0 � ïàðàáîëà; ïðè λ ∈ (0; ∞) � ýëëèïñ.
42. 2) öåíòðàëüíà, O(0; 0) � öåíòð; 3) öåíòðàëüíà, O(0; 0) �öåíòð; 4) íåöåíòðàëüíà. 105



43. 1) åäèíñòâåííûé öåíòð; 2) åäèíñòâåííûé öåíòð;
3) åäèíñòâåííûé öåíòð; 4) öåíòðà íåò; 6) åäèíñòâåííûé öåíòð;
7) åäèíñòâåííûé öåíòð; 8) áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåíòðîâ.

44. 3) 9(x−1)2+4(y+2)2 = 0 � ìíèìûå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèåñÿ âòî÷êå A(1, −2);

4) ìíèìûé ýëëèïñ X2

1

9

+
Y 2

1

4

= −1;

5) ãèïåðáîëà X2

4
− Y 2

1
= 1;

7) ãèïåðáîëà − X2

4
+ Y 2 = 1;

9) ñîâïàâøèå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå (x + 2y − 2)2 = 0;

10) ìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå (x + 2y − 2)2 = −1;

11) ýëëèïñ X2

9
+

Y 2

4
= 1;

12) 9X2 + 4Y 2 = 0 � ìíèìûå ïðÿìûå,ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A
( 8√

5
; − 1√

5

)
;

14) ýëëèïñ X2 +
Y 2

9
= 1;

15) ýëëèïñ X2

16
+

Y 2

9
= 1;

16) ìíèìûé ýëëèïñ 2X2 + Y 2 = −1;

17) ãèïåðáîëà X2 − Y 2

9
= 1;

18) ãèïåðáîëà − X2 +
Y 2

9
= 1

19) ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå (3X − Y )(3X + Y ) = 0;106



20) ãèïåðáîëà X2

25
− Y 2

9
= 1;

21) ãèïåðáîëà X2

4
− Y 2

9
= 1;

22) ãèïåðáîëà X2 − Y 2

4
= 1;

23) ïàðàáîëà X2 = 2 · 1

2
√

2
Y ;

25) ïàðàáîëà X2 = −2 · 48

13
√

13
Y ;

26) ïàðàáîëà X2 = −2Y ;

27) ïàðàáîëà Y 2 = −2X;

28) ìíèìûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå Y 2 = −3

2
.

45. A1(5, 0); B1(2, 0) è A2(0, 5); B2(0, 1).

46. l = 2.

47. λ1 = ±5; λ2 = ±4.

48. 2) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìíèìûå;
3) ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ êðèâîé â òî÷êå A(1, 0);

4) ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ëèíèþ òîëüêî â îäíîé òî÷êå A(
1

2
,
1

6
).

49. 5x + 8y − 24 = 0; 5x− 8y − 8 = 0; x− 4y − 2 = 0; x + 4y − 3 = 0.

50. 7x+4y+10 = 0 âòî÷êå A(−2, 1) è 3x−4y+18 = 0â òî÷êåB(−2, 3).

51. 2x + 5y = 0; 2x + y = 0.

52. 7x − 2y − 13 = 0; x − 3 = 0.

53. 1)òî÷êà A(−2, 1)ëåæèò íà äàííîé ëèíèè, ïîýòîìó ÷åðåç íåå ìîæíîïðîâåñòè òîëüêî îäíó êàñàòåëüíóþ 7x + 4y + 10 = 0;
2) ýòî ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ïðÿìûõ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
B(3,−3).Âñå êàñàòåëüíûå ýòèõ ïðÿìûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó B.107



Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ êàñàòåëüíàÿ ýòî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçòî÷êè A è B : 4x + 5y + 3 = 0.

54. y + 4 = 0; 3y − 4 = 0.

56. 9x + 9y − 1 = 0; A(
5

3
,
2

3
); 9x + 9y + 31 = 0; A(−7

3
);

57. λ =
3

4
.

58. 6x2 − xy − 2y2 + 4y = 0.

59. xy + 4x + 6y = 0; x2 + 3xy + 2y2 = 0.

60. x2 − 4y2 − 2x + 4y = 0.

61. 3x − 2y + 1 = 0; 3x + 7y + 10 = 0.

62. y − 1 = 0; 4x + 5y + 3 = 0.

63. x − 1 = 0; x − 2y + 3 = 0.

64. x + 1 = 0.

65. 2x − y − 8 = 0.

66. 1) 6x + 7y + 4 = 0; 2) 7x + 10y + 5 = 0; 3) x + 3y + 1 = 0.

67. 17x − 4y − 4 = 0.

68. A(−3, 5).

69. 2x − y − 5 = 0.

70. 2) 39x − 26y − 12 = 0; (
18

169
,
−51

169
); 3) y − 1 = 0; (−1, 1).

71. 5x + 5y + 2 = 0.

72. 2) x2−y2 = 1; 3) 13y2−52x2 = 1; 4)
x2

9
+

y2

4
= 1; 5)

x2

4
− x2

9
= 1.

73. 1) 6x−2y+19 = 0; 2x+2y−1 = 0; 2) 6x+14y+11 = 0; 2x+2y−
− 1 = 0; 3) 5y + 3 = 0; 25x− 5y + 13 = 0; 4) 2x− 3y + 1 = 0; x− 1 = 0.

74. xy =
3

40
.

75. 1) Êðóãîâîé öèëèíäð; 2) âíåøíèå òî÷êè êðóãîâîãî öèëèíäðà;
3) âíóòðåííèå òî÷êè êðóãîâîãî öèëèíäðà; 4) ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð;
5) ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé; 6) ïóñòîå ìíîæåñòâî;108



77. 2) 2z − y2 + 4y − 6 = 0; 3) x2 − y2 − z2 + 2yz − 25 = 0.

79. 1) 5; 2) 4; 3) 1; 4) 2.

80. 1) Êîíóñ; 2) êîíóñ; 3) êîíóñ;
4) ãðàíè÷íûå è âíóòðåííèå òî÷êè êîíóñà; 5) âíåøíèå òî÷êè êîíóñà;
81. 1) x2 − 4y2 − 4z2 = 0; 2) x2 − 4y2 + z2 = 0.

82. 2) 16(x− 1)2 − y2 − z2 = 0; 3) 18y2 + 50z2 + 75xz + 225x− 450 =

= 0; 4)
x2

a2
+

y2

a2
− z2

c2
= 0.

83. 1)
x2

25
+

y2

25
− z2

49
= 0; 2) x2 − 3y2 + z2 = 0; 3) 35x2 + 35y2 − 52z2 −

− 232xy − 116xz + 116yz + 232x− 70y − 116z + 35 = 0.

85. 6.

86. xy + xz + yz = 0.

87. (2x + z)2 − 10(2x + z) + 25y2 = 0.

88. (x − y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 = 3;

89. (10x− 5y − 5z + 2)2 + (−5x + 10y − 5z + 11)2 + (5x + 5y − 10z +
+ 13)2 = 294.

90. 1) C(−1, 3,−4), r = 4; 2) C(6, 3, 0), r = 2
√

2; 3) C(1,−3, 4),
r = 0; 4) C(0,−2, 5), r =

√
19.

91. 1) (x − 2)2 + (y + 1)2 + (z − 3)2 = 36; 2) x2 + y2 + z2 = 49.

92. (x − 1)2 + (y − 5

2
)2 + (z − 3

2
)2 =

19

2
.

93. (x − 1)2 + (y − 5)2 +
(
z +

15

2

)2

=
289

4
.

95. 2)x2+y2+z2+27x+21y−33

2
z+10 = 0; 3) x2+y2+z2−10z−9 = 0.

96. (x + 5)2 + (y − 3)2 + z2 = 121.

97. 1) C(0, 0, 0), a = 4, b = c = 2; 2) C(1,−2, 2), a = 3, b = 4, c =
= 2; 3) C(−1,−2, 1), a = 3, b = 2, c = 1; 4) C(1,−2, 3), a = 2

√
2, b =

=
√

6, c = 2.
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98. 1)
x2

4
+

y2

16
+

z2

9
= 1; 2)

x2

8
+

y2

1
+

z2

2
= 1;

3)
x2

25
+

y2

25
+

z2

2
= 1; 4)

x2

9
+

y2

36
+

z2

36
= 1.

99. 1)
x2

4
+

y2

9
+

z2

9
= 1; 2)

x2

4
=

y2

4
+

z2

9
= 1.

100. A(3, 4,−2); B(6,−2, 2).

101. 1) Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä; 2) äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;
3) äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä; 4) îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;
5) îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä; 6) äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;
7) ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä; 8) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä;
9) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä; 10) ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä;
11) ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä; 12) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä;
13) ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä; 14) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèäþ
102. 1) äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå; 2) ãèïåðáîëà; 3) äâå ïðÿìûå;
4) äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå; 5) ýëëèïñ; 6) ïàðàáîëà.
103. x2 + y2 − z2 = −2.

104. y2 + z2 = −4ax.

105.
x2

5
+

y2

5
− z2

4
= −1.

106. 1) x2 − y2

4
− z2

4
= 1; 2) x2 − y2

4
+ z2 = 1; 3) x2 + y2 = −2z.

107. 1)
x2

5
+

y2

9
− z2

4
= 1; 2)

x2

9
+

y2

9
− z2

10
= 1.

108. 1) x2 − 3z2 = y; 2)
y2

4
+ z2 = 2x

109. 1) A(4, 2, 9); 2) ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè;
3) M(4, 1, 3); 4) ïðÿìàÿ è ïîâåðõíîñòü íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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