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ÂâåäåíèåÄàííîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ïîñîáèåì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿ-òèé è âûïîëíåíèÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò ïî äèñöèïëèíå �Àíàëèòè÷åñêàÿãåîìåòðèÿ� äëÿ ñòóäåíòîâ çàî÷íîãî �àêóëüòåòà.Â ïîñîáèè ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå ðàçäåëû: �Âåêòîðíàÿ àëãåáðà�,�Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü�, �Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.�Äëÿ çàäà÷ ïðèíÿòà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ. Â íà÷àëå êàæäîé òåìû äà-þòñÿ êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷äàííîé òåìû. Òèïîâûå çàäà÷è òåìû äàíû ñ ðåøåíèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåòèñïîëüçîâàòü ïîñîáèå äëÿ ñàìîïîäãîòîâêè.Â êîíöå ïîñîáèÿ äàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷ ïî âàðèàíòàì.

4

Çàäà÷à 69. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè äàíû åå �îêóñ F (−
−2, 1) è äèðåêòðèñà x+ y − 1 = 0.�åøåíèå. ÏóñòüM(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïàðàáîëû. Ïî îïðåäå-ëåíèþ ïàðàáîëû, ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî �îêóñà ðàâíî ðàññòîÿíèþäî äèðåêòðèñû. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü �îðìóëó ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè è �îðìóëó ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé:

√
(x+ 2)2 + (y − 1)2 =

|x + y − 1|√
12 + 12

;

2((x+ 2)2 + (y − 1)2) = (x+ y − 1)2;

2(x2 + 4x+ 4 + y2 − 2y + 1) = x2 + y2 + 1 + 2xy − 2x− 2y;

x2 − 2xy + y2 + 12x− 2y + 9 = 0.Îòâåò: x2 − 2xy + y2 + 12x− 2y + 9 = 0.Çàäà÷à 70. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè èçâåñòíû åå �îêóñè äèðåêòðèñà:
1)F (1, 2); x+ y = 0; 2)F (2, 1); x+ y − 1 = 0;

3)F (−1, 2); x− y = 0; F (2,−1); x− y + 1 = 0.Çàäà÷à 71. Êàê ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè òî÷êè, êîîðäèíàòû êî-òîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1)




x2 + (y − 1)2 6 1;

x2 > 2(y − 1);
2)





(x− 1)

4

2

+
(y − 1)2

9
> 1;

(y − 1)2 < 4(x− 1);

3)





y2 − 10x < 0;

5x− 3y − 15 < 0;

y − 2 < 2;

4)





x2 + 8y < 0;

2x+ 3y + 6 < 0;

x+ 2 > 0.Çàäà÷à 72. Óñòàíîâèòü, êàêèå �èãóðû çàäàíû óðàâíåíèÿìè â ïîëÿð-íûõ êîîðäèíàòàõ:1) ρ =
15

3 − 7 cosϕ
; 2) ρ =

7

5 − 2 cosϕ
; 3) ρ =

3

4 − 4 cosϕ
;4) ρ =

6

2 − cosϕ
. 57



�åøåíèå. �å÷ü èäåò î çåðêàëå òåëåñêîïà, êîòîðîå â ïîïåðå÷íîì ðàçðå-çå èìååò �îðìó ïàðàáîëû. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû âåð-

�èñ. 8:øèíà ïàðàáîëû íàõîäèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò, à �îêóñ íàõîäèëñÿ íàïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè àáñöèññ (ðèñ. 8). Óðàâíåíèå ïàðàáîëû â ýòîéñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò âèä y2 = 2px. Òî÷êà B, íàõîäÿùàÿñÿ íà êðàþðå�ëåêòîðà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (10, 10). Ïîäñòàâèâåå êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå ïàðàáîëû, ïîëó÷èì, ÷òî

p =
y2

2x
=

100

20
= 5.Ïîñêîëüêó �îêóñ ïàðàáîëû â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò êîîð-äèíàòû (

p

2
, 0), òî ðàññòîÿíèå îò �îêóñà äî âåðøèíû áóäåò ðàâíî p

2
=

5

2
=

= 2, 5.Îòâåò: 2, 5 ñì.Çàäà÷à 68. Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèíû ïàðàáîëû, âåëè÷èíó ïàðà-ìåòðà è íàïðàâëåíèå îñè ïàðàáîëû, åñëè ïàðàáîëà çàäàíà óðàâíåíèåì:
1)y2 + 10x+ 2y = 0; 2)y2 + 6x+ 14y + 43 = 0;
3)y2 + 8x+ 16 = 0; 4)y = x2 − 6x.56

1 ÂÅÊÒÎ�ÍÀß ÀË�ÅÁ�À1.1 Âåêòîðû. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.Ïðîåêöèÿ âåêòîðàÏðîèçâåäåíèåì íåíóëåâîãî âåêòîðà ~a íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α íàçû-âàåòñÿ òàêîé âåêòîð ~b, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) |~b| = |α| |~a|;2) ~a è ~b êîëëèíåàðíû;3) åñëè α > 0, òî ~a ↑↑ ~b è, åñëè α < 0, òî ~a ↑↓ ~b.Ñóììîé âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð ~c, ÷òî åñëè −→
AB è −→

BC� ïðåäñòàâèòåëè âåêòîðîâ ~a è ~b, òî −→
AC � ïðåäñòàâèòåëü âåêòîðà ~c.Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî è ñóììó âåêòîðîâ ïðèíÿòî íàçûâàòüëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè íàä âåêòîðàìè. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòî-ðàìè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) ~a+~b = ~b+ ~a äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ~a è ~b;2) ~a+ (~b+ ~c) = (~a+~b) + ~c äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c;3) α(~a +~b) = α~a + α~b äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α è ëþáûõäâóõ âåêòîðîâ ~a è ~b (äèñòðèáóòèâíîñòü);4) (α + β)~a = α~a + β~a äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α è β èëþáîãî âåêòîðà ~a;5) α(β~a) = (αβ)~a äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~a è ëþáûõ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ÷èñåë α è β.Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè èõ ïðåäñòàâèòåëè ïàðàë-ëåëüíû îäíîé è òîé æå ïðÿìîé.Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè èõ ïðåäñòàâèòåëè ïàðàë-ëåëüíû îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè.Ïóñòü äàí íåíóëåâîé âåêòîð ~a. Äëÿ ëþáîãî êîëëèíåàðíîãî åìó âåêòî-ðà ~b ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî ~b = λ~a.Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~e1, ~e2 íàçûâàåòñÿ áà-çèñîì íà ïëîñêîñòè.Åñëè íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~a ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ââèäå ~a = α~e1 + β~e2, ãäå ~e1, ~e2 � íåêîòîðûé áàçèñ íà ïëîñêîñòè, à α, β �íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð ~a ðàçëîæåí ïîâåêòîðàì áàçèñà ~e1, ~e2, à ÷èñëà α è β íàçûâàþò êîý��èöèåíòàìè ðàçëî-5



æåíèÿ âåêòîðà ~a ïî âåêòîðàì áàçèñà ~e1, ~e2 èëè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~aâ áàçèñå ~e1, ~e2.Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ~e1, ~e2, ~e3 íàçûâà-åòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå.Åñëè íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~a ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ââèäå ~a = α~e1+β~e2+γ~e3, ãäå ~e1, ~e2, ~e3 � íåêîòîðûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå,à α, β, γ � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð ~aðàçëîæåí ïî âåêòîðàì áàçèñà ~e1, ~e2, ~e3, à ÷èñëà α, β è γ íàçûâàþòêîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ~a ïî âåêòîðàì áàçèñà ~e1, ~e2, ~e3èëè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~a â áàçèñå ~e1, ~e2, ~e3.Åñëè áàçèñ ñîñòîèò èç åäèíè÷íûõ è âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåê-òîðîâ, òî îí íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, à êîîðäèíàòû ïðîèçâîëü-íîãî âåêòîðà â ýòîì áàçèñå � ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè.Îñüþ íàçûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ íà êîòîðîé âûáðàí ïðåäñòàâè-òåëü íåêîòîðîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà.Âåêòîðíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà ~a íà îñü l íàçûâàåòñÿ âåêòîð −→
CD, íà-÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêöèÿìè â îáû÷íîìñìûñëå íà ïðÿìóþ l íà÷àëà è êîíöà íåêîòîðîãî ïðåäñòàâèòåëÿ −→
AB âåê-òîðà ~a.Ïóñòü ~b � âåêòîðíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~a íà îñü l. Ïðîåêöèåé âåêòîðà

~a íà îñü l íàçûâàåòñÿ ÷èñëî p òàêîå, ÷òî p = |~b|, åñëè íàïðàâëåíèå âåê-òîðà ~b ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè l è p = −|~b| â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Îáîçíà÷àåòñÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~a íà îñü l ñëåäóþùèì îáðàçîì: Prl~a.Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1)Prl~a = |~a| cos(~̂a, l);2) Prl(λ~a) = λPrl~a äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà λ;3) Prl(~a+~b) = Prl~a+ Prl~b.Çàäà÷à 1. Òî÷êè A,B,C,D � âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà, O � åãîöåíòð. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ −→
AB, −→BC, −→CD, −→DA ïî âåêòîðàì

~a =
−→
AO, ~b =

−→
BO, ~c =

−→
CO, ~d =

−→
DO.�åøåíèå. Ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCD (ðèñ. 1). Âíà÷àëå çàìå-òèì, ÷òî, ïîñêîëüêó äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå-÷åíèÿ ïîïîëàì, òî ~a = −~c, ~b = −~d.Ïîñêîëüêó−→AB =

−→
AO+

−→
OB, òî ïîëó÷èì −→

AB = ~a−~b. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ
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Òîãäà âåðøèíà � òî÷êà A â íîâîé ñèñòåìå áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (0, 0),à ïðÿìàÿ y + 2 = 0 â íîâîé ñèñòåìå îêàæåòñÿ îñüþ àáñöèññ (ðèñ. 7). Â

�èñ. 7:íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëà èìååò êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå y′2 =
= 2px′. Ïîäñòàâèâ â �îðìóëû ïåðåõîäà êîîðäèíàòû òî÷êè B, ïîëó÷èìêîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò � B(−1, 2). Ýòè êî-îðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ïîëó÷åííîìó êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ïîä-ñòàâèâ èõ â ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî p = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëà èìååò óðàâíåíèå y′2 = 4x′. Òîãäà â ñòàðîéñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàáîëà èìååò óðàâíåíèå (y + 2)2 = 4(x− 1).Îòâåò: (y + 2)2 = 4(x− 1).Çàäà÷à 65. Ñòðóÿ âîäû �îíòàíà, èìåþùàÿ �îðìó ïàðàáîëû, äîñòè-ãàåò íàèáîëüøåé âûñîòû 4 ì íà ðàññòîÿíèè 0,5 ì îò âåðòèêàëè, ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç òî÷êó O âûõîäà ñòðóè. Íàéòè âûñîòó ñòðóè íàä ãîðèçîíòàëüþ

Ox íà ðàññòîÿíèè 0,75 ì îò òî÷êè O.Çàäà÷à 66. Ïîä îñòðûì óãëîì ê ãîðèçîíòó áðîøåí êàìåíü. Äâèãàÿñüïî ïàðàáîëå, îí ïàäàåò íà ðàññòîÿíèå 24 ì îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ.Âû÷èñëèòå ïàðàìåòð ïàðàáîëû, åñëè íàèáîëüøàÿ âûñîòà, äîñòèãíóòàÿêàìíåì, ðàâíà 6 ì.Çàäà÷à 67. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò âåðøèíû íàõîäèòñÿ �îêóñ ïà-ðàáîëè÷åñêîãî ðå�ëåêòîðà, åñëè åãî äèàìåòð 20 ñì, à ãëóáèíà ðàâíà 10ñì. 55



Ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè àáñöèññû ïàðàáîëû, åå îðäèíàòàâîçðàñòàåò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.Îòðåçîê FM íàçûâàåòñÿ �îêàëüíûì ðàäèóñîì, à âåëè÷èíà p � ïàðà-ìåòðîì ïàðàáîëû.Îñü àáñöèññ íàçûâàåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû, à òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ îñüþ àáñöèññ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò� âåðøèíîé ïàðàáîëû.Ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ïðàâàÿ ÷àñòü ãèïåðáîëû ìîãóò áûòü çàäàíû âïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì

ρ =
p

1 − ε cosϕ
.Óðàâíåíèå ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû èìååò âèä:

ρ =
−p

1 − ε cosϕ.Ïàðàìåòð p äëÿ ïàðàáîëû ðàâåí ïàðàìåòðó ïàðàáîëû, äëÿ ýëëèïñà èãèïåðáîëû îí íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå p =
b2

a
.Çàäà÷à 64. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, âåðøèíà êîòîðîé íàõî-äèòñÿ â òî÷êå A(1,−2), åñëè ïàðàáîëà ðàñïîëîæåíà:1) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y + 1 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó B(2, 0);2) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y + 2 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó B(2, 0).3) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y − 2 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó B(−2, 0);4) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y + 3 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó B(3, 0);5) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y − 3 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåçòî÷êó B(−3, 0);�åøåíèå. 2). Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñè-ñòåìû êîîðäèíàò ïî �îðìóëàì




x′ = x− 1;

y′ = y + 2.54

�èñ. 1:çàìå÷åííîå âûøå, ìîæíî ïîëó÷èòü åùå òðè ðàçëîæåíèÿ äëÿ âåêòîðà −→AB:

−→
AB = −~c−~b = −~c− ~d = ~a− ~d.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ âåêòîðîâ:

−→
BC = ~b− ~c = −~d− ~c = −~d+ ~a = ~b+ ~a.

−→
CD = ~c− ~d = −~a− ~d = −~a+~b = ~c+~b.

−→
DA = ~d− ~a = −~b− ~a = −~b+ ~c = ~d+ ~c.Çàäà÷à 2. Äàí òåòðàýäð ABCD. Íàéäèòå ñóììû âåêòîðîâ:1) −→AB +

−→
BD +

−→
DC;2) −→AD +

−→
CB +

−→
DC;3) −→AB +

−→
BC +

−→
DA;4) −→AD +

−→
AB +

−→
DB.Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå âåêòîðà ~c ïî âåêòîðàì ~a è ~b:1) ~a(4,−2);~b(3, 5);~c(1,−7);2) ~a(5, 4);~b(−3, 0);~c(19, 8);3) ~a(−6, 2);~b(4, 7);~c(9,−3);4) ~a(−4, 5);~b(5,−7);~c(−4, 5);5) ~a(−11, 9);~b(7, 3);~c(6,−2).�åøåíèå. 5).

~a = α~b+ β~c; (−11, 9) = α(7, 3) + β(6,−2).
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Ïðèðàâíÿâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû, ïîëó÷èì:




−11 = 7α + 6β;

9 = 3α− 2β.Óìíîæèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà 3 è ñëîæèâ îáà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:

−11 + 27 = 7α + 9α + 6β − 6β;

16 = 16α; α = 1.Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì:

2β = 3α− 9; 2β = −6; β = −3.Îòâåò: ~a = ~b− 3~c.Çàäà÷à 4. Âåêòîð ~a îáðàçóåò ñ âåêòîðîì ~i óãîë α. Âû÷èñëèòå ïðÿ-ìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a íà ïëîñêîñòè:1) α = −90◦; |~a| =
1

2
;2) α = 45◦; |~a| = 1;3) α = 60◦; |~a| = 2;4) α = −120◦; |~a| = 5;5) α = −30◦; |~a| = 4.�åøåíèå. 1). Åñëè β � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ~a è âåêòîðîì ~j, òî β =

= 0◦. Êîîðäèíàòû âåêòîðà ýòî åãî ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå îñè. Ñëå-äîâàòåëüíî,

x = PrOX~a = |~a| cos(−90◦) =
1

2
· 0 = 0;

y = PrOY~a = |~a| cos 0◦ =
1

2
· 1 =

1

2
.Îòâåò: (0,

1

2
).Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a, åñëè èç-âåñòíû óãëû α = (~̂a,~i), β = (~̂a,~j), γ = (~̂a,~k) è |~a|:1) α = 60◦, β = 45◦, γ = 60◦, |~a| = 4;2) α = 135◦, β = 60◦, γ = 60◦, |~a| = 8;3) α = 120◦, β = 45◦, γ = 120◦, |~a| = 2;4) α = 120◦, β = 60◦, γ = 45◦, |~a| = 6.8

3.3 Ïàðàáîëà. Ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà â ïîëÿðíûõêîîðäèíàòàõÏàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè äëÿ êàæäîé èç êîòî-ðûõ ðàññòîÿíèå äî äàííîé òî÷êè, íàçûâàåìîé �îêóñîì ðàâíî ðàññòîÿíèþäî äàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé.Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, âõîäÿùóþ â îïðåäåëåíèå ïàðàáîëû îáîçíà÷èì÷åðåç p. Åñëè ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèðåê-òðèñà áûëà ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, �îêóñ ðàñïîëàãàëñÿ íà îñè àáñöèññè íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèëîñü ïîñåðåäèíå ìåæäó �îêóñîì è äèðåêòðè-ñîé, òî ïàðàáîëà áóäåò îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

�èñ. 6:Ôîêóñ ïàðàáîëû F (
p

2
, 0), à äèðåêòðèñà èìååò óðàâíåíèå x = −p

2
.Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà M ïðèíàäëåæàëà ïàðàáîëå, íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ

y2 = 2px,ãäå p � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòî óðàâíåíèåíàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáîëû.Àáñöèññà ëþáîé òî÷êè ïàðàáîëû íåîòðèöàòåëüíà.Ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.Ïàðàáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.53



1) 5x2 − 9y2 − 30x+ 18y − 9 = 0;2) 16x2 − 25y2 + 32x− 100y + 84 = 0;3) 



x2

4
− y2

9
= 1;

−2 6 y 6 2;

4) 



x2

4
− y2

9
6 1;

−x
2

4
+
y2

9
6 1.

52

1.2 Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäå-íèÿ âåêòîðîâÑêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b � ýòî ÷èñëî, êîòîðîå îáîçíà÷à-åòñÿ ~a~b è âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå: ~a~b = |~a||~b| cos(~̂a,~b).Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) |~a| =
√
~a2;2) ~a~b = ~b~a;3) ∀λ ∈ R, (λ~a)~b = λ(~a~b);4) ~a(~b+ ~c) = ~a~b+ ~a~c.5) cos(~̂a,~b) =

~a~b

|~a||~b|6) ~a~b = |~a|Pr~a~b.7) äëÿ òîãî, ÷òîáû íåíóëåâûå âåêòîðû áûëè ïåðïåíäèêóëÿðíû (îðòî-ãîíàëüíû), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåáûëî ðàâíî íóëþ.Ïóñòü âåêòîðû ~a(x1, y1, z1) è ~b(x2, y2, z2) çàäàíû ñâîèìè ïðÿìîóãîëü-íûìè êîîðäèíàòàìè, òîãäà èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàõîäèòñÿ ïî �îð-ìóëå
~a~b = x1x2 + y1y2 + z1z2,ìîäóëü âåêòîðà, çàäàííîãî ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè �

|~a| =
√
x2

1
+ y2

1
+ z2

1
.Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð

~c, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) |~c| = |~a||~b| sin(~̂a,~b);2) ~c ⊥ ~a, ~c ⊥ ~b;3) âåêòîðû ~a, ~b, ~c îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó.Îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b ÷åðåç ~a×~b.Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà,ïîñòðîåííîãî íà ïðåäñòàâèòåëÿõ ýòèõ âåêòîðîâ;2) äëÿ òîãî, ÷òîáû íåíóëåâûå âåêòîðû áûëè êîëëèíåàðíû, íåîáõîäè-ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áûëî ðàâíî íóëþ;9



3) ~a×~b = −~b× ~a (àíòèêîììóòàòèâíîñòü);4) (λ~a) ×~b = λ(~a×~b) (ëèíåéíîñòü);5) ~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c (äèñòðèáóòèâíîñòü).Ïóñòü âåêòîðû ~a(x1, y1, z1) è ~b(x2, y2, z2) çàäàíû ñâîèìè ïðÿìîóãîëü-íûìè êîîðäèíàòàìè, òîãäà èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íàõîäèòñÿ ïî �îð-ìóëå

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (y1z2 − y2z1)~i+ (x2z1 − x1z2)~j + (x1y2 − x2y1)~k.

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òð¼õ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c íàçû-âàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâûõ äâóõâåêòîðîâ íà òðåòèé âåêòîð. Îáîçíà÷àåòñÿ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ~a~b~c.Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) ìîäóëü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí îáú¼ìó ïàðàëëåëåïèïåäà,ïîñòðîåííîãî íà ïðåäñòàâèòåëÿõ âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé;2) åñëè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî âåêòîðû îáðàçóþòïðàâóþ òðîéêó, åñëè ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îòðèöàòåëüíî, òî òðîéêàëåâàÿ;3) äëÿ òîãî, ÷òîáû òðè âåêòîðà áûëè êîìïëàíàðíû, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå áûëî ðàâíî íóëþ;4) (~a×~b)~c = ~a(~b× ~c);5) ~a~b~c = ~b~c~a = ~c~a~b = −~a~c~b = −~b~a~c = −~c~b~a;6) (~a1 + ~a2)~b~c = ~a1
~b~c+ ~a2

~b~c;Ïóñòü âåêòîðû ~a(x1, x2, x3), ~b(x2, y2, z2) è ~c(x3, y3, z3) çàäàíû ñâîèìèïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè, òîãäà èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íàõî-äèòñÿ ïî �îðìóëå

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1y2z3 + x3y1z2 + x2y3z1 − x3y2z1 − x2y1z3 − x1y3z2.

Âñþäó äàëåå åñëè âåêòîðû çàäàíû â êîîðäèíàòíîé �îðìå, òî ðå÷üèäåò î ïðÿìîóãîëüíîì áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ.10

Ó ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû àñèìïòîòû ïåðïåíäèêóëÿðíû.Çàäà÷à 59. Íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû �îêóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò,óðàâíåíèÿ àñèìïòîò, óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ äëÿ ãèïåðáîëû:
1)
x2

25
− y2

144
= 1; 2)

x2

225
− y2

64
= 1;

3)
x2

144
− y2

25
= 1; 4)

x2

144
− y2

225
= 1.Çàäà÷à 60. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, �îêóñû êîòîðîé ïðè-íàäëåæàò îñè îðäèíàò è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò,åñëè:1) ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ðàâíî 12 è ýêñöåíòðèñèòåò ε =

6

5
;2) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y =

3

4
x è y = −3

4
x è ðàññòîÿíèå ìåæäó äè-ðåêòðèñàìè ðàâíî 7

1

5
;3) òî÷êà M(

9

2
,
√

13) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå è àñèìïòîòû èìåþòóðàâíåíèÿ y = −2

3
x è y =

2

3
x.Çàäà÷à 61. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, �îêóñû êîòîðîé ïðè-íàäëåæàò îñè àáñöèññ è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò,åñëè:1) ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ðàâíî 12 è ýêñöåíòðèñèòåò ε =

6

5
;2) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y =

3

4
x è y = −3

4
x è ðàññòîÿíèå ìåæäó äè-ðåêòðèñàìè ðàâíî 7

1

5
;3) òî÷êà M(

9

2
,
√

13) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå è àñèìïòîòû èìåþòóðàâíåíèÿ y = −2

3
x è y =

2

3
x.Çàäà÷à 62. Äëÿ ãèïåðáîëû x2

16
− y2

9
= 1 íàéòè �îêàëüíûå ðàäèóñûòî÷êè:

1)M(−5,
9

4
); 2)M(5,

9

4
); 3)M(−5,−9

4
); 4)M(5,−9

4
).Çàäà÷à 63. Êàêèå �èãóðû çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè èíåðàâåíñòâàìè: 51



Äëÿ ëþáîé òî÷êè ãèïåðáîëû M(x, y) âûïîëíÿåòñÿ: |x| > a.Äëÿ ëþáûõ òî÷åê ãèïåðáîëû, ðàñïîëîæåííûõ â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé÷åòâåðòè, ñ âîçðàñòàíèåì èõ àáñöèññû, èõ îðäèíàòà âîçðàñòàåò.Îòðåçîê A1A2 è åãî äëèíà 2a íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, àîòðåçîê OA2 è åãî äëèíà a íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê B1B2 è åãî äëèíà 2b íàçûâàþòñÿ ìíèìîé îñüþ, à îòðåçîê

OB2 è åãî äëèíà b íàçûâàþòñÿ ìíèìîé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê F1F2 è åãî äëèíà 2c íàçûâàþòñÿ �îêóñíûì ðàññòîÿíèåì.Òî÷êè A1(−a, 0), A2(a, 0) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû.Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è èìåþùèå óãëîâûåêîý��èöèåíòû b

a

è − b
a

íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû.Òî÷êè ãèïåðáîëû íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê àñèìïòîòàì, íî íåïåðåñåêàþò èõ.Îòíîøåíèå �îêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ãèïåðáîëû ê äëèíå åå äåéñòâèòåëü-íîé îñè íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

ε:

ε =
c

a
.Ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè òî÷êè M(x, y) ãèïåðáîëû íàçûâàþòñÿ âåëè-÷èíû r1 = F1M è r2 = F2M .Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè îðäèíàò è èìåþùèå óðàâíåíèÿ

x = −a
ε

è x =
a

ε
,íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû.Ïîñêîëüêó äëÿ ãèïåðáîëû ε > 1, òî äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû ãèïåðáîëóíå ïåðåñåêàþòÎòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ëþáîé òî÷êè ãèïåðáîëû äî �îêóñà ê ðàñ-ñòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíàïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòåòó.�èïåðáîëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííåé (ðàâíîáî÷íîé), åñëè åå ïîëó-îñè ðàâíû. Óðàâíåíèå ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû èìååò âèä:

x2 − y2 = a2.50

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b, åñëè:1)|~a| = 8, |~b| = 5, (~̂a,~b) = 60◦;2)|~a| = |~b| = 1, (~̂a,~b) = 135◦;3)|~a| = 3, |~b| = 1,~a ↑↑ ~b;4)|~a| = 3, |~b| = 1,~a ↑↓ ~b.Çàäà÷à 7. Çíàÿ, ÷òî |~a| = 2, |~b| = 5, (~̂a,~b) = 60◦, âû÷èñëèòå:1) ~a ·~b;2) ~a2;3) ~b2;4) (~a+~b)2;5) (2~a−~b) · (3~a+ 4~b).�åøåíèå. 5).
(2~a−~b)(3~a+ 4~b) = 6~a2 + 8~a~b− 3~b~a− 4~b2 =

6~a2 + 5~a~b− 4~b2 = 6|~a|2 + 5|~a||~b| cos 60◦ − 4|~b|2 =

24 + 25 − 100 = −51.Îòâåò: −51.Çàäà÷à 8. Âû÷èñëèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:1) ~a(1, 2, 4); ~b(3,−4, 5);2) ~a(1, 3,−5); ~b(5, 0, 1);3) ~a(1
2
,
1

3
,
2

3
); ~b(0, 2, 0, 15, 0, 1);4) ~a(1, 2 sin 15◦, cos 15◦); ~b(0, sin 15◦, 2 cos 15◦);5) ~a(cos 30◦, 2, sin 30◦); ~b(cos 30◦,−1, 3 sin 30◦).�åøåíèå. 4). ~a~b = 1 ·0+2 sin 15◦ sin 15◦+2 cos 15◦ cos 15◦ = 2(sin215◦+

+ cos215◦) = 2.Îòâåò: 2.Çàäà÷à 9. Íàéäèòå óãëû ìåæäó âåêòîðàìè:1) ~a(3, 3, 4), ~b(3, 0, 2); 11



2) ~a(1,−1,−1),~b(2, 0, 2);3) ~p(2, cos 10◦,− sin 10◦), ~q(

√
2

2
, sin 10◦, cos 10◦);4) ~p(cos 3◦, sin 3◦, 0), ~q(1, 0, 0).Çàäà÷à 10. Íàéäèòå ~a×~b, åñëè:1) ~a =~i+ 2~j + ~k, ~b = 3~i− 2~j + ~k;2) ~a =~i+ 2~j − 2~k, ~b = 7~i+ 4~j + 6~k;3) ~a(0, 1, 2); ~b(2, 0, 3);4) ~a(8, 6, 4); ~b(1, 2,−2).Çàäà÷à 11. Âû÷èñëèòå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:1) ~i,~j,~k;2) ~k,~j,~i;3) ~i,~k,~j;4) ~j,~k,~i;5) ~j,~i,~k.�åøåíèå. 1). ~i = (1, 0, 0); ~j = (0, 1, 0); ~k = (0, 0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî:

~i~j~k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + 0 + 0 − 0 − 0 − 0 = 1.

Îòâåò: 1.Çàäà÷à 12. Âû÷èñëèòå ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ~a~b~c è óêàæèòå êàêîéòðîéêîé (ïðàâîé èëè ëåâîé) ÿâëÿåòñÿ òðîéêà âåêòîðîâ ~a,~b,~c:1) ~a =~i+ 2~j + ~k, ~b =~i+ 2~j − ~k, ~c = 8~i+ 6~j + 4~k;2) ~a =~i+ 2~j + 3~k, ~b = 3~i+~j + 2~k, ~c = 2~i+ 3~j + ~k;3) ~a(13, 12, 11), ~b(24, 23, 22), ~c(35, 34, 33);4) ~a(1, 3, 5), ~b(2, 4, 6), ~c(8, 9, 7).

12

3.2 �èïåðáîëà�èïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè äëÿ êàæäîé èç êîòî-ðûõ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê,íàçûâàåìûõ �îêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ìåíüøàÿ ÷åì ðàññòî-ÿíèå ìåæäó �îêóñàìè.Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, âõîäÿùóþ â îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëû, îáîçíà-÷èì ÷åðåç 2a, ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè � ÷åðåç 2c. Åñëè ñèñòåìóêîîðäèíàò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �îêóñû ãèïåðáîëû ðàñïîëàãà-ëèñü íà îñè àáñöèññ, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèëîñü ïîñåðåäèíå ìåæäó�îêóñàìè, òî �îêóñû áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû F1(−c, 0) è F2(c, 0). Âñëó÷àå òàêîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, äëÿ ãèïåðáîëû ñïðàâåäëèâûñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
�èñ. 5:Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæàëà ãèïåðáîëå, íåîáõîäèìîè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ

x2

a2
− y2

b2
= 1,ãäå b2 = c2 − a2. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåìãèïåðáîëû.Êîîðäèíàòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ãèïåðáîëû. Íà÷àëî êî-îðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ãèïåðáîëû.�èïåðáîëà ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíóþ îñü OX â òî÷êàõ A1(−a, 0),

A2(a, 0) è íå ïåðåñåêàåò îñü OY . 49



3) 36x2 + 16y2 = 576; 4)16x2 + 362 = 576.Çàäà÷à 58. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, çíàÿ åãî �îêóñ F1(2, 0),ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó �îêóñó äèðåêòðèñó x = 8 è ýêñöåíòðèñèòåò ǫ =

=
1

2
.�åøåíèå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà

r

d
= ε.ÏóñòüM(x, y) � òàêàÿ òî÷êà. Ïî �îðìóëå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷-êàìè:

r = MF1 =
√

(x− 2)2 + y2.Îáùåå óðàâíåíèå äàííîé â óñëîâèè äèðåêòðèñû èìååò âèä: x − 8 = 0.Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè:

d =
|x− 8|√

12
= |x− 8|.Òîãäà √

(x− 2)2 + y2

|x− 8| =
1

2
.Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå:

√
(x− 2)2 + y2 =

1

2
|8 − x|;

(x− 2)2 + y2 =
1

4
(64 − 16x+ x2);

4(x2 − 4x+ 4 + y2) = 64 − 16x+ x2;

3x2 + 4y2 = 48;

x2

16
+
y2

12
= 1.Îòâåò: x2

16
+
y2

12
= 1.

48

1.3 Ìíîæåñòâî òî÷åê. Ñèñòåìû êîîðäèíàòÅñëè ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïëîñêîé ëèíèè l óäàåòñÿ íàéòè â íåêî-òîðîé ÏÄÑÊ-2 òàêîå óðàâíåíèå

F (x, y) = 0, (∗)÷òî êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè ëèíèè l â ýòîé ÏÄÑÊ-2 îïðåäåëÿþò íåêî-òîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (*) è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêîå ðåøåíèå ýòîãîóðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ òî÷êó äàííîé ëèíèè, òî ãîâîðÿò, ÷òî(*) � óðàâíåíèå ëèíèè l.Åñëè ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì ïîâåðõíîñòè s óäàåòñÿ íàéòè âíåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 òàêîå óðàâíåíèå
F (x, y, z) = 0, (∗∗)÷òî êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè s â ýòîé ÏÄÑÊ-3 îïðåäåëÿþòíåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (**) è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêîå ðåøåíèåýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ òî÷êó äàííîé ïîâåðõíîñòè, òîãîâîðÿò, ÷òî (**) � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè s.Ïóñòü A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2) � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, äàííûå âíåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3. Òîãäà −→

AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1). Ïîñêîëüêóðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B ðàâíî ìîäóëþ ñâÿçàííîãî âåêòîðà −→AB,òî ïîëó÷èì �îðìóëó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè:

AB =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.Ïóñòü íóæíî íàéòè òàêóþ òî÷êó C, êîòîðàÿ ëåæèò íà îòðåçêå AB èäåëèò åãî â çàäàííîì ñîîòíîøåíèè λ. Ïóñòü C(x, y, z). Òîãäà �îðìóëûäåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì ñîîòíîøåíèè èìåþò âèä

x =
x1 + λx2

1 + λ
; y =

y1 + λy2

1 + λ
; z =

z1 + λz2

1 + λ
.Åñëè òî÷êà C � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî λ = 1 è òîãäà ïîëó÷àåì�îðìóëû ñåðåäèíû îòðåçêà:

x =
x1 + x2

2
; y =

y1 + y2

2
; z =

z1 + z2

2
.Åñëè òî÷êè A è B äàíû â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-2, ò. å. A(x1, y1) è

B(x2, y2), òî â �îðìóëàõ äåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì ñîîòíîøåíèè è �îð-ìóëàõ ñåðåäèíû îòðåçêà, àïïëèêàòà íå èñïîëüçóåòñÿ.Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ê ïðÿìîóãîëüíûì �

x = r cosϕ, y = r sinϕ,13



îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ê ïîëÿðíûì �

r =
√
x2 + y2, cosϕ =

x√
x2 + y2

, sinϕ =
y√

x2 + y2
.Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ê ïðÿìîóãîëüíûì �

x = r cosψ cosϕ, y = r cosψ sinϕ, z = sinψ,îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ê ñ�åðè÷åñêèì �

r =
√
x2 + y2 + z2,

sinψ =
z√

x2 + y2 + z2
, cosψ =

√
x2 + y2

√
x2 + y2 + z2

,

sinϕ =
y√

x2 + y2
, cosϕ =

x√
x2 + y2

.Çàäà÷à 13. Íàéäèòå êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà, êîòîðûé òî÷êàìè

C(7, 0, 3) è D(−5, 0, 0) ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.�åøåíèå: Ïóñòü A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2) � êîíöû ýòîãî îòðåçêà.Òîãäà òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AD. Ïðèìåíèì �îðìóëû ñå-ðåäèíû îòðåçêà:

7 =
x1 − 5

2
; 0 =

y1 + 0

2
; 3 =

z1 + 0

2
.Èç ýòèõ �îðìóë â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé, ïîëó÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè:

A(19, 0, 6). Àíàëîãè÷íî, òî÷êà D ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà CB. Ñëå-äîâàòåëüíî,

−5 =
7 + x2

2
; 0 =

0 + y2

2
; 0 =

3 + z2

2
.Ïîýòîìó B(−17, 0,−3).Îòâåò: A(19, 0, 6), B(−17, 0,−3).Çàäà÷à 14.Îòðåçîê, îãðàíè÷åííûé òî÷êàìè A è B ðàçäåëåí òî÷êàìè

C,D,E íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê.
1) A(−2, 5, 13); B(6, 17,−7);
2) A(4, 2, 8) è B(8, 18,−4).Çàäà÷à 15. Äàí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A(7, 5,−4), B(4, 9, 1) è

C(6,−3,−7). Âû÷èñëèòå äëèíó ìåäèàíû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A.14

íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà.Ïîñêîëüêó äëÿ ýëëèïñà ε < 1, òî äèðåêòðèñû ýëëèïñà ýëëèïñ íå ïå-ðåñåêàþòÎòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà äî �îêóñà ê ðàññòî-ÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû åñòü âåëè÷èíà ïî-ñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ýêñöåíòðèñèòåòó.Çàäà÷à 55. Êàêèå �èãóðû çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:1) x2 + y2 − 2x+ 4y − 4 = 0;2) x2 + y2 − 2x+ 4y + 5 = 0;3) x2 + y2 − 2x+ 4y + 6 = 0;4) 3x2 + 3y2 + 6x− 18y − 48 = 0;5) 3x2 + 3y2 + 6x− 18y + 50 = 0;6) 3x2 + 3y2 + 6x− 18y + 30 = 0.�åøåíèå. 5). Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû îòíîñèòåëüíî îáåèõ ïåðåìåí-íûõ:
3x2 + 3y2 + 6x− 18y + 50 = 0;

3(x2 + 2x+ 1) + 3(y2 − 6y + 9) − 3 − 27 + 50 = 0;

3(x+ 1)2 + 3(y − 3)2 + 20 = 0.Ïîëó÷àåì, ÷òî íè îäíà òî÷êà íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óðàâíåíèþ.Îòâåò: ïóñòîå ìíîæåñòâî.Çàäà÷à 56. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, �îêóñû êîòîðîãî ïðèíàä-ëåæàò îñè îðäèíàò è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè:1) ïîëóîñè åãî ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû òðåì è ïÿòè;2) ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ðàâíî 6 è áîëüøàÿ îñü ðàâíà 10;3) áîëüøàÿ îñü ðàâíà 26 è ýêñöåíòðèñèòåò ǫ =
12

13
.4) áîëüøàÿ îñü ðàâíà 50 è ýêñöåíòðèñèòåò ǫ =

24

25
.Çàäà÷à 57. Íàéòè ïîëóîñè, �îêóñû, ýêñöåíòðèñèòåò è óðàâíåíèÿ äè-ðåêòðèñ äëÿ ýëëèïñîâ:

1) 25x2 + 9y2 = 225; 2) 9x2 + 25y2 = 225;47



ãäå b2 = a2 − c2. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåìýëëèïñà.Êîîðäèíàòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñà. Íà÷àëî êî-îðäèíàò ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ýëëèïñà.Ýëëèïñ ïåðåñåêàåò êîîðäèíàòíûå îñè â òî÷êàõ A1(−a, 0), A2(a, 0),

B1(0,−b), B2(0, b).Äëÿ ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà M(x, y) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

−a 6 x 6 a, −b 6 y 6 b.Äëÿ ëþáûõ òî÷åê ýëëèïñà, ðàñïîëîæåííûõ â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé÷åòâåðòè, ñ âîçðàñòàíèåì èõ àáñöèññû, èõ îðäèíàòà óáûâàåò.Îòðåçîê A1A2 è åãî äëèíà 2a íàçûâàþòñÿ áîëüøåé îñüþ, à îòðåçîê

OA2 è åãî äëèíà a íàçûâàþòñÿ áîëüøåé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê B1B2 è åãî äëèíà 2b íàçûâàþòñÿ ìåíüøåé îñüþ, à îòðåçîê

OB2 è åãî äëèíà b íàçûâàþòñÿ ìåíüøåé ïîëóîñüþ.Îòðåçîê F1F2 è åãî äëèíà 2c íàçûâàþòñÿ �îêóñíûì ðàññòîÿíèåì.Òî÷êè A1(−a, 0), A2(a, 0), B1(0,−b), B2(0, b) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìèýëëèïñà.Îòíîøåíèå �îêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ýëëèïñà ê äëèíå åãî áîëüøåé îñèíàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ε:

ε =
c

a
.Ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè òî÷êèM(x, y) ýëëèïñà íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

r1 = F1M è r2 = F2M .Ôîêàëüíûå ðàäèóñû äëÿ ýëëèïñà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç ýêñ-öåíòðèñèòåò:

r1 = a+ εx1, r2 = a− εx1.Ýëëèïñ ìîæåò áûòü çàäàí óðàâíåíèÿìè

x = a cos t; y = b sin t,êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ýëëèïñà.Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè îðäèíàò è èìåþùèå óðàâíåíèÿ
x = −a

ε

è x =
a

ε
,46

Çàäà÷à 16. Äàíû äâå âåðøèíû A(1, 3, 5) è B(−1, 2, 1) ïàðàëëåëî-ãðàììà ABCD è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé E(1, 0, 1). Íàéäèòåäâå äðóãèå âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà.Çàäà÷à 17. Íàéäèòå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê, çàäàííûõ êîîðäè-íàòàìè â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
1) A(0,

1

2
), B(1, 1),

2) C(
√

3, 1), D(−3, 3).Çàäà÷à 18. Çíàÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê, íàéäèòå èõ êîîðäèíà-òû â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
1) A(2,

π

3
), B(

√
2,

3π

4
),

2) C(5,
π

2
), D(3,

π

6
).Çàäà÷à 19. Íàéäèòå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îò-íîñèòåëüíî ïîëÿðíîé îñè òî÷êàì A(3,

π

4
), B(2,

3π

2
), C(3,

5π

3
), çàäàííûõïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè.�åøåíèå. Ïîñòðîèì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è â íåé òî÷êó A(ðèñ. 2). Îïóñòèâ ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè A íà îñü P, ïîëó÷èì òî÷êó

M. Ïîñòðîèì òî÷êó A1, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå A è ðàññìîòðèì òðåóãîëü-íèêè OAM è OA1M. Èç îïðåäåëåíèÿ ñèììåòðèè, óãëû OMA è OMA1ïðÿìûå, à ðàññòîÿíèÿ AM è A1M ðàâíû. Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó ñòîðî-íà OM ó óêàçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ îáùàÿ, òî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû.Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ1 = −ϕ è r1 = r = 3. Òåïåðü ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ,êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íà ïîëÿðíûé óãîë (0 6 ϕ < 2π), ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ1 = 2π − ϕ = 2π − π

4
=

7π

4
.

�èñ. 2:15



Îòâåò: A1(3,
7π

3
).Çàäà÷à 20. Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàíû êîîðäèíàòû äâóõâåðøèí A(3,

14

9
π) è B(5,

3

14
π) ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ äèàãîíàëåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîëþñîì. Âû÷èñëèòå ïîëÿðíûåêîîðäèíàòû äâóõ äðóãèõ âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà.Çàäà÷à 21. Äàíû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê A(8,

4

3
π) è B(6,

π

3
).Âû÷èñëèòå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà, îáðàçóåìîãî ýòèìèòî÷êàìè.Çàäà÷à 22. Äàíû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê A(12,

4

9
π) è

B(12,
16

9
π). Âû÷èñëèòå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà, îáðà-çóåìîãî ýòèìè òî÷êàìè.Çàäà÷à 23. Çíàÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê A(5,

π

4
) è B(8,

23π

12
),âû÷èñëèòå AB.Çàäà÷à 24. Îäíà èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà OAB íàõîäèòñÿ â ïîëþñå

O, äâå äðóãèå � òî÷êè A(5,
π

4
) è B(4,

π

12
). Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ýòîãîòðåóãîëüíèêà.Çàäà÷à 25. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî

A(3,
π

8
), B(8,

7

24
π), C(6,

5

8
π) çàäàíû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.Çàäà÷à 26. Çíàÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè: ρ = 10, ϕ =

π

6

, íàéäè-òå åå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû, åñëè ïîëþñ íàõîäèòñÿ â òî÷êå A(2, 3),à ïîëÿðíàÿ îñü ïàðàëëåëüíà îñè Ox.�åøåíèå. Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê AMN (ðèñ. 3). Òî-ãäà

AN = AM cos
π

6
= 10 ·

√
3

2
= 5

√
3è

NM = AM sin
π

6
= 10 · 1

2
= 5.Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà M â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëå-äóþùèå êîîðäèíàòû: x = 2 + 5

√
3; y = 3 + 5 = 8.Îòâåò: M(2 + 5

√
3, 8). 16

3 ËÈÍÈÈ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀ3.1 Îêðóæíîñòü. ÝëëèïñÎêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå M(a, b) ìîæåò áûòü çàäàíàóðàâíåíèåì

(x− a)2 + (y − b)2 = r2.Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè äëÿ êàæäîé èç êî-òîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ �îêóñàìèåñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, áîëüøàÿ ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè.Ýëëèïñ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò ñæàòèÿ îêðóæíîñòè ê å¼äèàìåòðó.
�èñ. 4:Ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, âõîäÿùóþ â îïðåäåëåíèå ýëëèïñà, îáîçíà÷èì÷åðåç 2a, ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè � ÷åðåç 2c. Åñëè ñèñòåìó êîîð-äèíàò âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �îêóñû ýëëèïñà ðàñïîëàãàëèñü íàîñè àáñöèññ, à íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèëîñü ïîñåðåäèíå ìåæäó �îêóñà-ìè, òî �îêóñû áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû F1(−c, 0) è F2(c, 0). Â ñëó÷àåòàêîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, äëÿ ýëëèïñà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåñâîéñòâà.Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæàëà ýëëèïñó, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ

x2

a2
+
y2

b2
= 1,45



1) 



x = 1 + 11t;

y = 2 − 7t;

z = 5 − 8t

è 7x− 8y + 2z − 10 = 0;2) x− 3

2
=
y − 6

−1
=
z + 2

−1

è 2x− 4y + 2z − 9 = 0;3) x+ 4y − 2z + 7 = 0;

3x+ 7y − 2z = 0

è 3x+ y − z + 1 = 0.

4) x = 7 + 5t;

y = 2 − 5t;

z = t

è 2x+ 4y + 2z + 5 = 0.Çàäà÷à 54.Íàéòè ïðîåêöèþ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòü 3x−2y−z+15 = 0,åñëè óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä:1) x = 1 + 2t,

y = 3 + t,

z = 2 + t.

2)





x = 1 + t,

y = 3 + t,

z = 2 + t.3) x+ y + z − 5 = 0,

2x− 3y + z − 4 = 0;
4)




x− y + z − 5 = 0,

2x+ 3y + z − 4 = 0.Óêàçàíèå. Ïðîåêöèåé áóäåò ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïëîñêîñòè èïëîñêîñòè åé ïåðïåíäèêóëÿðíîé è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ ïðÿìóþ. Âêà÷åñòâå íîðìàëüíîãî âåêòîðà èñêîìîé ïëîñêîñòè ìîæíî âçÿòü âåêòîð-íîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíîãî âåêòîðà äàííîé ïëîñêîñòè è íàïðàâëÿþ-ùåãî âåêòîðà äàííîé ïðÿìîé. Â êà÷åñòâå �èêñèðîâàííîé òî÷êè èñêîìîéïëîñêîñòè ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó äàííîé ïðÿìîé.
44

�èñ. 3:Çàäà÷à 27. Íàéäèòå ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê, çàäàííûõ ïðÿ-ìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè:1) A(−8,−4, 1), B(−2,−2,−1), 2) C(0,−4, 3), D(1,−1,−1).
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2 Ï�ßÌÀß È ÏËÎÑÊÎÑÒÜ2.1 Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòèÂñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé íåêîòîðîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ,íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé.Âñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûé íåêîòîðîéïðÿìîé èç ýòîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ýòîé ïðÿ-ìîé.Âñÿêàÿ ïðÿìàÿ â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-2 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîéñòåïåíè

Ax+ By + C = 0,ãäå A, B, C � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ A2 + B2 6= 0.Âñÿêîìó óðàâíåíèþ ïåðâîé ñòåïåíè

Ax+ By + C = 0,ãäå A, B, C � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ A2 +B2 6= 0 â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-2 ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ.Ýòî óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîéíà ïëîñêîñòè.Åñëè â îáùåì óðàâíåíèè ïðÿìîé îòñóòñòâóåò êîý��èöèåíò C, òî ïðÿ-ìàÿ ïîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè â îáùåì óðàâíåíèè ðàâåí íó-ëþ êîý��èöèåíò ïðè ïåðåìåííîé x, òî ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè OX,åñëè ïðè ïåðåìåííîé y, òî ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè OY .Ïóñòü â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-2 íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ çàäàíà ñâîèì îáùèìóðàâíåíèåì Ax+ By + C = 0. Âñå òî÷êè ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ
Ax+ By + C > 0,ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðÿìîé, à âñå òî÷êèïëîñêîñòè äëÿ êîòîðûõ

Ax+ By + C < 0,ëåæàò â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè.Åñëè ïðÿìàÿ íå ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-íåíèåì

y − y0 = k(x− x0),18

1) 



x = 2 + 4t,

y = −1 + t,

z = 2 − t

è 4x+ y − z + 13 = 0;

2) 



x = 2 − 3t,

y = −1 + t,

z = −2t

è x+ y − z + 3 = 0;3) x− 1

2
=
y + 3

−1
=
z + 2

5

è 4x+ 3y − z + 3 = 0;4) 2x− y + 3z + 4 = 0,

x− 2y − 2z + 2 = 0

è 4x− 5y − z + 8 = 0;

5) 2x− 3y − 3z − 9 = 0,

x− 2y + z + 3 = 0

è x− 2y + z − 1 = 0;Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, íåîáõîäèìî îáúåäèíèòü âñåóðàâíåíèÿ â ñèñòåìó è ðåøèòü åå.�åøåíèå. 3). Èç êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé ïîëó÷èì åå ïàðà-ìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:




x = 1 + 2t;

y = −3 − t;

z = −2 + 5t.Òåïåðü ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè:

4 · (1 + 2t) + 3 · (−3 − t) − (−2 + 5t) + 3 = 0.Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 0 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷å-íèÿ ïàðàìåòðà òî÷êà ïðÿìîé, îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì çíà÷åíèåì, ïðèíàäëå-æèò äàííîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè.Îòâåò: ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè.Çàäà÷à 53. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ:
43



2) 



x = −2 + 3t;

y = −1;

z = 4 − t.

è 



2y − z + 2 = 0;

x− 7y + 3z − 17 = 0.3) 


x+ z − 1 = 0;

3x+ y − z + 13 = 0.

è 


x− 2y + 3 = 0;

y + 2z − 8 = 0.Óêàçàíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íóæíî îáúåäèíèòü âñåóðàâíåíèÿ â îäíó ñèñòåìó è íàéòè äëÿ íåå ðåøåíèÿ.�åøåíèå. 2). Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ïîäñòà-âèòü x, y, z èç ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé â óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé:





2 · (−1) − (4 − t) + 2 = 0;

−2 + 3t− 7 · (−1) + 3 · (4 − t) − 17 = 0.Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì t = 4, à èç âòîðîãî 0 = 0. Ïîñêîëü-êó óðàâíåíèÿ íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ïà-ðàìåòðà, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîåçíà÷åíèå ïàðàìåòðà â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì êîîðäèíàòûýòîé òî÷êè: A(10,−1, 0).Îòâåò: A(10,−1, 0).Çàäà÷à 51. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè:1) 



x = 3 + t;

y = 1 − t;

z = 2 + 2t.

è 



x = −t′;
y = 2 + 3t′;

z = 3t′.2) 


x+ 2y − z + 1 = 0;

2x− 3y + z − 4 = 0.

è 


x+ y + z − 9 = 0;

2x− y − z = 0.Óêàçàíèå. Íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðå-ùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè.Çàäà÷à 52. Óñòàíîâèòü, ëåæèò ëè äàííàÿ ïðÿìàÿ â äàííîé ïëîñ-êîñòè, íå èìååò ñ ïëîñêîñòüþ îáùèõ òî÷åê èëè ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü âíåêîòîðîé òî÷êå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ:
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ãäå k = tgα è α � óãîë ìåæäó ýòîé ïðÿìîé è ïîëîæèòåëüíûì íà-ïðàâëåíèåì îñè OX, àM(x0, y0) � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà ýòîéïðÿìîé. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî óãëîâîìó êî-ý��èöèåíòó è òî÷êå.Åñëè B(0, b) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé a ñ îñüþ OY , òî ïðÿìàÿîïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

y = kx+ b,êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì.Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Oy, òî ó íåå óãëîâîãî êîý��èöèåíòàíå ñóùåñòâóåò. Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Ox, òî åå óãëîâîé êîý��è-öèåíò ðàâåí 1.Åñëè ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè A(x1, y1) è

B(x2, y2), òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

,êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì.Åñëè A(a, 0) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé a ñ îñüþ OX, à B(0, b) �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ OY , òî ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x

a
+
y

b
= 1,êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ ïî îñÿì.Åñëè ~a(a1, a2) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé a, àM0(x0, y0) � íåêî-òîðàÿ å¼ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà, òî ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x− x0

a1

=
y − y0

a2

,êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.Èñïîëüçóÿ òîò æå âåêòîð è òó æå òî÷êó, ïðÿìóþ ìîæíî îïðåäåëèòü òàê-æå äâóìÿ óðàâíåíèÿìè 


x = x0 + a1t;

y = y0 + a2t,êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé íà ïëîñ-êîñòè. ×èñëî t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.Ïóñòü α � óãîë ìåæäó íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé a è ïîëîæè-òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX, p � ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé äî íà÷àëàêîîðäèíàò. Òîãäà ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x cosα + y sinα− p = 0,19



êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáûïîëó÷èòü èç îáùåãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé å¼ íîðìàëüíîå óðàâíåíèå, íåîá-õîäèìî ýòî îáùåå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà ìíîæèòåëü

µ = ± 1√
A2 + B2

,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íîðìèðóþùèì ìíîæèòåëåì. Çíàê ýòîãî ìíîæèòåëÿâûáèðàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêó C èç îáùåãî óðàâíåíèÿ.Ïóñòü äâå ïðÿìûå � a1 è a2 çàäàíû ñâîèìè îáùèìè óðàâíåíèÿìè

A1x+ B1y + C1 = 0 è A2x+B2y + C2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

A1

A2

=
B1

B2� óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè,

A1A2 +B1B2 = 0� óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè.Óãëîì ϕ ìåæäó ïðÿìûìè a1 è a2 íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé óãîë ïîâî-ðîòà íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïðÿìóþ a1 âîêðóã íåêîòîðîé å¼ òî÷êèòàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ a1 ñîâïàëà ñ ïðÿìîé a2 èëè ñòàëà åé ïàðàëëåëüíîé.Ýòîò óãîë ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ïîâîðîò ïðîèñõîäèò ïðîòèâ÷àñîâîé ñòðåëêå è îòðèöàòåëüíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Åñëè k1 è k2 � óãëîâûå êîý��èöèåíòû ïðÿìûõ a1 è a2, òî �îðìóëàóãëà ìåæäó ïðÿìûìè �

tgϕ =
k2 − k1

1 + k1k2

.

k1 = k2�óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè,

k1 = − 1

k2�óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè. Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Ox, òî ååóãëîâîé êîý��èöèåíò ðàâåí 0, åñëè ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Oy, òî ó íååóãëîâîãî êîý��èöèåíòà íå ñóùåñòâóåò.Ïóñòü â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-2 äàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà M(x1, y1) è çàäàíàíåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ a ñâîèì îáùèì óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0. Òîãäàðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé a íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå
d =

|Ax1 +By1 + C|√
A2 + B2

.20

1) 



x = 1 − 2t;

y = 3t;

z = −2 + t.

è 



x = 7 + 4t′;

y = 5 − 6t′;

z = 4 − 2t′.2) 



x = 2t;

y = 0;

z = −2t.

è 


x+ y + z − 3 = 0;

x− y + z − 1 = 0.Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþ-ùèå äåéñòâèÿ. Âíà÷àëå íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî íàïðàâëÿþùèå âåêòîðûêîëëèíåàðíû. Çàòåì íóæíî âçÿòü íåêîòîðóþ òî÷êó ïðèíàäëåæàùóþ îä-íîé ïðÿìîé è ïîêàçàòü, ÷òî îíà íå ïðèíàäëåæèò âòîðîé ïðÿìîé. Òàêèìîáðàçîì ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ò.å. ïàðàëëåëü-íû. Íàêîíåö, íóæíî íàéòè ìåæäó ïðÿìûìè ðàññòîÿíèå, âîñïîëüçîâàâ-øèñü ñîîòâåòñòâóþùåé �îðìóëîé.Çàäà÷à 49. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå ñîâïàäàþò:1) 



x = 8 + 3t;

y = 7 − 2t;

z = 11 + t.

è 



x = 5 − 6t′;

y = 9 + 4t′;

z = 10 − 2t′.2) 



3x+ y − 2z − 6 = 0;

41x− 19y + 52z − 68 = 0.

è 


x− 2y + 5z − 1 = 0;

33x+ 4y − 5z − 63 = 0.Óêàçàíèå. Òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å íóæíî ñíà÷àëà ïîêà-çàòü, ÷òî íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ êîëëèíåàðíû. Íî çàòåì, âçÿâòî÷êó íà îäíîé èç ïðÿìûõ, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò âòîðîéïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì áóäåò äîêàçàíî ñîâïàäåíèå ïðÿìûõ.Çàäà÷à 50. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ è íàéòè êîîðäèíàòûòî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ:1) 



x = −3t;

y = 2 + 3t;

z = 1.

è 



x = 1 + 5t′;

y = 1 + 13t′;

z = 1 + 10t′.
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Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ a çàäàíà ñâîèìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿ-ìè: x− x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

è ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ òî÷êàM(x1, y1, z1).Òîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé a íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå:

d =

√√√√√

∣∣∣∣∣∣
y1 − y0 z1 − z0

a2 a3

∣∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣∣
z1 − z0 x1 − x0

a3 a1

∣∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣∣
x1 − x0 y1 − y0

a1 a2

∣∣∣∣∣∣

2

√
a2

1
+ a2

2
+ a2

3

.Ïóñòü êðîìå çàäàííîé âûøå ïðÿìîé a, åù¼ îäíà ïðÿìàÿ b çàäàíàñâîèìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè: x− x1

b1
=

y − y1

b2
=

z − z1

b3

. Òîãäàðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå:

d =

mod

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
√√√√√

∣∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣∣

2

.

Çàäà÷à 47. Äàíà ïðÿìàÿ





x = 2 + t;

y = 1 + 3t;

z = 5 + 2t.Êàêèå èç òî÷åê åé ïðèíàäëåæàò:1) M1(3, 4, 7), M2(2, 0, 4);2) M3(0,−5, 1), M4(−1, 3,−2).Çàäà÷à 48. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû è íàéòè ðàññòîÿíèåìåæäó íèìè:
40

Ïó÷êîì ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó S, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïó÷êà.Äëÿ çàäàíèÿ ïó÷êà äîñòàòî÷íî çàäàòü åãî öåíòð èëè ëþáûå äâå ïðÿ-ìûå ïó÷êà.Ïóñòü â ÏÄÑÊ-2 äâå íåïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, çàäàíû ñâîèìè îáùèìèóðàâíåíèÿìè A1x + B1y + C1 = 0 è A2x + B2y + C2 = 0. Òîãäà ïó÷oêïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ çàäà¼òñÿóðàâíåíèåì

A1x+ B1y + C1 + t(A2x+B2y + C2) = 0,ãäå t � íåêîòîðîå ÷èñëî.Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì A3x+B3y+
+C3 = 0 ïó÷êó ïðÿìûõ, çàäàííîìó óðàâíåíèÿìè äâóõ ïðÿìûõ � A1x+
+B1y + C1 = 0 è A2x+ B2y + C2 = 0, èìååò âèä:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.Åñëè âåêòîð ~n(x1, y1) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé, òî âåê-òîð ~a(−y1, x1) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé. Íàïðà-âëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé áóäåò òàê æå è âåêòîð ~a(y1,−x1).Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïðÿìóþ, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòüñÿ êà-êîé âèä óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ñëåäóåò èñêàòü. Òàê æå âàæíî îñâîèòü ïðèåìûïåðåõîäà îò îäíîãî âèäà óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ê äðóãîìó.Çàäà÷à 28. Íàïèøèòå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-ùåé ÷åðåç:1) òî÷êó M0(1, 2) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~a(3,−1);2) íà÷àëî êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~b(3, 4);3) òî÷êó A(1, 7) ïàðàëëåëüíî îñè OY ;�åøåíèå. 1). ÏîñêîëüêóM0 � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà, òî äëÿ ïàðàìåò-ðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé ïîëó÷àåì: x0 = 1, y0 = 2. Ïîñêîëüêó âåêòîð

~a ïàðàëëåëåí ïðÿìîé, òî åãî ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî.Ñëåäîâàòåëüíî, a1 = 3, a2 = −1. Òåïåðü îñòàëîñü ïîäñòàâèòü íàéäåííûåêîý��èöèåíòû â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:


x = 1 + 3t;

y = 2 − 1t.21



Îòâåò: 


x = 1 + 3t;

y = 2 − 1t.Çàäà÷à 29. Ïðÿìàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè




x = 1 − 4t;

y = 3 + t.Íàéäèòå:1) íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äàííîé ïðÿìîé;2) êîîðäèíàòû òî÷åê äëÿ êîòîðûõ t1 = 3, t2 = −1, t3 = 0, t4 =
= 2, t5 = 10;3) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ îñÿìè êîîð-äèíàò;4) ñðåäè òî÷åê A(−3, 4); B(1, 1); C(9, 1); D(3, 8) òî÷êè, ïðèíàäëåæà-ùèå äàííîé ïðÿìîé.�åøåíèå: 1). Êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà � ýòî êîý��èöè-åíòû ïðè ïàðàìåòðå t â ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ, ò.å. ~a(−4, 1).Îòâåò: ~a(−4, 1).2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê, íóæíî ïîäñòàâèòüêàæäîå èç çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t â îáà ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Òî-ãäà ïåðâîå óðàâíåíèå äàñò ïåðâóþ êîîðäèíàòó, âòîðîå � âòîðóþ. Òàêèìîáðàçîì, ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, òî÷êó A(1 − 4t1, 3 + t1) = A(1 − 4 · 3, 3 +
+3) = A(−11, 6). Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì: B(5, 2); C(1, 3); D(−7, 5); K(−
−39, 13).Îòâåò: A(−11, 6); B(5, 2); C(1, 3); D(−7, 5); K(−39, 13).3). Åñëè A(x1, y1) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïðÿìîé ñ îñüþ OX, òî
y1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâèâ âî âòîðîå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíè,ïîëó÷èì: 0 = 3 + t. Çíà÷èò, äëÿ òî÷êè A, t = −3. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òîãî,÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòíîéîñüþ OY, âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì: 0 = 1−4tèëè t =

1

4
.Îòâåò: −3,

1

4
.4). Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà A äàííîé ïðÿ-ìîé, ïîäñòàâèì åå êîîðäèíàòû â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:22

Ïóñòü (x0, y0, z0) � îäíî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû Òîãäà òî÷êà
M(x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò óêàçàííîé ïðÿìîé. Â êà÷åñòâå æå íàïðàâëÿ-þùåãî âåêòîðà ïðÿìîé a ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëü-íûõ âåêòîðîâ ~n1(A1, B1, C1) è ~n2(A2, B2, C2). Òîãäà êàíîíè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ ïðÿìîé a ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

x− x0∣∣∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣∣

=
y − y0∣∣∣∣∣∣
C1 A1

C2 A2

∣∣∣∣∣∣

=
z − z0∣∣∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣∣

.

Ïóñòü äâå ïðÿìûå � a1 è a2 èìåþò íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ñîîòâåò-ñòâåííî ~a(a1, a2, a3) è ~b(b1, b2, b3). Òîãäà óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ðàâåí óãëóìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè:
cosα =

a1b1 + a2b2 + a3b3√
a2

1
+ a2

2
+ a2

3

√
b2
1
+ b2

2
+ b2

3

.

a1

b1
=
a2

b2
=
a3

b3� óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè;
a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0.� óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè.Ïóñòü ~n(A,B,C) � íîðìàëüíûé âåêòîð íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, à âåê-òîð ~a(a1, a2, a3) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð íåêîòîðîé ïðÿìîé. Åñëè ýòèïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíû, òî óêàçàííûå âåêòîðû ïåðïåíäèêó-ëÿðíû, ò.å. óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå:

Aa1 + Ba2 + Ca3 = 0;åñëè æå ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî óêàçàííûå âåêòîðûêîëëèíåàðíû, ò.å. óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè âïðîñòðàíñòâå:

A

a1

=
B

a2

=
C

a3

.Åñëè β � óãîë ìåæäó íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè è íàïðàâëÿþ-ùèì âåêòîðîì ïðÿìîé, òî ϕ =
π

2
−β � óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ.Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð-ìóëå:

sinϕ =
Aa1 + Ba2 + Ca3√

A2 + B2 + C2
√
a2

1
+ a2

2
+ a2

3

.39



2.3 Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâåÂ ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðÿìóþ êàê ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿäâóõ ïëîñêîñòåé.Ïóñòü äàíû äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2). Ïðÿ-ìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè, çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

x− x1

x2 − x1

=
y − y1

y2 − y1

=
z − z1

z2 − z1

,êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì â ïðîñòðàí-ñòâå.Ïóñòü M0(x0, y0, z0) � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïðÿìîé a, à

~a(a1, a2, a3) � å¼ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð. Òîãäà ïðÿìàÿ a ìîæåò áûòü çà-äàíà óðàâíåíèÿìè 



x = x0 + a1t

y = y0 + a2t

z = z0 + a3t,êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðî-ñòðàíñòâå è óðàâíåíèÿìè

x− x0

a1

=
y − y0

a2

=
z − z0

a3

,êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàí-ñòâå.Åñëè íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ a ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñ-êîñòåé α1 è α2, çàäàííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñâîèìè îáùèìè óðàâíåíèÿìè
A1x + B1y + C1z + D1 = 0 è A2x + B2y + C2z + D2 = 0, òî îíà ìîæåòáûòü çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé




A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.Èíîãäà ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþò îáùèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðî-ñòðàíñòâå.Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ a çàäàíà êàê ëèíèÿ ïðåñå÷åíèÿ äâóõïëîñêîñòåé, ò.å. ñèñòåìîé




A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.38





−3 = 1 − 4t;

4 = 3 + t.Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì t = 1, èç âòîðîãî, t = 1. Ïîñêîëüêóïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðà ñîâïàäàþò, òî òî÷êà A ïðèíàäëå-æèò äàííîé ïðÿìîé. Ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû òî÷êè B â ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì: 



1 = 1 − 4t;

1 = 3 + t.Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ t = 0, à èç âòîðîãî t = −2. Ñëåäîâàòåëüíî,íåëüçÿ óêàçàòü òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ÷òîáû îáà óðàâíåíèÿ îáðàùà-ëèñü â âåðíîå ðàâåíñòâî. Ïîýòîìó òî÷êà B íå ïðèíàäëåæèò äàííîé ïðÿ-ìîé. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà C ïðèíàäëåæèò ïðÿ-ìîé, à òî÷êà D íå ïðèíàäëåæèò.Îòâåò: A è C.Çàäà÷à 30. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé:1) èìåþùåé óãëîâîé êîý��èöèåíò k = −5 è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

A(1,−2);2) èìåþùåé óãëîâîé êîý��èöèåíò k = 8 è îòñåêàþùåé íà îñè OYîòðåçîê äëèíû äâà;3) ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè A(1, 5) è B(2, 3);4) ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A(−2, 3) è ñîñòàâëÿþùåé ñ îñüþ OX óãîë

60◦;5) ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó B(1, 7) îðòîãîíàëüíî âåêòîðó ~n(4, 3).6) ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(3, 4) è B(−2, 1).�åøåíèå. 4). Ïîñêîëüêó óãëîâîé êîý��èöèåíò ïðÿìîé � ýòî òàíãåíñóãëà íàêëîíà, òî k = tg60◦ =
√

3. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ âîñïîëü-çîâàòüñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî óãëîâîìó êîý��èöèåíòó è òî÷êå, ò.å.óðàâíåíèåì y − y0 = k(x − x0), ïîäñòàâèâ â íåãî íàéäåííîå çíà÷åíèåóãëîâîãî êîý��èöèåíòà è êîîðäèíàòû äàííîé òî÷êè: y − 3 =
√

3(x+ 2).Îòâåò: y − 3 =
√

3(x+ 2).5). Ïîñêîëüêó âåêòîð ~n îðòîãîíàëåí ïðÿìîé, òî åãî ìîæíî âûáðàòü âêà÷åñòâå íîðìàëüíîãî âåêòîðà ýòîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå óðàâ-íåíèå ïðÿìîé èìååò âèä 4x + 3y +D = 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè êîý�-�èöèåíò D, íóæíî ïîäñòàâèòü â ýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè B :

4 · 1 + 3 · 7 +D = 0;

25 +D = 0.23



Îòñþäà D = −25 è òîãäà óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä

4x+ 3y − 25 = 0.Îòâåò: 4x+ 3y − 25 = 0.Çàäà÷à 31. Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ:

1) y = 2x− 3; 2) y =
1

2
x+ 1; 3)5x− y = 0;

4) 6x+ 11y + 9 = 0; 5)
x

2
+
y

3
= 1.Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî â êàæäîì ñëó-÷àå íàéòè êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè äàííîé ïðÿìîé è êîîðäèíàòû ååíåêîòîðîãî íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà. Êîîðäèíàòû òî÷êè � ýòî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîãóò áûòü íàé-äåíû ïî-ðàçíîìó. Íàïðèìåð, ìîæíî íàéòè êîîðäèíàòû åùå îäíîé òî÷êèè ïîñòðîèòü ïî ýòèì äâóì òî÷êàì âåêòîð. Òàê êàê îáå òî÷êè ëåæàò íàïðÿìîé, òî ýòîò âåêòîð áóäåò íàïðàâëÿþùèì.Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî îäíà è òà æå ïðÿìàÿ ìîæåò èìåòü ðàç-ëè÷íûå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ � âñå çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ òî÷êàè êàêîé âåêòîð ìû âçÿëè.�åøåíèå. 1). Ïîñêîëüêó ïàðû (0,−3) è (1,−1) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìèäàííîãî óðàâíåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì òî÷êè A(0,−3) è B(1,−1)ïðèíàäëåæàò äàííîé ïðÿìîé. Òîãäà âåêòîð −→

AB(1, 2) ìîæíî âûáðàòü âêà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ïðÿìàÿ èìååò ñëåäóþ-ùèå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:




x = t;

y = −3 + 2t.Îòâåò: 


x = t;

y = −3 + 2t.Çàäà÷à 32. Íàïèñàòü îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé:1) 


x = 1 + t,

y = 1 − 3t;
2)




x = 2,

y = 2 + t;3) 


x = t,

y = 1;
4)
x+ 3

−5
=
y + 1

2
. 24

Ïî óñëîâèþ, îíà ïðîõîäèò ÷åðåç ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñ-êîñòè OXY è ïëîñêîñòè, äàííîé â óñëîâèè çàäà÷è, ò.å. ÷åðåç ïðÿìóþîïðåäåëÿåìóþ ñèñòåìîé





5x− y + 3z − 2 = 0;

z = 0.
(∗)Â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ýòîé ïðÿìîé ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîåïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòåé:

~a = (5,−1, 3)× (0, 0, 1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

0 0 1

5 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1, 5, 0).Ïîñêîëüêó èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííîé, òî ðàâíî íóëþñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó æå èñêîìàÿïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ, óïîìÿíóòóþ âûøå, òî íîðìàëüíûéâåêòîð ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðåí íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó ïðÿìîé èïîýòîìó èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê æå ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,ïîëó÷àåì ñèñòåìó: 




5A−B + 3C = 0;

A+ 5B = 0.Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó ïîëó÷àåì: A = −5B. Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîåâûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì: 3C = 26B. Ñëåäîâàòåëüíî, íîð-ìàëüíûé âåêòîð èñêîìîé ïëîñêîñòè èìååò âèä: ~n(−5B,B,
26

3
B). Ïóñòü

B = −3. Òîãäà ~n(15,−3,−26). Çíà÷èò óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè ïðè-íèìàåò âèä:
15x− 3y − 26z +D = 0.Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå äëÿ êîý��èöèåíòà D, íåîáõîäèìî íàé-òè êàêóþ-ëèáî òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ýòîé ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå òà-êîé òî÷êè ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó èç ñèñòåìû (*), ïîñêîëüêó èñêîìàÿïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ, îïðåäåëÿåìóþ ýòîé ñèñòåìîé. Òàêîéòî÷êîé áóäåò, íàïðèìåð, A(1, 1, 0). Ïîäñòàâèâ åå êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå(**), ïîëó÷èì, ÷òî D = −6. Èòàê, èñêîìàÿ ïëîñêîñòü èìååò óðàâíåíèå

15x− 3y − 26z − 6 = 0.Îòâåò: 15x− 3y − 26z − 6 = 0.
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1) 2x+ 3y − 9z + 18 = 0;2) x− 2y + 5z − 20 = 0;

3)





x = 1 + u+ v,

y = 2 + u,

z = 3 + u− v;

4)





x = 3 + 2u,

y = 2 − 2u+ 4v,

z = 1 + u+ 3v.Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íóæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ïëîñ-êîñòè â îòðåçêàõ ïî îñÿì. Òîãäà ìîäóëè çíàìåíàòåëåé è áóäóò ðàâíûäëèíàì ýòèõ îòðåçêîâ.Çàäà÷à 45. Óñòàíîâèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïàð ïëîñêîñòåé ïåðåñå-êàþòñÿ, ïàðàëëåëüíû, ñîâïàäàþò:1) x− y + 3z + 1 = 0 è 2x− y + 5z − 2 = 0;2) 2x+ y + 2z + 4 = 0 è 4x+ 2y + 4z + 8 = 0;3) 3x+ 2y − z + 2 = 0 è 6x+ 4y − 2z + 1 = 0;4) 



x = 1 + u+ v,

y = 2 + u,

z = 3 + u− v

è 



x = 3 + 2u′,

y = 2 − 2u′ + 4v′,

z = 1 + u′ + 3v′;5) 



x = u+ 2v,

y = 1 + v,

z = u− v

è 



x = 2 + 3u′ + v′,

y = 1 + u′ + v′,

z = 2 − 2v′;�åøåíèå. 1). Âûïèøåì íîðìàëüíûå âåêòîðû ïëîñêîñòåé: ~n1(1,−1, 3)è ~n2(2,−1, 5). Ïîñêîëüêó âåêòîðû íåêîëëèíåàðíû, òî ïëîñêîñòè ïåðåñå-êàþòñÿ.Îòâåò: ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ.Çàäà÷à 46. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé êïëîñêîñòè 5x− y + 3z − 2 = 0 è ïåðåñåêàþùåé åå ïî ïðÿìîé, ëåæàùåé âïëîñêîñòè OXY.�åøåíèå. Ïóñòü óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè èìååò âèä:
Ax+ By + Cz +D = 0.36

Óêàçàíèå. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé � ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé â ëèíåé-íîì âèäå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ìîæíî ïîëüçîâàòü-ñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ñàìûé óíèâåðñàëüíûé � ñïîñîá ïîñòðîåíèÿóðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì. Íóæíî íàéòè äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè,èñïîëüçóÿ äàííîå óðàâíåíèå, ïîäñòàâèòü èõ êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå ïðÿ-ìîé ïî äâóì òî÷êàì è ïðèâåñòè åãî ê ëèíåéíîìó âèäó. Ñëåäóåò îäíàêîíå òîðîïèòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ýòîãî ìåòîäà, ïîñêîëüêó ÷àñòî îêàçûâàåò-ñÿ, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ñäåëàòü îäíî-äâàðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ óðàâíåíèåì, äàííûì â óñëîâèè.Çàäà÷à 33. Äàí òðåóãîëüíèê ABC: A(1, 1), B(−2, 3), C(4, 7). Íàïè-øèòå óðàâíåíèÿ ñòîðîí è ìåäèàíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííîé èçâåðøèíû A.Çàäà÷à 34. Íàïèøèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

A(−2, 5) è îòñåêàþùåé íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ îòðåçêè ðàâíîé äëèíû.�åøåíèå: Áóäåì èñêàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ ïî îñÿì. Ïóñòüýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:
x

a
+
y

b
= 1.Ïîäñòàâèì â íåãî êîîðäèíàòû òî÷êè A :

−2

a
+

5

b
= 1.Ïîñêîëüêó íà îñÿõ îòñåêàþòñÿ îäèíàêîâûå ïî äëèíå îòðåçêè, òî |a| = |b|.Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåò ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòèäâóõ ñèñòåì: 







−2

a
+

5

b
= 1;

a = b;



−2

a
+

5

b
= 1;

a = −b,èç êîòîðîé ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü




−2

a
+

5

a
= 1;

−2

a
+

5

−a = 1.Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ïîëó÷èì: a1 = 3 è òîãäà b1 = 3. Èçâòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì: a2 = −7 è òîãäà b2 = 7. Ñëåäîâàòåëüíî,25



÷åðåç òî÷êó A, îòñåêàÿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ îòðåçêè ðàâíîé äëèíû,ïðîõîäèò ïðÿìàÿ

x

3
+
y

3
= 1,îáùåå óðàâíåíèå êîòîðîé x+ y − 3 = 0 è ïðÿìàÿ

x

−7
+
y

7
= 1,îáùåå óðàâíåíèå êîòîðîé x− y + 7 = 0.Îòâåò: x+ y − 3 = 0 è x− y + 7 = 0.Çàäà÷à 35. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäóêîîðäèíàòíûìè îñÿìè è ïðÿìîé 2x− 3y − 12 = 0.Çàäà÷à 36. Óñòàíîâèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïàð ïðÿìûõ ñîâïàäàþò,ïàðàëëåëüíû, ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ, íàéòè îáùóþ òî÷êó.1) 2x+ 3y = 0 è 



x = 3 + t,

y = 2 − t;2) x+ 2y − 15 = 0 è 


x = 5 + 4t,

y = −2 − 2t;3) 3x+ 4y − 20 = 0 è 


x = 4 − 8t,

y = 2 + 6t;4) x− 2y + 4 = 0 è −3x+ 6y − 12 = 0;5) 


x = −2 + 2t,

y = −9 + 5t

è 


x = 9 − 5t′,

y = 4 + 2t′.Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íóæ-íî èñêàòü êîîðäèíàòû îáùåé òî÷êè, êîòîðûå áóäóò ðåøåíèåì êàê óðàâ-íåíèÿ ïåðâîé ïðÿìîé, òàê è óðàâíåíèÿ âòîðîé.Åñëè îáå ïðÿìûå çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè, òî íóæíî îáúåäèíèòüèõ â ñèñòåìó è èñêàòü äëÿ ýòîé ñèñòåìû ðåøåíèå. Åñëè îäíà ïðÿìàÿ çà-äàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè,à âòîðàÿ � îáùèì, òî äîñòàòî÷íîïîäñòàâèòü x è y èç ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îáùåå óðàâíåíèå. Åñëèîáå ïðÿìûå çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, òî ïðèðàâíÿâ x è yèç óðàâíåíèé ïåðâîé ïðÿìîé ñîîòâåòñòâåííî ê x è y èç óðàâíåíèé âòî-ðîé, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ � ïàðàìåòðàïåðâîé ïðÿìîé è ïàðàìåòðà âòîðîé.Â ëþáîì ñëó÷àå, åñëè ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿè íàéäåííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Åñëè26

6). Äàííàÿ ïëîñêîñòü áóäåò ïàðàëëåëüíà âåêòîðàì −−→
OM1(1, 0, 1) è−−→

OM2(−2,−3, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåêòîðû ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâåíàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå æå �èêñèðîâàííîé òî÷êèïëîñêîñòè ëó÷øå âñåãî âçÿòü êîíå÷íî íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî,ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè áóäóò èìåòü âèä:




x = u− 2v;

y = −3v;

z = u + v.Çàäà÷à 43. Ñîñòàâèòü îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò÷åðåç:1) òî÷êó M0(1, 1, 1) ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ~a1(1, 2, 0), ~a2(0, 1, 3);2) òî÷êó M0(31, 0, 1) è îñü OX;3) òî÷êó C(1, 2, 2) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè OXZ;4) íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êè M1(1, 0, 2), M2(0, 0, 3);5) òî÷êè M1(1, 0, 1), M2(0, 2, 3), M3(0, 2, 1).�åøåíèå. 1). Íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè áóäåò âåêòîð, êîòîðûéïåðïåíäèêóëÿðåí íàïðàâëÿþùèì âåêòîðàì. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâåíîðìàëüíîãî âåêòîðà ïëîñêîñòè ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå åãîíàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ:

~n = ~a1 × ~a2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

1 2 0

0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6~i− 3~j + 1~k.Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå óðàâíåíèå äàííîé ïëîñêîñòè áóäåò èìåòü âèä:

6x− 3y + z +D = 0.Îòñþäà, ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû òî÷êè M0, ïîëó÷èì: D = −6x+3y− z =
= −4. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè èìååò âèä: 6x− 3y +
+ z − 4 = 0.Îòâåò: 6x− 3y + z − 4 = 0.Çàäà÷à 44. Íàéòè âåëè÷èíû îòðåçêîâ, êîòîðûå îòñåêàåò íà êîîðäè-íàòíûõ îñÿõ ïëîñêîñòü: 35



Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ òî÷êà M(x1, y1, z1) è çàäàíà íåêîòîðàÿ ïëîñ-êîñòü α ñâîèì îáùèì óðàâíåíèåì Ax+By+Cz+D = 0. Òîãäà ðàññòîÿíèåîò òî÷êè M äî ïëîñêîñòè α íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

d =
|Ax1 + By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
.Ïó÷êîì ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïëîñêîñòåé, ïðî-õîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ ïðÿìóþ a.Äëÿ çàäàíèÿ ïó÷êà äîñòàòî÷íî çàäàòü ëþáûå äâå ïëîñêîñòè ïó÷êà.Ïóñòü äâå íåïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè çàäàíû ñâîèìè îáùèìè óðàâ-íåíèÿìè A1x + B1y + C1z +D1 = 0 è A2x + B2y + C2z +D2 = 0. Òîãäàïó÷oê ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïëîñ-êîñòåé çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

A1x+ B1y + C1z +D1 + t(A2x+B2y + C2z +D2) = 0.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïëîñêîñòü, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòüñÿêàêîé âèä óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ñëåäóåò èñêàòü. Òàê æå âàæíî îñâîèòüïðèåìû ïåðåõîäà îò îäíîãî âèäà óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ê äðóãîìó.Çàäà÷à 42. Ñîñòàâüòå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè, êîòî-ðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç:1) òî÷êó M0(1, 0, 2) ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ~a1(1, 2, 3) è ~a2(0, 3, 1);2) òî÷êó A(1, 2, 1) ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ~i, ~j;3) òî÷êó A(1, 7, 1) ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè OXZ;4) òî÷êè M1(5, 3, 2), M2(1, 0, 1) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~a(1, 3,−3);5) òî÷êó A(1, 5, 7) è îñü OX;6) íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êè M1(1, 0, 1), M2(−2,−3, 1);�åøåíèå. 1). Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ïàðàëëåëüíî äàííûìâåêòîðàì, òî ýòè âåêòîðû ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùèõ.Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè áóäóò èìåòü âèä:




x = 1 + u;

y = 2u+ 3v;

z = 2 + 3u+ v.34

ðåøåíèé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ïðÿìûå ñîâïàäàþò. Åñëè æå ðåøåíèéíåò, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.�åøåíèå. 5).





−2 + 2t = 9 − 5t′;

−9 + 5t = 4 + 2t′.Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì:
t =

11 − 5t′

2
,à èç âòîðîãî:

t =
13 + 2t′

5
.Ïîñêîëüêó ëåâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ðàâíû, òî ðàâíû è ïðà-âûå. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì:

11 − 5t′

2
=

13 + 2t′

5
.Îòñþäà, ïî ñâîéñòâàì ïðîïîðöèé, ïîëó÷àåì: 55− 25t′ = 26 + 4t′, îòêóäà

t′ = 1. Ïîëó÷åíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå ïåðå-ñåêàþòñÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, íóæíî ïîäñòàâèòüïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t′ â ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âòîðîéïðÿìîé:
x = 9 − 5 = 4, y = 4 + 2 = 6.Åñëè ïî ñîñòàâëåííîé âûøå ñèñòåìå íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äëÿ ïåð-âîé ïðÿìîé, òî ïî ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ýòîé ïðÿìîé áóäåò íàé-äåíà òî÷êà ñ òàêèìè æå êîîðäèíàòàìè. (Ìîæíî ïðîäåëàòü ýòè äåéñòâèÿâ êà÷åñòâå ñàìîïðîâåðêè).Îòâåò: ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A(4, 6).Çàäà÷à 37. Íàéòè óãëîâîé êîý��èöèåíò ïðÿìîé:

1)




x = 3 + t,

y = 2 − t;
2)




x = 3t,

y = −2t;

3)




x = 3,

y = 1 + t;

4) 3x+ 4y + 5 = 0; 5) 2x− 5y − 35 = 0;27



6) x

−2
+
y

1
= 1;Óêàçàíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëîâîãî êîý��èöèåíòà íåîáõîäèìî ñíà-÷àëà ïîëó÷èòü îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Çàòåì íóæíî â ýòîì óðàâíåíèèâûðàçèòü ÿâíî y. Òîãäà êîý��èöèåíò ïðè x è áóäåò óãëîâûì êîý��èöè-åíòîì.�åøåíèå. 3). Ïîñêîëüêó â îäíîì èç óðàâíåíèé îòñóòñòâóåò ïàðàìåòð,òî äàííàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé. Â äàííîìñëó÷àå, äëÿ âñåõ òî÷åê ïðÿìîé x = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ ïàðàëëåëü-íà îñè Oy è ïîýòîìó óãëîâîé êîý��èöèåíò ó íåå íå ñóùåñòâóåò.Îòâåò: óãëîâîé êîý��èöèåíò íå ñóùåñòâóåò.6). Ïåðåíåñåì âñå â ëåâóþ ÷àñòü è ïðèâåäåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

x− 2y + 2

−2
= 0;

x− 2y + 2 = 0.Îòñþäà âûðàæàåì ÿâíî y : y =
1

2
x+1. Ñëåäîâàòåëüíî, óãëîâîé êîý��è-öèåíò äàííîé ïðÿìîé ðàâåí 1

2
.Îòâåò: 1

2
.Çàäà÷à 38. Òî÷êè A(1, 5), B(−4, 3), C(2, 9) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìèòðåóãîëüíèêà. Íàïèñàòü óðàâíåíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû A.�åøåíèå. Íàéäåì óðàâíåíèå ïðÿìîé BC, êàê óðàâíåíèå ïðÿìîé ïîäâóì òî÷êàì:

x+ 4

2 + 4
=
y − 3

9 − 3
.Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì ïðîïîðöèé, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

x− y + 7 = 0.Âûñîòà AD ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé BC. Ñëå-äîâàòåëüíî, åå óðàâíåíèå íóæíî èñêàòü êàê óðàâíåíèå ïî óãëîâîìó êî-ý��èöèåíòó è òî÷êå. Âûðàçèâ ÿâíî y èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
BC, ïîëó÷èì, ÷òî óãëîâîé êîý��èöèåíò ýòîé ïðÿìîé ðàâåí 1. Èñïîëü-çóÿ óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ ïî óãëîâûì êîý��èöèåíòàì,ïîëó÷èì, ÷òî óãëîâîé êîý��èöèåíò âûñîòû AD ðàâåí −1. Òåïåðü îñòà-ëîñü ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî óãëîâîìó êîý��èöèåíòó è òî÷êåêîîðäèíàòû òî÷êè A è íàéäåííîå çíà÷åíèå óãëîâîãî êîý��èöèåíòà:

y − 5 = −1(x− 1);28

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ ïî îñÿì.Ïóñòü α, β, γ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïëîñ-êîñòè α, p � ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà ïëîñ-êîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x cosα + y cosβ + z cos γ − p = 0,êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òî-áû ïîëó÷èòü èç îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè å¼ íîðìàëüíîå óðàâíåíèå,íåîáõîäèìî ýòî îáùåå óðàâíåíèå óìíîæèòü íà ìíîæèòåëü
µ = ± 1√

A2 + B2 + C2
,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íîðìèðóþùèì ìíîæèòåëåì. Çíàê ýòîãî ìíîæèòå-ëÿ âûáèðàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêó D èç îáùåãî óðàâíåíèÿ.Ïóñòü ~a(a1, a2, a3) è ~b(b1, b2, b3) � íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû íåêîòîðîéïëîñêîñòè α è ïóñòü M0(x0, y0, z0) � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ òî÷êàýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ïëîñêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè





x = x0 + a1t+ b1k;

y = y0 + a2t+ b2k;

z = z0 + a3t+ b3k,êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïëîñêîñòè. ×èñëà

t è k � ïàðàìåòðû.Ïóñòü ïëîñêîñòè α1 è α2 çàäàíû ñâîèìè îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x+
+ B1y + C1z + D1 = 0 è A2x + B2y + C2z + D2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2� óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè,

A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0� óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè.Óãëîì ϕ ìåæäó ïëîñêîñòÿìè α1 è α2 íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó èõ íîð-ìàëüíûìè âåêòîðàìè.Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè òàêèì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëåóãëà ìåæäó âåêòîðàìè:

cosϕ =
A1A2 + B1B2 + C1C2√

A2
1
+ B2

1
+ C2

1

√
A2

2
+ B2

2
+ C2

2

.33



2.2 Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâåÂñÿêèé íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, íà-çûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ýòîé ïëîñêîñòè.Ëþáûå äâà íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðà, ïàðàëëåëüíûå íåêîòîðîé ïëîñ-êîñòè, íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ýòîé ïëîñêîñòè.Âñÿêàÿ ïëîñêîñòü â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåð-âîé ñòåïåíè

Ax+ By + Cz +D = 0,ãäå A, B, C, D � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ A2 + B2 + C2 6= 0.Âñÿêîìó óðàâíåíèþ ïåðâîé ñòåïåíè

Ax+ By + Cz +D = 0,ãäå A, B, C,D � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ A2 +B2 +C2 6= 0 â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿïëîñêîñòü.Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.Â îáùåì óðàâíåíèè ïëîñêîñòè ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çíàêà âûðàæå-íèÿ Ax + By + Cz + D òàêîé æå êàê è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çíàêàòð¼õ÷ëåíà Ax+ By + C â óðàâíåíèè ïðÿìîé.Ïóñòü â íåêîòîðîé ÏÄÑÊ-3 íåêîòîðàÿ ïëîñêîñòü çàäàíà ñâîèì îáùèìóðàâíåíèåì Ax+By+Cz+D = 0. Âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðûõ

Ax + By + Cz + D > 0 ëåæàò â îäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíîäàííîé ïëîñêîñòè, à âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà äëÿ êîòîðûõ Ax+By+Cz+
+D < 0 ëåæàò â äðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.Åñëè M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3) � òðè ðàçëè÷íûåòî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïëîñêîñòü α, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçýòè òî÷êè, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè ïî òð¼ì òî÷êàì.Åñëè ïëîñêîñòü α ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A(a, 0, 0);B(0, b, 0); C(0, 0, c),òî ýòà ïëîñêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1,32

x+ y − 6 = 0.Îòâåò: x+ y − 6 = 0.Çàäà÷à 39. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáå-äðåííîãî òðåóãîëüíèêà, çíàÿ óðàâíåíèå ãèïîòåíóçû y = 3x+5 è êîîðäè-íàòû îäíîé èç âåðøèí (4,−1).�åøåíèå. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå ãèïîòåíóçû êîîðäèíàòû äàííîé âåð-øèíû, ïîëó÷àåì, ÷òî óêàçàííàÿ âåðøèíà íå ïðèíàäëåæèò ãèïîòåíóçå.Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èç êàòåòîâ ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó âåðøèíó. Èç óðàâ-íåíèÿ ãèïîòåíóçû íàõîäèì, ÷òî åå óãëîâîé êîý��èöèåíò ðàâåí 3. Ïóñòü

k1 è k2 � óãëîâûå êîý��èöèåíòû êàòåòîâ. Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîéóãëà ìåæäó ïðÿìûìè ÷åðåç óãëîâûå êîý��èöèåíòû, ïîëó÷èì, ÷òî ñ ïåð-âûì êàòåòîì ãèïîòåíóçà îáðàçóåò óãîë ϕ1 òàêîé, ÷òî
tgϕ1 =

3 − k1

1 + 3k1

,à ñî âòîðûì êàòåòîì � óãîë ϕ2 òàêîé, ÷òî
tgϕ2 =

k2 − 3

1 + 3k2

.Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, òî óãëû, îáðàçîâàííûå êàòåòà-ìè ñ ãèïîòåíóçîé ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî:

3 − k1

1 + 3k1

=
k2 − 3

1 + 3k2

.Ïî ñâîéñòâó ïðîïîðöèé ïîëó÷àåì:

(1 + 3k2)(3 − k1) = (1 + 3k1)(k2 − 3).Ïîñêîëüêó êàòåòû ëåæàò íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, òî k2 = − 1

k1

.Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ïîëó÷åííîå âûøå óðàâíåíèå:

(1 − 3

k1

)(3 − k1) = (1 + 3k1)(−
1

k1

− 3).Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà k1 :

(k1 − 3)(3 − k1) = (1 + 3k1)(−1 − 3k1);

(k1 − 3)(k1 − 3) = (1 + 3k1)(1 + 3k1);

k2

1 − 6k1 + 9 = 1 + 6k1 + 9k2

1;29



2k2

1 + 3k1 − 2 = 0;

k11,2
=

−3 ±
√

9 + 16

4
;

k11
=

−3 − 5

4
= −2; k12

=
−3 + 5

4
=

1

2
.Òåïåðü îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî óãëîâîìó êîý�-�èöèåíòó è òî÷êå:

y + 1 = −2(x− 4);

2x+ y − 7 = 0è

y + 1 =
1

2
(x− 4);

x− 2y − 6 = 0.Îòâåò: 2x+ y − 7 = 0; x− 2y − 6 = 0.Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ïîñëåäíåé çàäà÷è, áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíî-øåíèå

3 − k1

1 + 3k1

=
k2 − 3

1 + 3k2

.�åøàÿ çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà èìåííî òàê è ñëåäóåò ïîñòóïàòü, ò.å. ðàñïî-ëàãàòü êîý��èöèåíòû â íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå è ïðèäåðæè-âàòüñÿ ýòîãî ïîðÿäêà â îáåèõ �îðìóëàõ. Òàê, â óêàçàííîé çàäà÷å áûëîïðèíÿòî ðàñïîëîæåíèå k, k1, k2, k. Åñëè áû ýòî ðàñïîëîæåíèå íàðóøè-ëîñü, ò.å. áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå

3 − k1

1 + 3k1

=
3 − k2

1 + 3k2

,òî ìû íå ñìîãëè áû ðåøèòü çàäà÷ó. Ïðè ðåøåíèè àíàëîãè÷íûõ çàäà÷, òàìãäå ýòî âîçìîæíî, êàê ïðàâèëî, êîý��èöèåíòû ðàñïîëàãàþò â ïîðÿäêåóáûâàíèÿ.Çàäà÷à 40. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí êâàäðàòà, çíàÿ, ÷òî òî÷êà
A(−4, 5) ÿâëÿåòñÿ åãî âåðøèíîé è îäíà èç äèàãîíàëåé ëåæèò íà ïðÿìîé
7x− y + 8 = 0.Çàäà÷à 41. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.1) x− 2y + 3 = 0 è 2x− 4y + 7 = 0;2) 3x− 4y + 1 = 0 è 



x = 1 + 4t,

y = 3t. 30

3) y = 3x+ 5 è 6x− 2y + 12 = 0;4) 


x = 2 − t,

y = −3 + 2t

è 


x = 2t′,

y = 5 − 4t′.Óêàçàíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, íóæíî íà îäíîé ïðÿ-ìîé âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó. Òîãäà ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî ïðÿ-ìîé (êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé �îðìóëå) è áóäåò ðàâíî ðàññòî-ÿíèþ ìåæäó äàííûìè ïðÿìûìè.
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